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Na pocz¡tek zrobimy ostatnie zadanie z poprzedniej serii, do którego do-
daªem wskazówki. Zadania s¡ typowe, cz¦±¢ z nich podobna do tych ze
zbioru Krzy»a, rozdz. 3.5�3.7 (liczenie caªek) i rozdz. 3.9 (zasada argu-
mentu i tw. Rouché). Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy,
literówki czy ogólne w¡tpliwo±ci.

1. Policz nast¦puj¡ce caªki; poka», »e s¡ równe tyle ile napisano:
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Wskazówka: policz caªk¦ f(z) = eaz/(1+ez) po brzegu prostok¡ta
o wierzchoªkach ±R,±R + 2πi i przejd¹ do granicy R→∞.

(b) dla a > 1: ∫ ∞
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Wskazówka: policz caªk¦ funkcji zespolonej f(z) = eiaz/(1 + z2)2

po brzegu obszaru {z : Im(z) ≥ 0, |z| ≤ R}, przejd¹ do granicy
R→∞.

2. Zaªó»my, »e funkcja f jest analityczna na otoczeniu otwartym dysku
D poza sko«czona liczb¡ liczb¡ punktów a1, . . . , ar gdzie f ma bieguny
krotno±ci 1. Zaªó»my ponadto, »e g jest analityczna na otoczeniu ot-
wartym D. Poka», »e∫

γ

f(z)g(z)dz = 2πi
r∑
i=1
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gdzie γ jest brzegiem dysku D z dodatni¡ orientacj¡. Jak zmieni si¦
ta formuªa je±li bieguny f s¡ wy»szej krotno±ci ale g nie ma zer w
punktach ai?

3. Niech f ∈ C[x] b¦dzie wielomianem zespolonym stopnia d. Poka», »e
dla ka»dego a ∈ C istnieje R0 ∈ R>0 takie, »e dla ka»dego R > R0

krzywa t→ f(Reit), t ∈ [0, 2π], ma indeks d wzgl¦dem a.



4. Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na otoczeniu dysku D jednos-
tkowego oraz |f(z)| < 1 na brzegu D. Poka», »e równanie f(z) = z
ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie we wn¦trzu D. Czy wystarczy zaªo»y¢
|f(z)| ≤ 1 na brzegu D i zachowa¢ tez¦?

5. Znajd¹ liczb¦ zer nast¦puj¡cych wielomianów wewn¡trz jednostkowego
dysku; wskazówka: tw. Rouché.

(a) f(z) = z4 − 9z + 2

(b) f(z) = z5 + 4z2 + 1

6. Znajd¹ liczb¦ pierwiastków nast¦puj¡cych wielomianów w ka»dej
¢wiartce pªaszczyzny zespolonej; wskazówka: policz indeks wzgl¦dem
zera krzywej b¦d¡cej brzegiem obszaru {z : Re(z) > 0, Im(z) > 0, |z| <
R} dla R � 0, skorzystaj z faktu, »e wielomian jest rzeczywisty wi¦c
pierwiastki s¡ sprz¦»one.

(a) f(z) = z8 + z3 + z + 7

(b) f(z) = z4 + 3z3 + 5z2 + 4z + 3


