Funkcje analityczne, seria 13 Jesien 2017

Na poczatek zrobimy ostatnie zadanie z poprzedniej serii, do ktoérego do-
datem wskazowki. Zadania sa typowe, czeS¢ z nich podobna do tych ze
zbioru Krzyza, rozdz. 3.5-3.7 (liczenie catek) i rozdz. 3.9 (zasada argu-
mentu i tw. Rouché). Jak zwykle prosze zglasza¢ e-mailem ewentualne bledy,
literéwki czy ogdlne watpliwosci.

1. Policz nastepujace calki; pokaz, ze sa rowne tyle ile napisano:
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(a) dla a € (0,1):

Wskazowka: policz catke f(z) = e**/(1+¢€*) po brzegu prostokata
o wierzchotkach +R, R + 27t i przejdz do granicy R — oo.

(b) dla a > 1:
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Wskazowka: policz catke funkeji zespolonej f(z) = €% /(1 + 2%)?
po brzegu obszaru {z : Im(z) > 0,|z| < R}, przejdz do granicy
R — oo.

2. Zalozmy, ze funkcja f jest analityczna na otoczeniu otwartym dysku
D poza skoriczona liczbg liczba punktow aq, ..., a, gdzie f ma bieguny
krotnosci 1. Zal6zmy ponadto, ze g jest analityczna na otoczeniu ot-
wartym D. Pokaz, ze

/f(z)g(z)dz = 2mi Z g(a;)res,, f

gdzie v jest brzegiem dysku D z dodatnig orientacja. Jak zmieni sie
ta formuta jesli bieguny f sa wyzszej krotnoéci ale g nie ma zer w
punktach a;?

3. Niech f € C[z| bedzie wielomianem zespolonym stopnia d. Pokaz, ze
dla kazdego a € C istnieje Ry € R, takie, ze dla kazdego R > R,
krzywa t — f(Re™), t € [0,27], ma indeks d wzgledem a.



4. Niech f bedzie funkcja holomorficzng na otoczeniu dysku D jednos-
tkowego oraz |f(z)| < 1 na brzegu D. Pokaz, ze rownanie f(z) = z
ma dokltadnie jedno rozwiazanie we wnetrzu D. Czy wystarczy zalozy¢
|f(2)] <1 na brzegu D i zachowa¢ teze?

5. Zmajdz liczbe zer nastepujacych wielomianéw wewnatrz jednostkowego
dysku; wskazowka: tw. Rouché.

(a) f(z)=2"—92+2
(b) f(z)=2"+422+1
6. Znajdz liczbe pierwiastkow nastepujacych wielomianow w kazdej

¢wiartce plaszezyzny zespolonej; wskazowka: policz indeks wzgledem
zera krzywej bedacej brzegiem obszaru {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0, |z| <
R} dla R > 0, skorzystaj z faktu, ze wielomian jest rzeczywisty wiec
pierwiastki sa sprzezone.

(a) flz) =242 +247

(D) f(z)=2*+32>+522+42+3



