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Zadania s¡ typowe. Wi¦kszo±¢ z nich mo»na znale¹¢ w zbiorze Krzy»a,
rozdz. 3.5�3.7. Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy,
literówki czy ogólne w¡tpliwo±ci.

1. Sformuªuj i dowied¹ reguª¦ de l'Hospitala dla ilorazów funkcji anality-
cznych, które maj¡ osobliwo±¢ (lub zero) w ustalonym punkcie z0 ∈ C;
wykorzystaj rozwini¦cie w szereg Laurenta.

2. Zaªó»my, »e funkcja f ma biegun rz¦du r w punkcie a ∈ C. Poka», »e

resaf =
1

(m− 1)!
· g(m−1)(a)

gdzie g(z) = (z − a)mf(z) jest funkcj¡ holomor�czn¡ w otoczeniu a.

3. We¹my rzeczywiste a > 1. Policz residua funkcji f(z) = (z2+2az+1)−1.
Nast¦pnie zastosuj podstawienie z = eiθ i twierdzenie o residuach by
dowie±¢ ∫ π

0

dθ

a+ cos θ
=

π√
a2 − 1

4. Niech h(x1, x2) bedzie funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych. Poka», »e

podstawienie z = eiθ pozwala zast¡pi¢ liczenie caªki
∫ 2π

0
h(cos θ, sin θ)dθ

liczeniem caªki
∫
γ
f(z)dz, gdzie f jest funkcj¡ wymiern¡ zmiennej ze-

spolonej a γ jest brzegiem koªa jednostkowego.

5. Wykorzystaj metod¦ z poprzedniego zadania by dowie±¢ dla zes-
polonego a, |a| < 1 mamy równo±¢:∫ 2π

0

dθ

1− 2a cos θ + a2
=

2π

1− a2∫ 2π

0

cos2 θdθ

1− 2a cos θ + a2
= π · 1 + a2

1− a2

6. Policz residua funkcji f(z) = z2

1+z4
i wykorzystaj twierdzenie o residuach

by dowie±¢ ∫ ∞
−∞

x2dx

1 + x4
=

π√
2



7. Metodami z poprzedniego zadania policz nast¦puj¡ce caªki:

(a) ∫ ∞
0

x2dx

x4 + x2 + 1

(b) ∫ ∞
0

cosx− 1

x2
dx

Wskazówki: (a) policz caªk¦ tej funkcji wymiernej po brzegu póªkola
o promieniu {z : Re(z) ≥ 0, |z| ≤ R} przejd¹ do granicy R → ∞;

(b) we¹ funkcj¦ f(z) = eiz−1
z2

i policz caªk¦ po brzegu póªpier±cienia
{z : Re(z) ≥ 0, r ≤ |z| ≤ R} i przejd¹ do granicy R→∞, r → 0.


