Funkcje analityczne, seria 11 Jesien 2017

Na poczatek zrobimy niezrobione zadania z poprzedniej serii. Dla przypom-
nienia umieszczam je i w tej serii.

Jak zwykle prosze zglasza¢ e-mailem ewentualne bledy, literowki czy ogdlne
watpliwosci.

1. Niech f : Q@ — C bedzie funkcja holomorficzna zdefiniowana na ob-
szarze (). Zaltdézmy, ze f nie jest funkcja stala, natomiast jej modut
|f(Z)] jest staly na brzegu . Pokaz, ze f przyjmuje wartosci zerowe
wewnatrz (2.

2. Policz maksimum funkcji |22 — z + 1| na dysku jednostkowym {z € C :
|z| < 1}.

3. Zalozmy, ze funkcje f i g sa holomorficzne na obszarze ). Pokaz, ze
jesli funkcja | f] + |g| przyjmuje maksimum lokalne w pewnym punkcie
wewnatrz €2 to obie funkcje sg stale.

4. Pokaz, ze kazda funkcja holomorficzna na plaszczyznie domknigtej
C = CU {0} z wyjatkiem skoniczonej liczby biegunéw jest wymierna,
czyli jest postaci g1 /g2, gdzie g1, g2 € C[z]. Pokaz, ze liczba biegunow
takiej funkcji, liczonych z krotnosciami, jest réwna liczbie zer liczonych
z krotnosciami (zera i bieguny liczymy tez w 00).

5. Zalozmy, ze f jest wielomianem zespolonym stopnia n i |f(z)| < M dla
wszystkich |z| <11 pewnego M € R.y. Pokaz, ze dla |z| > 1 zachodzi
[f(2)] < M]z[".

6. Ustalmy w € C, Im w > 0. Calkujac funkcje f(z) = <= po brzegu
czworokata (lub wycinka pier§cienia) o wierzchotkach r, R, rw, Rw,
gdzie 0 < r < R sa rzeczywiste, i przechodzac do granicy r — 0,
R — o0 policz catke

7. Zalozmy, ze funkcja holomorficzna f : D(0,7) — C przeksztatca bi-
jektywnie pewne otoczenie 0 w otoczenie 0. Pokaz, ze pochodna f w
zerze jest niezerowa. Wywnioskuj z tego, ze bijektywna funkcja holo-
morficzna f : C O U — U’ C C wyznacza biholomorfizm zbiorow
otwartych U i U’.



8. Policz rezidua nastepujacych funkcji meromorficznych w ich punktach
osobliwych:

(a) f(2) = &5
(b) f(2) = o=, gdzie a € C
) fz)=2—=dlan>1iaeC

2 —qn

9. Sformuhyj i dowiedz regute de I’Hospitala dla ilorazéw funkeji anality-
cznych, ktore maja osobliwosé (lub zero) w utalonym punkcie z, € C.



