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Na pocz¡tek zrobimy niezrobione zadania z poprzedniej serii. Dla przypom-
nienia umieszczam je i w tej serii.
Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne
w¡tpliwo±ci.

1. Niech f : Ω → C b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ zde�niowana na ob-
szarze Ω. Zaªó»my, »e f nie jest funkcj¡ staª¡, natomiast jej moduª
|f(Z)| jest staªy na brzegu Ω. Poka», »e f przyjmuje warto±ci zerowe
wewn¡trz Ω.

2. Policz maksimum funkcji |z2− z + 1| na dysku jednostkowym {z ∈ C :
|z| ≤ 1}.

3. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ holomor�czne na obszarze Ω. Poka», »e
je±li funkcja |f |+ |g| przyjmuje maksimum lokalne w pewnym punkcie
wewn¡trz Ω to obie funkcje s¡ staªe.

4. Poka», »e ka»da funkcja holomor�czna na pªaszczy¹nie domkni¦tej
Ĉ = C ∪ {∞} z wyj¡tkiem sko«czonej liczby biegunów jest wymierna,
czyli jest postaci g1/g2, gdzie g1, g2 ∈ C[z]. Poka», »e liczba biegunów
takiej funkcji, liczonych z krotno±ciami, jest równa liczbie zer liczonych
z krotno±ciami (zera i bieguny liczymy te» w ∞).

5. Zaªó»my, »e f jest wielomianem zespolonym stopnia n i |f(z)| ≤M dla
wszystkich |z| ≤ 1 i pewnego M ∈ R>0. Poka», »e dla |z| ≥ 1 zachodzi
|f(z)| ≤M |z|n.

6. Ustalmy w ∈ C, Im w > 0. Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) = e−z

z
po brzegu

czworok¡ta (lub wycinka pier±cienia) o wierzchoªkach r, R, rw,Rw,
gdzie 0 < r < R s¡ rzeczywiste, i przechodz¡c do granicy r → 0,
R→∞ policz caªk¦ ∫ ∞

0

e−t − e−tw

t
dt

7. Zaªó»my, ze funkcja holomor�czna f : D(0, r) → C przeksztaªca bi-
jektywnie pewne otoczenie 0 w otoczenie 0. Poka», »e pochodna f w
zerze jest niezerowa. Wywnioskuj z tego, »e bijektywna funkcja holo-
mor�czna f : C ⊇ U → U ′ ⊆ C wyznacza biholomor�zm zbiorów
otwartych U i U ′.



8. Policz rezidua nast¦puj¡cych funkcji meromor�cznych w ich punktach
osobliwych:

(a) f(z) = z2+z+1
z2(z2−1)

(b) f(z) = 1
z4−a4 , gdzie a ∈ C

(c) f(z) = zn−1

zn−an dla n ≥ 1 i a ∈ C

9. Sformuªuj i dowied¹ reguª¦ de l'Hospitala dla ilorazów funkcji anality-
cznych, które maj¡ osobliwo±¢ (lub zero) w utalonym punkcie z0 ∈ C.


