
Funkcje analityczne, seria 10 Jesie« 2017

Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne
w¡tpliwo±ci.

1. Zbadaj typ osobliwo±ci podanej funkcji f w z = 0; je±li osobliwo±¢ jest
usuwalna to znajd¹ pierwsze trzy wspóªczynniki rozwini¦cia f wokóª 0.

(a) f(z) = ez−1
z2

,

(b) f(z) = cos 2z−cos z
z

(c) f(z) = sin z
z

,

(d) f(z) = e
1
z ,

(e) f(z) = log(1+z)
z

2. Zaªó»my, »e funkcja f jest holomor�czna na pewnym otoczeniu punktu
z0 ∈ C poza z0. Niech g bedzie wielomianem zespolonym stopnia > 0.
Zbadaj osobliwo±¢ funkcji g◦f w punkcie z0 w zale»no±ci od osobliwo±ci
f w tym punkcie.

3. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ na dysku (kole) tak¡, »e f 2 i f 3 s¡ holomor-
�czne. Poka», »e f te» jest funkcj¡ holomor�czn¡.

4. Niech f : Ω → C b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ zde�niowana na ob-
szarze Ω. Zaªó»my, »e f nie jest funkcj¡ staª¡, natomiast jej moduª
|f(Z)| jest staªy na brzegu Ω. Poka», »e f przyjmuje warto±ci zerowe
wewn¡trz Ω.

5. Policz maksimum funkcji |z2− z + 1| na dysku jednostkowym {z ∈ C :
|z| ≤ 1}.

6. Zaªó»my, »e funkcje f i g s¡ holomor�czne na obszarze Ω. Poka», »e
je±li funkcja |f |+ |g| przyjmuje maksimum lokalne w pewnym punkcie
wewn¡trz Ω to obie funkcje s¡ staªe.

7. Poka», »e ka»da funkcja holomor�czna na pªaszczy¹nie domkni¦tej
Ĉ = C ∪ {∞} z wyj¡tkiem sko«czonej liczby biegunów jest wymierna,
czyli jest postaci g1/g2, gdzie g1, g2 ∈ C[z]. Poka», »e liczba biegunów
takiej funkcji, liczonych z krotno±ciami, jest równa liczbie zer liczonych
z krotno±ciami (zera i bieguny liczymy te» w ∞).

8. Zaªó»my, »e f jest wielomianem zespolonym stopnia n i |f(z)| ≤M dla
wszystkich |z| ≤ 1 i pewnego M ∈ R>0. Poka», »e dla |z| ≥ 1 zachodzi
|f(z)| ≤M |z|n.



9. Ustalmy w ∈ C, Im w > 0. Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) = e−z

z
po brzegu

czworok¡ta (lub wycinka pier±cienia) o wierzchoªkach r, R, rw,Rw,
gdzie 0 < r < R s¡ rzeczywiste, i przechodz¡c do granicy r → 0,
R→∞ policz caªk¦ ∫ ∞

0

e−t − e−tw

t
dt


