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Rzut sterogra�czny i homogra�e; wi¦cej zada« (ze wskazówkami, równie» do

tych z tej kartki!) mo»na znale¹¢ w zbiorze Jana Krzy»a, rozdz. 1.2, 1.4.

1. Poka» nast¦puj¡ce wªasno±ci rzutu stereogra�cznego sfery jednos-

tkowej; pN rzut z bieguna póªnocnego N = (0, 0, 1) i pS z bieguna

poªudniowego S = (0, 0,−1):

S2 \ {N} 3 (x1, x2, x3) 7→ z ∈ C

(a) Odwzorowanie odwrotne do rzutu pN jest zadane wzorem

z 7→
(

z + z

1 + |z|2
,
i(z − z)
1 + |z|2

,
|z|2 − 1

1 + |z|2

)
(b) Dla x 6= N,S zachodzi pN (x) · pS(x) = 1.

(c) Rzut stereogra�czny pozwala uto»sami¢ sfer¦ S2 z jednopunk-

towym uzwarceniem pªaszczyzny zespolonej

Ĉ = C ∪ {∞}

(d) Obraz okr¦gu O na sferze S2 przy odwzorowaniu pN jest okr¦giem

lub prost¡ w zale»no±ci od tego czy N ∈ O.

2. Poka» nast¦puj¡ce wªasno±ci homogra�i czyli przeksztaªce« Ĉ → Ĉ
typu

Ĉ 3 z 7→ h(z) =
az + b

cz + d
∈ Ĉ

gdzie a, b, c, d ∈ C s¡ takie »e ad− bc 6= 0:

(a) Ka»da homogra�a jest zªo»eniem przeksztaªce« a�nicznych typu

z 7→ az + b oraz inwersji z 7→ z−1.

(b) Homogra�a zachowuje dwustosunek

(z1, z2, z3, z4) =
(z3 − z1)(z4 − z2)
(z3 − z2)(z4 − z1)

(c) Jedyn¡ homogra�¡ h tak¡, »e h(0) = 0, h(1) = 1 i h(∞) =∞ jest

identyczno±¢.

(d) Dla dowolnej trójki punktów w Ĉ, z0 6= z1 6= z∞ 6= z0, istnieje
dokªadnie jedna homogra�a taka, »e

h(0) = z0, h(1) = z1, h(z∞) =∞



(e) Homogra�e stanowi¡ grup¦ ze wzgl¦du na skªadanie.

(f) Przeksztaªcenie

SL(2,C) 3
(
a b
c d

)
7→
(
z 7→ az + b

cz + d

)
jest homomor�zmem grupy macierzy o wyznaczniku 1 w grup¦

przeksztaªce« przestrzeni Ĉ.
i. Obrazem tego przeksztaªcenia jest grupa homogra�i.

ii. J¡drem tego przeksztaªcenia jest grupa dwuelementowa.

3. Poka», »e przeksztaªcenie z 7→ z−1 przeksztaªca okr¡g o ±rodku w a ∈ C
i promieniu r 6= |a| na okr¡g o ±rodku w a/(|a|2 − r2) i promieniu

r/||a|2−r2|. Wywnioskuj z tego, »e obrazy okr¦gów przy homogra�ach

to okr¦gi lub proste.

4. Symetria (inwersja) wzgl¦dem okr¦gu. Punkt ι(z) jest symetryczny do

z wzgl¦dem okr¦gu o ±rodku w a ∈ C i promieniu r je±li ι(z) le»y na

póªprostej z a w kierunku z oraz |z − a||ι(z)− a| = r2. Poka», »e

ι(z) =
az + (r2 − |a|2)

z − a


