Funkcje analityczne, seria 1 Jesienn 2017
Rzut sterograficzny i homografie; wiecej zadan (ze wskazowkami, rowniez do

tych z tej kartki!) mozna znalez¢ w zbiorze Jana Krzyza, rozdz. 1.2, 1.4.

1. Pokaz nastepujace wtasnosci rzutu stereograficznego sfery jednos-
tkowej; py rzut z bieguna poélnocnego N = (0,0,1) i pg z bieguna
potudniowego S = (0,0, —1):
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(a) Odwzorowanie odwrotne do rzutu py jest zadane wzorem
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(b) Dla z # N, S zachodzi py(x) - ps(x) = 1.
(c) Rzut stereograficzny pozwala utozsami¢ sfere S? z jednopunk-
towym uzwarceniem ptaszczyzny zespolonej

C =CuU {0}

(d) Obraz okregu O na sferze S? przy odwzorowaniu py jest okregiem
lub prosta w zaleznosci od tego czy N € O.

2. Pokaz nastepujace wlasnosci homografii czyli przeksztatcen C > C

typu
az+b ~
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gdzie a, b, c,d € C sa takie ze ad — be # 0:

@Bth(z):

(a) Kazda homografia jest ztozeniem przeksztatcen afinicznych typu

z + az + b oraz inwersji z — 271,

(b) Homografia zachowuje dwustosunek

(23 — 21) (24 — 22)
(23 — 22) (24 — 21)

(21, 22,23, 24) =

(c¢) Jedyna homografia h taka, ze h(0) =0, h(1) =11 h(oco) = oo jest
identycznosé.

(d) Dla dowolnej trojki punktow w @, 20 # 21 # Zeo F 20, iStnieje
doktadnie jedna homografia taka, ze

h(0) = 29, h(1) = 21, h(200) = 20



(e) Homografie stanowiag grupe ze wzgledu na sktadanie.

(f) Przeksztalcenie

a b az+b
SL(2,C) > — |z~
(2,€) ( c d ) < cz + d>
jest homomorfizmem grupy macierzy o wyznaczniku 1 w grupe
przeksztatcen przestrzeni C.

i. Obrazem tego przeksztatcenia jest grupa homografii.
ii. Jadrem tego przeksztalcenia jest grupa dwuelementowa.

3. Pokaz, 7e przeksztatcenie z — 27! przeksztalca okrag o srodku w a € C
i promieniu r # |a| na okrag o §rodku w @/(|a|?> — r?) i promieniu
r/||a|? —r?|. Wywnioskuj z tego, ze obrazy okregoéw przy homografiach
to okregi lub proste.

4. Symetria (inwersja) wzgledem okregu. Punkt ¢(z) jest symetryczny do
z wzgledem okregu o §rodku w a € C i promieniu r jesli ¢(z) lezy na
poltprostej z a w kierunku z oraz |z — al|t(z) — a| = r2. Pokaz, ze

a2 + (1 = |af?)
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