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1 Wst¦p

W naukach ±cisªych i in»ynierii naukowcy analizuj¡ skomplikowane dane,
aby wyizolowa¢ stosunkowo proste zjawiska, które maj¡ kluczowe znaczenie
w badanej sytuacji.

Jako przykªad wyobra¹my sobie kilka osób rozmawiaj¡cych przez telefon
komórkowy w tym samym momencie. Stacja-odbiornik musi rozªo»y¢ skom-
plikowan¡ fal¦ elektromagnetyczn¡ na proste pojedyncze sygnaªy, z których
ka»dy przenosi jedn¡ rozmow¦.

Nast¦pny przykªad pochodzi ze spektroskopii �uorescencyjnej. Jest to
metoda sªu»¡ca do analizowania st¦»enia zwi¡zków chemicznych w prób-
kach roztworu. Ka»da próbka jest prze±wietlana ±wiatªem o ró»nych dªugo-
±ciach fali i badane s¡ dªugo±ci fal ±wiatªa emitowanego. Zebrane dane mog¡
by¢ skomplikowane i poszukiwany jest sposób rozªo»enia danych na proste
skªadniki pochodz¡ce od pojedynczych zwi¡zków chemicznych wchodz¡cych
w skªad roztworu.

Problemy tego rodzaju s¡ wszechobecne w nauce i stanowi¡ motywacj¦
dla naszych bada« nad rozmaito±ciami siecznych oraz nad powi¡zanymi po-
j¦ciami: rang¡, rang¡ brzegow¡ i rozkªadem minimalnym.

Rozwa»my sko«czenie wymiarow¡ przestrze« wektorow¡ W nad ciaªem
liczb zespolonych C oraz podzbiór X̂ ⊂ W rozpinaj¡cy W , jako przestrze«
liniow¡. Niech p ∈ W . De�niujemy X̂-rang¦ p jako najmniejsz¡ liczb¦
caªkowit¡ r = rX̂(p), tak¡, »e

p = λ1x̂1 + λ2x̂2 + · · ·+ λrx̂r dla pewnych x̂i ∈ X̂ i λi ∈ C.

Równowa»nie r jest minimaln¡ liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e p ∈ 〈x̂1, x̂2, . . . , x̂r〉,
gdzie 〈R〉 oznacza przestrze« liniow¡ rozpi¦t¡ przez zbiór R.

My±limy o V jak o zbiorze wszystkich mo»liwych stanów, za± o X̂ jak o
zbiorze prostych stanów, oraz o p jak o skomplikowanym przypadku, który
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chcemy rozªo»y¢. Wobec tego ranga powinna by¢ liczb¡ prostych skªadników,
na które mo»na rozªo»y¢ nasz wybrany skomplikowany stan.

W powy»szych przykªadach, w optymalnych warunkach, ranga jest liczb¡
rozmów przez komórk¦, lub liczb¡ substancji chemicznych w roztworze. Oczy-
wi±cie kilka wa»nych problemów mo»e stanowi¢ przeszkod¦: je±li skªadni-
ków/rozmów jest du»o, ranga mo»e nie by¢ pomocna. Nietrudno wyobrazi¢
sobie, »e gdy prowadzonych jest zbyt wiele rozmów jednocze±nie na jednym
odbiorniku, to nie jest mo»liwe oddzielenie pojedynczej rozmowy. Za moich
czasów studenckich, tak si¦ dziaªo ka»dego roku na Sylwestra w Tatrach. Nie
byªo mo»liwe zadzwonienie do krewnych z »yczeniami. Podobno ten pro-
blem jeszcze wyst¦puje, ale sam nie sp¦dzam ju» Sylwestra w Tatrach, wi¦c
nie wiem. Podobnie, gdy dysponujemy niewielk¡ liczb¡ pomiarów ±wiatªa w
porównaniu z liczb¡ skªadników roztworu, to nie b¦dziemy potra�li ich zi-
denty�kowa¢. Inny wa»ny problem to zakªócenia (dane z odbiornika s¡ nieco
znieksztaªcone). Istniej¡ metody radzenia sobie z zakªóceniami, nie jest to
jednak przedmiotem tego wykªadu.

Rozwa»my teraz kilka bardziej matematycznych przykªadów.

1.1 Mno»enie macierzy

Mno»enie macierzy jest dwuliniowym odwzorowaniem Cfg × Cgh → Cfh.
Mo»na wi¦c my±le¢ o nim jako tensorze

Mf,g,h ∈ (Cfg)∗ ⊗ (Cgh)∗ ⊗ Cfh = A⊗B ⊗ C = W.

Najprostszy, naiwny algorytm tego mno»enia potrzebuje fgh mno»e« liczb
zespolonych i zapisuje si¦ w postaci tensorowej jako:

Mf,g,h =
∑
i,j,k

aij ⊗ bjk ⊗ cik. (1.1)

Jest to rozkªad na sum¦ fgh prostych tensorów postaci a⊗ b⊗ c.
Niech X̂ := Ŝeg(A × B × C) ⊂ W b¦dzie zbiorem tensorów prostych.

Wypisany powy»ej rozkªad daje oszacowanie na rang¦ rX̂(Mf,g,h) ≤ fgh.
Strassen udowodniª, »e dwie macierze 2 × 2 mo»na pomno»y¢ u»ywaj¡c

jedynie 7 mno»e« liczb zespolonych (zamiast 2 · 2 · 2 = 8 mno»e«) [Stra69]:(
a1 a2

a3 a4

)
·
(
b1 b2

b3 b4

)
=

(
a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4

a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

)
=

(
I + IV − V + V II III + V

II + IV I + III − II + V I

)
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gdzie:

I :=(a1 + a4)(b1 + b4) II :=(a3 + a4)b1

III :=a1(b2 − b4) IV :=a4(−b1 + b3)

V :=(a1 + a2)b4 V I :=(−a1 + a3)(b1 + b2)

V II :=(a2 − a4)(b3 + b4),

co w zapisie tensorowym przekªada si¦ na:

M2,2,2 =(a1 + a4)⊗ (b1 + b4)⊗ (c1 + c4)

+(a3 + a4)⊗ b1 ⊗ (c3 − c4)

+a1 ⊗ (b2 − b4)⊗ (c2 + c4)

+a4 ⊗ (−b1 + b3)⊗ (c1 + c3)

+(a1 + a2)⊗ b4 ⊗ (−c1 + c2)

+(−a1 + a3)⊗ (b1 + b2)⊗ c4

+(a2 − a4)⊗ (b3 + b4)⊗ c1. (1.2)

Zatem rX̂(M2,2,2) ≤ 7 (a tak naprawd¦ X-ranga jest równa 7). Je±li zasto-
sujemy ten algorytm wielokrotnie do macierzy blokowych, dostaniemy nowy
sposób na pomno»enie dwóch f × f macierzy kwadratowych u»ywaj¡c okoªo
f log2 7 ' f 2.81 mno»e« liczb zespolonych. T¦ dyskusj¦ mo»na podsumowa¢ w
nast¦puj¡cym zdaniem: Ranga mno»enia maªych macierzy mo»e da-
wa¢ asymptotyczne ograniczenie górne na zªo»ono±¢ obliczeniow¡
mno»enia du»ych macierzy.

Mno»enie macierzy jest tylko przykªadem odwzorowania wieloliniowego,
istniej¡ te» inne bardzo wa»ne tego typu odwzorowania, które mo»emy bada¢
w analogiczny sposób.

1.2 Ewaluacja wielomianów

Niech W := SdCn b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ wielomianów jednorodnych
stopnia d w n zmiennych. Oznaczmy przez X̂ := v̂d(Cn) ⊂ W zbiór ld po
wszystkich l ∈ Cn, czyli zbiór d-tych pot¦g form linowych. Zauwa»my, »e
ewaluacja formy linowej w punkcie jest operacj¡ do±¢ tani¡. Maj¡c dan¡
p = ld oraz n-tk¦ liczb zespolonych a = (a1, . . . , an), mo»emy podstawi¢ l(a)
i kolejno wyliczy¢ l(a)d = l(a)bd/2c · l(a)dd/2e. To oznacza, »e stopie« skom-
plikowania ewaluacji jest co najwy»ej ∼ n log2 d w tym przypadku. Zatem
zªo»ono±¢ ewaluacji wielomianu p wynosi co najwy»ej ∼ rX(p) · n log2 d.

W tym duchu, ranga wielomianu mierzy obliczeniow¡ zªo»ono±¢
ewaluacji wielomianów.
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Warto wspomnie¢, »e w przypadku wielomianów jednorodnych ranga jest
równie» nazywana rang¡ Waringa w hoªdzie matematykowi E. Waringowi,
który w XVIII wieku zajmowaª si¦ przedstawianiem liczb caªkowitych jako
sumy pot¦g, zobacz prac¦ przegl¡dow¡ [VW02].

2 Przestrzenie tensorów

Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad F. Przez
V ∗ oznaczamy dualn¡ przestrze« wektorow¡, czyli przestrze« odwzorowa«
liniowych V → F.
Uwaga 2.1. Wykªad dotyczy geometrii. To znaczy, »e o przestrzeniach wek-
torowych my±limy jako o obiektach geometrycznych, cz¦sto V b¦dzie miaªo
jak¡± dodatkow¡ struktur¦. Pierwsze twierdzenie, którego uczymy si¦ na kur-
sie algebry liniowej nam mówi, »e ka»de dwie przestrzenie wektorowe tego sa-
mego wymiaru s¡ izomor�czne, wi¦c niby V i V ∗ powinny by¢ izomor�czne.
Jednak te dwie przestrzenie maj¡ zupeªnie inne interpretacje geometryczne,
o czym b¦dziemy si¦ przekonywa¢ w trakcie tego wykªadu.

�wiczenie 2.1. Pokaza¢ (naturalny) izomor�zm V ' (V ∗)∗, tzn. taki, który
nie zale»y od »adnych wyborów, w szczególno±ci od wyboru bazy.

Przykªad 2.2. Niech Mk×l b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ macierzy k × l.
Wektory z tej przestrzeni maj¡ znaczenie, mo»na odró»ni¢ macierz rangi

1, np.

1 0 0
0 0 0
0 0 0

, od macierzy rangi 3, np.

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, niezale»nie od

wyborów bazy itp.

Przykªad 2.3. W = SdF2 to przestrze« wielomianów jednorodnych stopnia d
w dwóch zmiennych

W =
{
a0x

d + a1x
d−1y + · · ·+ ady

d : ai ∈ F
}
,

gdzie x, y s¡ zmiennymi. Wektory:

(1, 0, 0, . . . , 0) = xd,

(0, . . . , 0, 0, 1) = yd, oraz(
1, d,

(
d
2

)
, . . . ,

(
d
d

))
= (x+ y)d

s¡ take same, natomiast

(1, 0, . . . , 0, 1) = xd + yd
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jest �inny�, przynajmniej o ile d ≥ 2 oraz charF nie dzieli d. Je±li d > 2, to
sama ranga nie wystarcza, »eby odró»ni¢ wielomiany.

Odwzorowanie Θ: V1×V2 → W , lub ogólniej Θ: V1×V2×V3×· · ·×Vk →
W , jest odwzorowaniem dwuliniowym (lub wieloliniowym) je±li dla ka»dego
i, dla dowolnych ustalonych v1, v2, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk, odwzorowanie:

Θ(v1, v2, . . . , vi−1, ·, vi+1, . . . , vk) : Vi → W

jest liniowe.
Odwzorowanie liniowe Θ: V → W ∗ wyznacza jednoznacznie odwzorowa-

nie dwuliniowe: Θ′ : V ×W → F:

Θ′(v, w) := Θ(v)(w)

oraz odwrotnie, Θ′ : V ×W → F wyznacza Θ: V → W ∗:

Θ(v) = Θ′(v, · · · )

�wiczenie 2.2. Zbiór odwzorowa« wieloliniowych {Θ: V1 × · · · × Vk → W}
jest przestzeni¡ liniow¡.

T¡ przestrze« liniow¡ oznaczamy przez V ∗1 ⊗ · · · ⊗ V ∗k ⊗W , np.

V ∗1 ⊗W = Hom(V1 → W )

V1 ⊗W = Hom(V ∗1 → W )

V1 ⊗ V2 ⊗W = Hom(V ∗1 ⊗ V ∗2 → W )

= Hom(V ∗1 → V ∗2 ⊗W )

�wiczenie 2.3. Produkt tensorowy przestrzeni wektorowych jest przemienny
i ª¡czny, tzn:

V1 ⊗ V2 = V2 ⊗ V1 oraz V1 ⊗ V2 ⊗ V3 = (V1 ⊗ V2)⊗ V3 = V1 ⊗ (V2 ⊗ V3).

Oznaczenie 2.4. Tensor Θ = α1⊗α2⊗· · ·⊗αk⊗w ∈ V ∗1 ⊗V ∗2 ⊗· · ·⊗V ∗k ⊗W
odpowiada odwzorowaniu k-liniowemu Θ′ : V1×V2×· · ·×Vk → W zadanemu
przez wzór:

Θ′(v1, v2, . . . , vk) := α1(v1) · α2(v2) · · ·αk(vk) · w.

Od tej pory (o ile nie b¦dzie to wprowadzaªo zamieszania) b¦dziemy identy-
�kowa¢ Θ,Θ′ i podobne naturalne uto»samienia.
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Przykªad 2.5. Mno»enie macierzy µk,l,m : Mk×l ×Ml×m →Mk×m jest odwzo-
rowaniem dwuliniowym, wi¦c:

µk,l,m ∈ (Mk×l)
∗ ⊗ (Ml×m)∗ ⊗Mk×m.

De�nicja 2.6. Mówimy, »e tensor Θ ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vk jest prosty, je±li Θ =
v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vk (bez u»ycia sumy).

�wiczenie 2.4. X ∈ V1⊗ V2 jest tensorem prostym wtedy i tylko wtedy, gdy
X : V ∗1 → V2 jest odwzorowaniem liniowym rz¦du 1.

�wiczenie 2.5. Tensory proste w V1⊗ V2⊗ · · · ⊗ Vk rozpinaj¡ t¡ przestrze«
tensorow¡, ale nie s¡ to wszystkie tensory.

Rozpatrzmy V ⊗d := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
d razy

. Oznaczmy przez Σd grup¦ permutacji

d elementów, która dziaªa na V ⊗d przez zamian¦ kolejno±ci czynników:

Σk × V ⊗d → V ⊗d

(σ, v1 ⊗ . . .⊗ vd) 7→ vσ(1) ⊗ . . .⊗ vσ(d)

oraz rozszerzamy liniowo do dziaªania na caªym V ⊗d.

De�nicja 2.7. Tensor T ∈ V ⊗d jest symetryczny, je±li jest niezmienniczy
ze wzgl¦du na dziaªanie Σd, czyli σ · T = T dla wszystkich σ ∈ Σd Zbiór
tensorów symetrycznych oznaczamy przez SdV .

De�nicja 2.8. Niech K ⊂ V ⊗d b¦dzie najmniejsz¡ podprzestrzeni¡ liniow¡
zawieraj¡c¡ wszystkie tensory postaci:

v1 ⊗ vi−1 ⊗ w ⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vj−1 ⊗ w ⊗ vj+1 · · · ⊗ vd,

gdzie i 6= j, oraz v1, . . . , vd, w ∈ V . Przestrze« tensorów alternuj¡cych to
przestrze« ilorazowa

∧dV = V ⊗d/K.

�wiczenie 2.6. Je±li charF = 0 to:

• SdV mo»emy naturalnie uto»sami¢ z przestrzeni¡ wielomianów jedno-
rodnych stopnia d w zmiennych, które tworz¡ baz¦ V .

•
∧dV mo»emy naturalnie uto»sami¢ z przestrzeni¡ tensorów sko±niesy-
metrycznych w V ⊗d, czyli takich, »e σ · T = sign(σ)T dla wszystkich
σ ∈ Σd
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2.1 Ranga tensorowa, symetryczna, sko±niesymetryczna

�wiczenie 2.7. Poka», »e rz¡d odwzorowania liniowego f : V → W (lub
odpowiadaj¡cej mu macierzy), jest równy najmniejszej liczbie r, takiej, »e

f = f1 + f2 + · · ·+ fr,

gdzie fi s¡ odwzorowaniami rz¦du 1.

De�nicja 2.9. Ranga tensora T ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vk to najmniejsza liczba r =
r(T ) = rSeg(T ), taka, »e T = T1 + · · ·+ Tr, gdzie Ti s¡ tensorami prostymi.

Ranga symetryczna tensora symetrycznego F ∈ SdV to najmniejsza
liczba r = rsym(F ) = rvd(F ), taka, »e F = F1 + · · · + Fr, gdzie Fi s¡ sy-
metrycznymi tensorami prostymi, czyli Fi = `⊗di . W charakterystyce 0, prze-
chodz¡c do wielomianów, Fi s¡ wielomianami postaci `di , dla form liniowych
`i.

Ranga sko±niesymetryczna tensora P ∈
∧dV to najmniejsza liczba r =

rskew(P ) = rGrass(P ), taka, »e P = P1 + · · · + Pr, gdzie Pi s¡ skosniesyme-
trycznymi tensorami prostymi, czyli postaci v1 ∧ · · · ∧ vd.

Bardziej ogólnie, je±li W jest przestrzeni¡ liniow¡ oraz X̂ ⊂ W , to mo-
»emy rozpatrywa¢ X-rang¦ punktu p ∈ W , czyli najmniejsz¡ liczb¦ r =
rX(p), tak¡, »e p = x1 + · · · + xr, dla pewnych xi ∈ X̂. Aby ograniczy¢ si¦
do sensownych przypadków, b¦dziemy zawsze zakªada¢, »e X̂ speªnia nast¦-
puj¡ce wªasno±ci:

• X̂ jest niezmienniczy ze wzgl¦du na przeskalowania: ∀λ∈C(x ∈ X̂ ⇒
λx ∈ X̂),

• X̂ jest domkni¦ty,

• (opcjonalnie) X̂ �ma sensown¡ struktur¦�, tzn. X̂ jest rozmaito±ci¡
algebraiczn¡.

De�niujemy przestrze« rzutow¡ PW = (W \ {0})/F∗, gdzie F∗ = F \
{0} jest grup¡ multyplikatywn¡ ciaªa F. Je±li X̂ jest takie jak powy»ej, to
de�niujemy X ⊂ P(W ), X = (X̂ \ {0})/F∗. X jest domkni¦tym podzbiorem
P(W ). Przykªady:

Przykªad 2.10. Je±li W = V1 ⊗ · · · ⊗ Vk i X̂ jest zbiorem tensorów prostych,
to X = P(V1)×P(V2)×· · ·×P(Vk). Konkretnie, je±li x = ([v1], . . . , [vk]) ∈ X,
to mamy zanurzenie Seg : X → P(V1⊗· · ·⊗Vk), zadane Seg(x) = [v1⊗· · ·⊗
vk]. (�wiczenie: sprawdzi¢, »e Seg jest dobrze oke±lone i jest zanurzeniem.)
Odwzorowanie to nazywamy zanurzeniem Segre, X jest rozmaito±ci¡ Segre.
X-ranga w tym przypadku jest tym samym, co ranga tensorowa.
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Przykªad 2.11. Je±li W = SdV i X̂ jest zbiorem symetrycznych tensorów
prostych, to X ' P(V ). Konkretnie, je±li x = [`] ∈ PV , to mamy zanurzenie
vd : X → P(SdV ), zadane vd(x) = [` ⊗ · · · ⊗ `]. (�wiczenie: sprawdzi¢, »e
vd jest dobrze oke±lone i jest zanurzeniem.) Odwzorowanie to nazywamy
zanurzeniem Veronese stopnia d, X jest rozmaito±ci¡ Veronese. X-ranga w
tym przypadku jest tym samym, co ranga symetryczna.

Przykªad 2.12. Je±li W =
∧dV i X̂ jest zbiorem sko±niesymetrycznych ten-

sorów prostych, to X = Gr(d, V ), czyli Grassmannian parametryzuj¡cy d-
wymiarowe podprzestrzenie liniowe w V . Konkretnie, je±li U ∈ X, to mamy
zanurzenie Pl : X → P(

∧dV ), zadane Pl(U) = [
∧dU ]. (�wiczenie: spraw-

dzi¢, »e Pl jest dobrze oke±lone i jest zanurzeniem.) Odwzorowanie to na-
zywamy zanurzeniem Plückera, X jest Grassmannianem. X-ranga w tym
przypadku jest tym samym, co ranga sko±niesymetryczna.

Przykªad 2.13. Mo»emy te» miesza¢ powy»sze przykªady. Chocia»by X̂ ⊂
W ⊗ S2V , X = P(W ) × PV ↪→ P(W ⊗ S2V ), gdzie ([w], [v]) 7→ [w ⊗ v2].
Odwzorowanie to nazywamy zanurzeniem Segre-Veronese dwustopnia (1, 2).

Podstawowe wªasno±ci X-rangi:

(i) rX(p) = 0⇔ p = 0 (konwencja).

(ii) rX(p) = 1⇔ p ∈ X̂ \ {0}.

(iii) Y ⊂ X, p ∈ 〈Ŷ 〉 (to znaczy, p nale»y do powªoki liniowej Ŷ ), to
rY (p) ≥ rX(p).

(iv) rX(λp) = rX(p) dla dowolnego λ ∈ F∗.

(v) rX(p1 + p2) ≤ rX(p1) + rX(p2).

Lemat 2.14. Zaªó»my, »e mamy podprzestrze« liniow¡ W ⊂ V1 oraz X =
PV1×PV2×· · ·×PVk i Y = PW×PV2×· · ·×PVk, a tak»e p ∈ W⊗V2⊗· · ·⊗Vk.
Wtedy rX(p) = rY (p).

Analogicznie dla tensorów symetrycznych: W ⊂ V , F ∈ SdW , X =
vd(PV ), Y = vd(PW ), to rX(F ) = rY (F ).

Dowód: ¢wiczenie.

�wiczenie 2.8. Ranga kwadryki, ranga sko±niesymetryczna w
∧2V .
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3 Wielomiany jednorodne w dwóch zmiennych

Ustalamy ciaªo F. Zazwyczaj, b¦dziemy sobie »yczyli, aby F byªo algebra-
icznie domkni¦te, aby charF = 0, lub wr¦cz F = C. W trakcie ¢wicze«
b¦dziemy omawiali, jakie problemy i patologie mo»emy napotka¢, gdy które±
z tych zaªo»e« o F nie jest speªnione, jak te problemy rozwi¡za¢, lub dlaczego
lepiej te patologie zostawi¢ w spokoju.

W tym rozdziale wst¦pnie omówimy rozkªady wielomianów na sumy po-
t¦g. Na pocz¡tek, niech P (x, y) b¦dzie wielomianem jednorodnym zale»nym
od dwóch zmiennych:

P (x, y) = adx
d + ad−1x

d−1y + · · ·+ a1xy
d−1 + a0y

d

gdzie a0, a1, . . . , ad s¡ liczbami z ciaªa F.
Problem. Jak znale¹¢ rang¦ wielomianu P oraz jego rozkªad minimalny? To
znaczy, niech r b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e

P (x, y) = `d1 + `d2 + · · ·+ `dr

dla pewnych liniowych wielomianów `i(x) = bix + ciy. Chcemy znale¹¢ r
(rang¦ P ) oraz `i (rozkªad minimalny P ).

�wiczenie 3.1. Wyznacz rang¦ wielomianu P (x, y) = x3 + 3xy2.

Ró»niczki P (x, y) to nast¦puj¡ce wielomiany:

αyP :=
∂P (x, y)

∂x
= dadx

d−1 + (d− 1)ad−1x
d−2y + · · ·+ 2a2xy

d−2 + a1y
d−1

βyP :=
∂P (x, y)

∂y
= ad−1x

d−1 + 2ad−2x
d−2y + · · ·+ (d− 1)a1xy

d−2 + da0y
d−1

�wiczenie 3.2. Policz αy(x2 + xy + 1
2
y2), βy(x2 + xy + 1

2
y2).

Wielokrotne pochodne b¦dziemy oznacza¢ podobnie. Na przykªad:

α2yP := d(d− 1)adx
d−2 + (d− 1)(d− 2)ad−1x

d−3y + · · ·+ a2y
d−2

i tak dalej. Ta konwencja jest wygodna dla operacji algebraicznych na ró»-
niczkach, przykªadowo

(αβ − α2)yP = (αy(βyP ))− αy(αyP )

(α2 + αβ − 2β2)yP = αy(αyP ) + (αy(βyP ))− 2(βy(βyP ))P (x)

(α− β)(α + 2β)yP = αy(αyP + 2βyP )− βy(αyP + 2βyP ).
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�wiczenie 3.3. Policz

(αβ − α2)y(x2y − xy2).

Standardowe wªasno±ci ró»niczek:

• Θy(P +R) = ΘyP + ΘyR;

• (Θ + Φ)yP = ΘyP + ΦyP ;

• (fΘ)yP = Θy(fP ) = f(ΘyP );

• (Θ + Φ)y(P +R) = ΘyP + ΘyR + ΦyP + ΦyR;

• ΘΦyP = Θy(ΦyP ) = Φy(ΘyP );

• (fα + gβ)y(PR) = ((fα + gβ)yP )R + P ((fα + gβ)yR).

Powy»ej P = P (x, y) i R = R(x, y) s¡ wielomianami w zmiennych x, y,
natomiast Θ i Φ s¡ wielomianami w zmiennych α i β. Ponadto f, g ∈ F, a
(fα + gβ) jest dowoln¡ liniow¡ ró»niczk¡.

�wiczenie 3.4. Poka», »e (bα−aβ)y
[
(ax+ by)d

]
= 0 dla dowolnych a, b ∈ F

i dowolnego d > 0.

�wiczenie 3.5. Poka», »e β(2α − β)y
[
(x+ 2y)d + xd

]
= 0 dla dowolnego

d > 0.

�wiczenie 3.6. Poka», »e (α+β)β(2α−β)y
[
(x+ 2y)d + xd + (x− y)d

]
= 0

dla dowolnego d > 0.

�wiczenie 3.7. Przypu±¢my, »e (bα − aβ)yP = 0 dla jakiego± wielomianu
P = P (x, y) stopnia d oraz dla (a, b) ∈ F2 \ {0}. Poka», »e P = c(ax + by)d

dla pewnego c ∈ F.

�wiczenie 3.8. Znajd¹ niezerowy wielomian kwadratowy Θ w zmiennych α
i β postaci:

Θ = aα2 + bαβ + cβ2,

taki, »e Θy(x3y + xy3) = 0. Jak¡ rang¦ ma P (x, y) = x3y + xy3?

�wiczenie 3.9. Zaªó»my, »e

Θ = (b1α− a1β)(b2α− a2β) · · · (brα− arβ)

dla parami nieproporcjonalnych form liniowych (biα − aiβ). Poka», »e je±li
ΘyP = 0 dla wielomianu jednorodnego P ∈ F[x, y] stopnia d, to

P (x, y) = c1(a1x+ b1y)d + c2(a2x+ b2y)d + · · ·+ cr(arx+ bry)d

dla pewnych ci ∈ F.
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�wiczenie 3.10. �wiczenie podsumowuj¡ce:

(i) Opisz dobr¡ metod¦, któr¡ mo»na wyznaczy¢ rang¦ r dowolnego wielo-
mianu jednorodnego dwóch zmiennych P (x, y) oraz policzy¢ jego rozkªad
minimalny:

P (x, y) = (a1x+ b1y)d + (a2x+ b2y)d + · · ·+ (arx+ bry)d.

(Uwaga: to zadanie mo»na ró»nie interpretowa¢ i ró»nie rozwi¡za¢;
Uznamy, »e metoda jest wystarczaj¡co dobra, je±li uda si¦ j¡ przete-
stowa¢ na poni»szych przykªadach.)

(ii) Uzasadnij poprawno±¢ swojej metody. Mo»na korzysta¢ z poprzednich
¢wicze«, pod warunkiem umieszczenia ich rozwi¡za« w swojej pracy.

(iii) Przetestuj swoj¡ metod¦ na kilku przykªadach (w szczególno±ci znajd¹
rangi i rozkªady minimalne tych wielomianów):

(a) 3x5y + 40x3y3 + 48xy5,

(b) 5x4y + y5,

(c) x4 + 6x2y2 + 2y4,

(d) wªasny przykªad.

(Mo»na, jak kto± chce, zaimplementowa¢ swoj¡ metod¦ na komputerze.
Jednak»e te przykªady powinno si¦ da¢ policzy¢ r¦cznie. Je±li s¡ z tym
problemy, to mo»e to ±wiadczy¢ o w¡tªej jako±ci metody.)

(iv) Co nale»aªoby zde�niowa¢ inaczej, »eby analogiczna metoda zadziaªaªa,

(a) gdy F nie jest algebraicznie domkni¦te;

(b) gdy charF > 0?

Jest jasne, »e rozkªad prawie nigdy nie jest jednoznaczny, gdy» mo»emy
zmienia¢ kolejno±¢ skªadników oraz przeskalowywa¢ formy przez pierwiastki
z jedno±ci. Na przykªad:

P (x, y) = 3x6 + 6x5y + 75x4y2 + 140x3y3 + 255x2y4 + 186xy5 + 65y6.

Wtedy:

P (x, y) = (x+ 2y)6 + x6 + (x− y)6

= x6 + (x− y)6 + (x+ 2y)6

= (−x+ y)6 + (x+ 2y)6 +
(
−1+

√
−3

2
x
)6
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i tak dalej. B¦dziemy uto»samia¢ te rozkªady, mówi¡c, »e s¡ one takie same z
dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«. W rzeczy samej, powy»szy wielo-
mian P ma jednoznaczny rozkªad z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«.

�wiczenie 3.11. Znajd¹ rang¦ P (x, y) = x3y. Czy rozkªad minimalny jest
jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i przeskalowa«?

�wiczenie 3.12. Udowodnij, »e ranga wielomianu

P (x, y) = x4y + 8x2y3 + 16
5
y5

jest równa 2. Czy rozkªad minimalny jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do
kolejno±ci i przeskalowa«?

�wiczenie 3.13. Czy istnieje wielomian (jednorodny, dwóch zmiennych)
P (x, y) rangi 2, który ma wi¦cej ni» jeden rozkªad minimalny (z dokªadno±ci¡
do kolejno±ci i przeskalowa«)? Je±li tak, to ile ma on takich rozkªadów?

4 Rozmaito±ci siecznych i ranga brzegowa

Ustalmy domkni¦ty zbiór X̂ ⊂ W , niezmienniczy ze wzgl¦du na przeskalowa-
nia. Dodatkowo, zakªadamy X̂, »e jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡, czyli zbiorem
domkni¦tym w W , który mo»na opisa¢ równaniami wielomianowymi.

Z tych dwóch zaªo»e« wynika, »e X̂ jest sto»kiem a�nicznym rzutowej
rozmaito±ci X ⊂ PW , z któr¡ jest znacznie wygodniej pracowa¢, gdy» ma
wªasno±ci zwartej przestrzeni topologicznej. To znaczy,

X = (X̂ \ 0)/C∗ ⊂ PW = (W \ 0)/C∗.

Od tej pory b¦dziemy rozwa»a¢ rozmaito±¢ rzutow¡ X ⊂ PW , a odpowia-
daj¡ce obiekty (liniowe/a�niczne) w W b¦d¡ oznaczane daszkiem ,̂ a notacja
i sformuªowania twierdze« b¦d¡ gªównie w wersji rzutowej. Dla uproszczenia
mo»na mie¢ na uwadze przykªady Veronese i Segre, tzn.:

(i) rozmaito±¢ Veronese

vd(PV ) ⊂ P(SdV ), vd(PV ) =
{

[ld] : l ∈ V
}
, oraz

(ii) rozmaito±¢ Segre

Seg = Seg(PA× PB × PC) ⊂ P(A⊗B ⊗ C),

Seg = {[a⊗ b⊗ c] : a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} ,

ewentualnie z inn¡ liczb¡ czynników.
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Mo»emy zastosowa¢ de�nicj¦ X-rangi równie» do p ∈ PW , a wi¦c rX(p)
jest minimaln¡ liczb¡ caªkowit¡ r, tak¡, »e p ∈ 〈x1, . . . , xr〉 dla pewnych xi ∈
X. Tu 〈R〉 oznacza rozpi¦cie rzutowej przestrzeni liniowej, czyli najmniejszej
podprzestrzeni Pk ⊂ PW zawieraj¡cej R.

De�niujemy r-t¡ rozmaito±¢ siecznych rozmaito±ci X jako domkni¦cie
sumy wszystkich podprzestrzeni linowych rozpi¦tych przez r punktów z X:

σr(X) :=
⋃
{〈x1, . . . , xr〉 : xi ∈ X} ⊂ PW.

Rozmaito±¢ siecznych jest wi¦c domkni¦ciem zbioru punktów rangi co najwy-
»ej r. W szczególno±ci proste styczne do X s¡ granicami prostych siecznych,
zatem punkty zanurzonej przestrzeni stycznej do X w gªadkim punkcie za-
wieraj¡ si¦ w σ2(X), jednak zwykle punkty tam»e maj¡ rang¦ wy»sz¡ ni»
2.

Wobec tego straty�kacjaW przez rang¦ mo»e by¢ bardzo skomplikowana.
Jest to motywacj¡ dla przyj¦cia nast¦puj¡cej de�nicji. Niech p ∈ PW (lub
p ∈ W ). De�niujemy rX(p) jako X-rang¦ brzegow¡ punktu p, czyli mini-
maln¡ liczb¦ naturalna r, tak¡, »e p ∈ σr(X) (lub [p] ∈ σr(X), gdzie [p] ∈ PW
jest klas¡ p ∈ W w przestrzeni rzutowej; przyjmujemy, »e rX(p) = rX(p) = 0,
gdy p = 0). Innymi sªowy, X-ranga brzegowa punktu p to najmniejsza liczba
naturalna r taka, »e p przybli»a si¦ przez kombinacje liniowe r punktów z
X. Zawsze rX(p) ≤ rX(p). W wielu zastosowaniach wystarczaj¡cy jest
przybli»ony wynik, wi¦c X-ranga brzegowa jest interesuj¡c¡ i wa»n¡ wiel-
ko±ci¡. Jako przykªad wró¢my do mno»enia macierzy: dobre ograniczenie
na X-rang¦ brzegow¡ mo»e posªu»y¢ do szybkiego pomno»enia macierzy z
dowolnie zadan¡ dokªadno±ci¡. Dlatego wa»ne jest bada¢ kryteria, które po-
zwol¡ szacowa¢ rang¦ brzegow¡.

Kluczowy (elementarny) przykªad:

Przykªad 4.1. Je±liX = Seg(PA×PB), to zbiór tensorówX-rangi co najwy»ej
r jest domkni¦ty, wi¦c X-ranga jest równa X-randze brzegowej.

Ogólnie ranga i ranga brzegowa rzadko s¡ sobie równe na caªej przestrzeni
rzutowej PW .

Wa»ne problemy:

Problem 4.2. Ustalmy X ⊂ PW .

• Jaki jest wymiar r-tej rozmaito±ci siecznych? W szczególno±ci, jakie
jest najmniejsze r, takie, »e σr(X) = PW?

• Jakie s¡ równania opisuj¡ce σr(X) ⊂ PW?

• Dla p ∈ σr(X), jaka mo»e by¢ jego ranga?
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S¡ to cz¦sto trudne pytania, ale w szczególnych sytuacjach mo»na co±
konkretnego powiedzie¢. Na razie wyja±nimy, co te pytania oznaczaj¡.

5 Geometria algebraiczna

Uwaga 5.1. Aby twierdzenia geometrii algebraicznej powi¡zane z rozmaito-
±ciami siecznych miaªy r¦ce i nogi, potrzeba zaªo»y¢, »e ciaªo bazowe jest
algebraicznie domkni¦te. Jak nie (na przykªad nad R), to z punktu widzenia
tej tematyki wi¦cej sensu ma mówienie o rozmaito±ciach semi-algebraicznych,
czyli takich, które s¡ opisane przez równania wielomianowe i nierówno±ci wie-
lomianowe, np. koªo x2 + y2− z2 ≤ 0 w przestrzeni rzutowej RP2. Jednak»e,
tym tematem nie b¦dziemy si¦ tutaj zajmowa¢.

Ustalmy PW przestrze« rzutow¡. Pier±cie« wspóªrz¦dnych jednorodnych
PW to pier±cie« wielomianów T w dimW zmiennych. Zmienne interpretu-
jemy jako funkcje liniowe na W , wi¦c T =

⊕∞
i=0 S

iW ∗. Je±li f ∈ T to f
jest funkcj¡ (wielomianow¡) W → C, ale nie wyznacza funkcji PW → C.
Je±li f ∈ T jest jednorodne, tzn f ∈ SiW ∗, to mamy dobrze okre±lony zbiór
zer f , jako podzbiór w przestrzeni rzutowej PW . Dla dowolnego podzbioru
X ⊂ PW mo»emy rozpatrywa¢

I(X) =
∞⊕
i=0

{
f ∈ SiW ∗ : f |X = 0

}
.

Jest to jednorodny ideaª w pier±cieniu wielomianów T . Z drugiej strony, dla
dowolnego ideaªu jednorodnego I ⊂ T , mo»emy rozpatrywa¢ zbiór zer I:

Z(I) =
{
x ∈ PW : ∀i∀f ∈ Ii ⊂ SiW, f(x) = 0

}
.

Mo»e si¦ zdarzy¢, »e Z(I) jest przywiedlne, to znaczy jest sum¡ dwóch do-
mkni¦tych podzbiorów postaci Z(I) = Z(I1)∪Z(I2) (w nietrywialny sposób,
to znaczy Z(I1) 6= Z(I) oraz Z(I2) 6= Z(I)). Ka»dy zbiór Z(I) mo»na roz-
ªo»y¢ na sum¦ podzbiorów nieprzywiedlnych (czyli takich, które nie maj¡
nietrywialnego rozkªadu Z(I) = Z(I1) ∪ Z(I2)).

Rozmaito±¢ rzutowa, to nieprzywiedlny zbiór X = Z(I) dla pewnego
ideaªu I ⊂ T . Przez równania rozmaito±ci X rozumiemy generatory ideaªu
I, takiego, »e Z(I) = X. (S¡ to tak zwane teorio-zbiorowe równania X,
mo»na te» rozwa»a¢ ideaªowe równania, czyli po prostu generatory I(X).)

Uwaga na boku (na przyszªo±¢): Je±li X jest rozmaito±ci¡, to I(X) jest
ideaªem pierwszym.

Je±li W ′ ⊂ W jest podprzestrzeni¡ liniow¡, to mamy naturalnie PW ′ ⊂
PW . Jest to podrozmaito±¢ i I(PW ′) jest generowane przez funkcje liniowe,
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te same, które de�niuj¡W ′ ⊂ W jako podprzestrze« liniow¡. PW ′ nazywamy
liniow¡ podprzestrzeni¡ rzutow¡, lub po prostu po podprzestrzeni¡ liniow¡.

Stwierdzenie 5.2. Ka»da rozmaito±¢ rzutowa X ma otwarty g¦sty podzbiór
punktów gªadkich. To znaczy, istnieje otwarty g¦sty podzbiór X0 ⊂ X taki, »e
X0 jest rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡, a dokªadniej rozmaito±ci¡ holomor�czn¡.

De�nicja 5.3. Wymiar X oznaczamy przez dimX i jest to zespolony wymiar
X0.

Uwaga 5.4. X0 jest spójne, gdy» X jest nieprzywiedlne i rozpatrujemy roz-
maito±ci zespolone. Dlatego taka de�nicja jak wy»ej ma sens i jest dobrze
okre±lona. Nad dowolnym ciaªem wymiar mo»na zde�niowa¢ algebraicznie,
a potem udowodni¢, co± podobnego do podanej de�nicji.

Dla p̂ ∈ W , odpowiadaj¡cego mu p ∈ PW , oraz jednorodnego wielomianu
f ∈ S mo»emy rozpatrywa¢ Dp̂f ∈ W ∗ = S1W ∗ ⊂ T ró»niczk¦ f w punkcie
p. Je±li T = C[α0, α1, . . . , αn] (gdzie n = dimPW ), to

Dp̂f =
∂f

∂x0

(p̂) · x0 + · · ·+ ∂f

∂xn
(p̂) · xn.

Dla ustalonego p̂ jest to funkcja liniowa na W . Ponadto, je±li λ ∈ C oraz
deg f = i > 0 (f jest jednorodne!), to Dλp̂f = λi−1Dp̂f . W szczególno±ci,
Z(Dp̂f) zale»y tylko od klasy [p̂] = p ∈ PW . Je±li dla uproszczenia ozna-
czamy Z(Dpf).

De�nicja 5.5. Przestrzenie styczne. Niech I(X) ⊂ T b¦dzie ideaªem rozma-
ito±ci X ⊂ P(W ). Wybierzmy x ∈ X0.

• A�niczna przestrze« styczna to liniowa podprzestrze« T̂xX ⊂ W , zde-
�niowana przez znikanie funkcji liniowych Z(Dxf : f ∈ I(X)).

• Rzutowa przestrze« styczna to liniowa podprzestrze« rzutowa PTxX ⊂
PW , zde�niowana przez znikanie tych samych funkcji liniowych Z(Dxf :
f ∈ I(X)).

Pierwsze wªasno±ci:

(i) P(T̂xX) = PTxX.

(ii) Dla x ∈ X0, mamy dimX = dimPTxX = dim T̂xX − 1.
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6 Odwzorowania

Rozmaito±ci algebraiczne, które nas b¦d¡ interesowa¢, to rozmaito±ci rzutowe
oraz X \ Y , gdzie X i Y s¡ rozmaito±ciami rzutowymi i Y ⊂ X.

Formalnie nie powiedzieli±my sobie, co to jest odwzorowanie rozmaito±ci
algebraicznych, rzutowych lub ich otwartych podzbiorówX\Y . Ograniczymy
si¦ do kilku przykªadów. W ogólno±ci, zobacz dowolny podr¦cznik z geometrii
algebraicznej, np. [BB13], [Harr95], [Hart77],. . .

Przykªad 6.1. Je±li X i Y s¡ rozmaito±ciami rzutowymi, to produkt X × Y
te» jest rozmaito±ci¡ rzutow¡:

X × Y ⊂ PV × PW ⊂ P(V ⊗W ).

Odwzorowania rzutowania X×Y → X oraz X×Y → Y s¡ odwzorowaniami
rozmaito±ci algebraicznych.

Przykªad 6.2. Je±li A i X s¡ podrozmaito±ciami rzutowymi ustalonej prze-
strzeni rzutowej PW oraz A ⊂ X, to wªo»enie A ↪→ X jest odwzorowaniem
rozmaito±ci algebraicznych.

Przykªad 6.3. Je±li X, Y , Z s¡ rozmaito±ciami algebraicznymi, a φ : X → Y
i ψ : Y → Z s¡ odwzorowaniami rozmaito±ci algebraicznych, to ich zªo»enie
ψ ◦ φ jest odwzorowaniem rozmaito±ci algebraicznych.

Niech B ⊂ C b¦dzie maªym dyskiem wokóª 0. Maªy oznacza, »e w razie
potrzeby go zmniejszamy i si¦ nie przejmujemy. (Uwaga! B nie jest roz-
maito±ci¡ algebraiczn¡!) Wektor styczny do X w x, to odwzorowanie z B
(parametryzowanego przez zmienn¡ t) w maªe otoczenie U punktu x w X, z
dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci:

φ ∼ ψ ⇔ φ i ψ maj¡ te same wektory styczne w 0:
∂φ

∂t
(0) =

∂ψ

∂t
(0).

Korzystamy tu z tego, »e U jest izomor�czne z podzbiorem otwartym w
CdimX .

Mówili±my ju» o rzutowej i a�nicznej przestrzeni stycznej. Dla rozmaito±ci
algebraicznej X i punktu gªadkiego x ∈ X, abstrakcyjna przestrze« styczna
TxX (lub po prostu przestrze« styczna), to przestrze« wektorowa wymiaru
dimX, której elementami s¡ wektory styczne.

�wiczenie 6.1. Poka», »e TpPW = W/p ⊗ (p)∗, gdzie p ∈ PW jest jedno-
cze±nie p ' C ⊂ W .

�wiczenie 6.2. Poka», »e dla X ⊂ PW i x ∈ X mamy TxX = T̂xX/x⊗ x∗.
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�wiczenie 6.3. Poka», »e dla X = Seg(PA × PB × C) ⊂ P(A ⊗ B ⊗ C),
mamy

PT[a⊗b⊗c]X = P(a⊗ b⊗ C + a⊗B ⊗ c+ A⊗ b⊗ c)
i analogicznie dla innej liczby skªadników.

Je±li f : X → Y jest odwzorowaniem rozmaito±ci algebraicznych oraz
x ∈ X jest gªadkim punktem takim, »e f(x) ∈ Y0 (to znaczy, f(x) jest
gªadkim punktem Y ), to mamy odwzorowanie ró»niczki f w punkcie x:

Dxf : TxX → Tf(x)Y.

To odwzorowanie wyznaczone jest przez skªadanie f ◦φ z krzywymi φ : B →
X.

Stwierdzenie 6.4. Odwzorowanie (algebraiczne) rozmaito±ci algebraicznych
ψ : X → Y jest generycznie submersj¡ na swój obraz. Dokªadniej, niech
Z ⊂ Y b¦dzie domkni¦ciem obrazu ψ. Wtedy istnieje otwarty g¦sty podzbiór
U ⊂ X0, taki, »e dla ka»dego x ∈ U mamy ψ(x) ∈ Z0 (czyli ψ(x) jest gªadkim
punktem Z), oraz T̂ψ(x)Z = Dxψ(T̂xX).

Anty-Przykªad 6.5 (Obmotka torusa, wersja rzeczywista). Maj¡c torus
S1×S1, rozwa»my odwzorowanie R→ S1×S1 zadane wzorem t 7→ (e2πit, e2πiαt),
dla α ∈ R \ Q. Domkni¦cie obrazu tego odwzorowania (niealgebraicznego!!)
jest caªym torusem S1×S1, podczas, gdy jego ró»niczka R→ R2 nie jest �na�
w »adnym punkcie.

Anty-Przykªad 6.6 (Obmotka torusa, wersja holomor�czna). Rozwa»my
odwzorowanie C → C2 zadane wzorem t 7→ (et, eαt), dla α ∈ R \ Q. Ana-
logicznie, domkni¦cie obrazu tego odwzorowania niealgebraicznego jest caªym
C2, a jego ró»niczka nie jest �na�.

Tre±ci¡ Stwierdzenia 6.4 jest to, »e sytuacje analogiczne do Anty-Przykªadów
nie mog¡ mie¢ miejsca dla odwzorowa« algebraicznych. Co wi¦cej, na przy-
kªad wymiar f(X) jest równy randze ró»niczki w ogólnym punkcie x ∈ X.

Stwierdzenie 6.7 (Lemat Terracini'ego). Istnieje otwarty g¦sty podzbiór U
rozmaito±ci siecznych σr(X), taki, »e dla ka»dego p ∈ U , i otwartego g¦stego
podzbioru przedstawie« p ∈ 〈x1, . . . , xr〉

PTpσr(X) = 〈PTx1 , . . . ,PTxr〉.

Dowód...

Wniosek 6.8. dimσr(X) = dim〈PTx1 , . . . ,PTxr〉 dla pewnych ogólnych punk-
tów x1, . . . , xr.
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Wniosek 6.9. Dla X ⊂ PW takiego, »e 〈X〉 = PW , mamy

dimσr(X) ≤ min {r dimX + r − 1, dimPW}

dla pewnych ogólnych punktów x1, . . . , xr.

De�nicja wymiar spodziewany, defekt...

�wiczenie 6.4. Policz dimσr(Seg(Pn−1 × Pm−1)).

�wiczenie 6.5. Policz dimσ2(Seg(Pn−1 × Pm−1 × Pl−1)).

�wiczenie 6.6. Policz dimσr(v2(Pn−1)).

�wiczenie 6.7. Policz dimσ2(vd(Pn−1)).

7 Równania rozmaito±ci siecznych

Zaªó»my, »e mamy wªo»enie liniowe i : PW → PW ′, takie, »e X ⊂ PW
zanurza w X ′ ⊂ PW ′. Wtedy σr(X) ⊂ σr(X

′). Ponadto, je±li wiemy co± o
równaniach σr(X ′), to wiemy to samo o równaniach σr(X). To znaczy, je±li
f jest wielomianem (jednorodnym) znikaj¡cym na σr(X ′) to f znika te» na
σr(X

′).
Zaªó»my, »e mamy wªo»enie liniowe i : W → A ⊗ B, takie, »e X ⊂ PW

zanurza w PA× PB. Niech M b¦dzie macierz¡ ze wspóªrz¦dnymi (A⊗B)∗:

M :=


x11 x12 . . . x1b

x21 x22 . . . x2b
...
xa1 xa2 . . . xab


Odwzorowanie liniowe i indukuje dualne odwzorowanie i∗ : (A⊗B)∗ → W ∗,
po prostu obci¦cie form liniowych do podprzestrzeni liniowych. Niech `kl :=
i∗xkl oraz MW := i∗M :

M :=


`11 `12 . . . `1b

`21 `22 . . . `2b
...
`a1 `a2 . . . `ab


Mamy σr(X) ⊂ σr(Seg(PA×PB)) oraz minory (r+ 1)× (r+ 1) macierzy M
znikaj¡ na σr(Seg(PA × PB)), wi¦c minory (r + 1) × (r + 1) macierzy MW

znikaj¡ na σr(X).
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Przykªad 7.1 (spªaszczenia ogólnych tensorów). W = A⊗B⊗C, i = id: A⊗
B ⊗ C → A⊗ (B ⊗ C), X = Seg(PA× PB × PC) ↪→ Seg(PA× P(B ⊗ C)).

Przykªad 7.2 (spªaszczenia tensorów symetrycznych). W = SdV , i : SdV ↪→
Sd−kV ⊗ SkV . X = vd(PV ) ↪→ Seg(P(Sd−kV )× SkV ).

De�nicja 7.3. Rozmaito±ci podprzestrzeniowe (ang. subspace varieties), to:

Suba,b,c,... = Suba,b,c,...(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ) ⊂ P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · )

Suba,b,c,... :=


[T̂ ] | ∃A′ ⊂ A,B′ ⊂ B,C ′ ⊂ C, . . . takie, »e
dimA′ ≤ a, dimB′ ≤ b, dimC ′ ≤ c, . . . oraz
T̂ ∈ A′ ⊗B′ ⊗ C ′ ⊗ · · ·


lub dla tensorów symetrycznych:

Subsyma = Subsyma (SdA) ⊂ P(SdA)

Subsyma :=

{
[P̂ ] | ∃A′ ⊂ A takie, »e
dimA′ ≤ a oraz P̂ ∈ SdA′

}
�wiczenie 7.1. Ustalmy r ∈ N oraz d przestrzeni wektorowych A,B,C, . . .
Poka», »e:

(i) Je±li T ∈ P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ) i R(T ) ≤ r to T ∈ Subr,r,r,....

(ii) Suba,b,c,... jest domkni¦tym podzbiorem P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ).

(iii) σr(PA× PB × PC × · · · ) ⊂ Subr,r,r,....

(iv) Suba,b,c,... jest zbiorem zer (a+ 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze«
A ⊗ (B ⊗ C ⊗ · · · ), (b + 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze« B ⊗
(A⊗ C ⊗ · · · ), (c+ 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze« C ⊗ (A⊗
B ⊗ · · · ),. . .

I analogiczne ¢wiczenie w przypadku symetrycznym:

�wiczenie 7.2. Ustalmy r, d ∈ N oraz przestrze« wektorow¡ A. Poka», »e:

(i) Je±li P ∈ P(SdA) i R(P ) ≤ r to P ∈ Subsymr .

(ii) Subsymr jest domkni¦tym podzbiorem P(SdA).

(iii) σr(vd(PA)) ⊂ Subsymr .

(iv) Subsymr jest zbiorem zer (r + 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze«
SdA ↪→ A⊗ (Sd−1A).
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Dziedziczenie (ang. inheritance).

Twierdzenie 7.4. Niech r < dimA oraz b := dimB, c := dimC,. . .Roz-
wa»my liniowe rzutowania π : A→ Cr. Mamy:

σr(PA× PB × PC × · · · ) =

Subr,b,c,... ∩
⋂
π

(π ⊗ idB ⊗ idC ⊗ · · · )−1(σr(Pr−1 × PB × PC × · · · )).

(Wystarczy rozwa»a¢ rzutowania π po wspóªrz¦dnych.)

Dowód...
Symetryczne dziedziczenie...

8 Abiegunowo±¢

Niech S i T b¦d¡ dwoma pier±cieniami wielomianów:

S := C[x1, . . . , xn] =
∞⊕
i=0

SiV

T := C[α1, . . . , αn] =
∞⊕
i=0

SiV ∗

O pier±cieniu T my±limy w sposób dwojaki.
Z jednej strony, jest to pier±cie« wspóªrz¦dnych jednorodnych na PV .

Czyli dla Θ ∈ T mo»emy my±le¢ o zbiorze zer Θ, jako o podzbiorze V lub
PV . Je±li mamy sko«czony podzbiór R ⊂ PV , to I(R) ⊂ T jest ideaªem
jednorodnym wielomianów znikaj¡cych na R.

Z drugiej strony, T jest pier±cieniem ró»niczkowa« na S. To znaczy αi
uto»samiamy z ∂

∂xi
, i na przykªad, dla P ∈ S:

(α1α3 − 2α2
2)yP =

∂2P

∂x1∂x3

− 2
∂2P

(∂x2)2

Czyli dla ka»dego d i i mamy dwuliniowe odwzorowanie:

y : SiV ∗ × SdV → Sd−iV.

Przyjmujemy, »e SjV = 0 dla j < 0 oraz S0V = C (skalary).

�wiczenie 8.1. Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci y:
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(i) y, jako element

Hom(SiV ∗ × SdV → Sd−iV ) ' SdV ∗ ⊗ SiV ⊗ Sd−iV '
Hom(SdV → SiV ⊗ Sd−iV ),

jest spªaszczeniem SdV ↪→ SiV ⊗ Sd−iV .

(ii) y jest operacj¡ naturaln¡. To znaczy, y nie zale»y od wyboru bazy
x1, . . . , xn przestrzeni V , oraz bazy dualnej α1, . . . , αn przestrzeni V ∗.

(iii) y wyznacza dualno±¢ mi¦dzy SdV a SdV ∗. To znaczy, odwzorowanie
dwuliniowe y : SdV ∗ × SdV → S0V jest niezdegenerowane.

(iv) Dla ka»dego d istnieje staªa c ∈ C, taka, »e gdy Θ ∈ SdV ∗ i ` ∈ V , to
Θy`d = cΘ(`).

Lemat 8.1. X ⊂ PV jest podzbiorem algebraicznym, vd : PV → P(SdV ) to
odwzorowanie Veronese, I(X) ⊂ T ideaª jednorodny funkcji znikaj¡cych na
X. Wtedy:

(i) 〈X〉 ⊂ PV jest równe Z(I(X)1), gdzie I(X)1 ⊂ T1 = V ∗, oraz

(ii) 〈vd(X)〉 ⊂ P(SdV ) jest równe Z(I(X)d), gdzie I(X)d ⊂ Td = (SdV )∗.

Dowód. Niech Θ ∈ SdV ∗. Mamy Θ ∈ Z(I(X)d) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla ka»dego ` ∈ X Θ(`) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ` ∈ X
zachodzi Θy`d = 0, wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego `d ∈ vd(X) zachodzi
Θy`d = Θ(`d) = 0 (to ostatnie w sensie funkcji liniowej na SdV ).

Anihilator, lub ideaª apolarny wielomianu P ∈ S:

P⊥ := {Θ ∈ T | ΘyP = 0} .

Stwierdzenie 8.2. (i) P⊥ jest ideaªem.

(ii) Je±li P jest jednorodny (czyli P ∈ SdV ), to P⊥ jest ideaªem jednorod-
nym.

(iii) P⊥ zawiera wszystkie formy jednorodne stopnia co najmniej d + 1. W
szczególno±ci, Z(P⊥) = ∅ (w przestrzeni rzutowej).

Stwierdzenie 8.3 (Lemat o Abiegunowo±ci). Niech P ∈ SdV , oraz niech
R = {[`1], . . . , [`r]} ⊂ PV b¦dzie sko«czonym podzbiorem. Wtedy mamy rów-
nowa»no±¢:

[P ] ∈ 〈vd(R)〉 ⇐⇒ ∃ci∈C P = c1`
d
1 + · · ·+ cr`

d
r ⇐⇒ I(R) ⊂ P⊥.
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Na przykªad, je±li P := xd+yd+zd, to P⊥ = (αβ, αγ, βγ, αd−βd, αd−γd.
Je±li R = {[x], [y], [z]}, to I(R) = (αβ, αγ, βγ) ⊂ P⊥.

Dowód. Zaªó»my najpierw, »e P = c1`
d
1 + · · · + cr`

d
r . Je±li Θ ∈ SdV ∗ oraz

Θ(`) = 0, to Θy`d = 0. Skoro mamy I(R) =
⋂r
i=1 I([`i]), to I(R)d ⊂ (P⊥)d.

Teraz niech Θ ∈ I(R)i = SiV ∗ ∩ I(R) dla i < d. Chcemy pokaza¢, »e
ΘyP = 0. Mamy Td−i · Θ ⊂ I(R)d ⊂ (P⊥)d. Czyli ΘyP jest wielomianem
jednorodnym stopnia d − i, którego wszystkie ró»niczki stopnia d − i po
dowolnych zmiennych s¡ równe 0. Jest to mo»liwe, jedynie gdy ΘyP = 0.

Nast¦pnie zaªó»my I(R) ⊂ P⊥. W szczególno±ci I(R)d ⊂ (P⊥)d, wi¦c
[P ] ∈ Z(I(R)d) = 〈vd(R)〉.

9 Funkcja Hilberta

Rozwa»amy algebry ilorazowe AP := T/P⊥ oraz AR := T/I(R).

De�nicja 9.1. Dla algebry z gradacj¡ A lub ideaªu jednorodnego I, funkcja
Hilberta to HA(i) := dimCAi, lub HI(i) := dimC Ii.

Stwierdzenie 9.2. P ∈ SdV , R to r ró»nych punktów w PV .

(i) HAP (i) = HAP (d− i).

(ii) HAR(i) ≤ r.

(iii) dla i ≥ r − 1 mamy HAR = r.

(iv) HAR(i) ≤ HAR(i+ 1).

(v) Je±li [P ] ∈ 〈vd(R)〉 to HAP ≤ HAR (w szczególno±ci, ranga P jest co
najmniej maxHAP ).

Dowód (szkic). Punkt (i) wynika z symetrii. Niech

(yP )i : S
iV ∗ → Sd−iV oraz (yP )d−i : S

d−iV ∗ → SiV,

wtedy ((yP )i)
T = (yP )d−i. Ponadto HAP (i) jest rang¡ odwzorowania linio-

wego (yP )i.
Punkt (ii): Znikanie w ka»dym punkcie zadaje podprzestrze« liniowa ko-

wymiaru 1.
Punkt (iii): redukcja do dwóch zmiennych i wyznacznik Vandermonde'a.
Punkt (iv): Wybieramy {α = 0}, hiperpªaszczyzn¦, która nie zawiera

»adnego punktu z R. Mno»enie przez α daje odwzorowanie (T/I(R))i →
(T/I(R))i+1, które jest wªo»eniem.

Punkt (v) wynika z Lematu o Abiegunowo±ci.
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10 Przykªad: formy w dwóch zmiennych

Teraz S := C[x, y], a T := C[α, β]. Mamy HT = (1, 2, 3, 4, 5, . . . ). Dowolny
element jednorodny Ψ ∈ T rozkªada si¦ na iloczyn form liniowych.

Lemat 10.1. Niech I ⊂ T b¦dzie ideaªem jednorodnym. Je±li HT/I(i− 1) <
HT/I(i) (lub równowa»nie HI(i− 1) ≥ HI(i)), to I≤i = 0.

Dowód. Je±li HT/I(i−1) < HT/I(i), czyli dim(Ii−1T1) ≤ dim Ii ≤ dim Ii−1, to
ju» dim(ϕIi−1) = dim Ii−1 gdzie ϕ ∈ T1 jest dowoln¡ niezerow¡ form¡ liniow¡.
St¡d ϕIi−1 = Ii, czyli wszystkie elementy Ii s¡ podzielne przez dowolne ϕ,
co jest tylko mo»liwe, gdy Ii = 0, wi¦c I≤i = 0.

Lemat 10.2. Niech K ⊂ Ti b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wielomianów jedno-
rodnych stopnia i. Je±li K ·T1 ⊂ Ti+1 ma wymiar o jeden wi¦kszy ni» wymiar
K, oraz wielomiany z K nie maj¡ wspólnego dzielnika, to K = Ti.

Dowód. Indukcja po i. Dla i = 0 oraz i = 1 oczywiste. W ogólno±ci, mamy
przestrze« form w K podzielnych przez α jest kowymiaru 1 w K. Niech
αK ′ ⊂ K b¦dzie t¡ podprzestrzeni¡, i niech Φ ∈ K \ K ′ b¦dzie jedn¡ z
brakuj¡cych form (w szczególno±ci Φ nie jest podzielne przez α). Z zaªo»enia
wiemy, »e αK ′ · T1, αΦ, βΦ rozpinaj¡ przestrze« wymiaru o jeden wi¦kszego,
ni» dimK. Z drugiej strony, βΦ /∈ αK ′ · T1. St¡d dim(αK ′ · T1) = dim(K ′ ·
T1) ≤ (dimK+ 1)− 1. Je±li dim(K ′ ·T1) < dimK, to K ′ = 0 z Lematu 10.1,
sprzeczno±¢. Czyli z zaªo»enia indukcyjnegoK ′ = Ti−1, wi¦c T = αTi−1+Φ =
Ti.

Lemat 10.3. Niech I ⊂ T b¦dzie ideaªem jednorodnym.

(i) Je±li HT/I(i− 1) = HT/I(i), to istnieje r ≤ i, Ψ ∈ Tr, takie, »e Ii−1 =
ΨTi−1−r oraz Ii = ΨTi−r.

(ii) Je±li I = (Θ1,Θ2) oraz Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników, to
HT/I = (1, 2, 3, . . . , r−2, r−1, r, r, r, . . . , r, r−1, r−2, . . . , 3, 2, 1, 0 . . . ),
gdzie r = min(deg Θ1, deg Θ2).

Dowód. Zaªó»my najpierw HT/I(i− 1) = HT/I(i), czyli

dim(Ii−1T1) ≤ dim Ii = dim Ii−1 + 1.

Je±li Ii−1 = 0, to Ii jest rozpi¦te przez jeden wielomian Ψ, który speªnia
tez¦ lematu. Zaªó»my wi¦c, »e Ii−1 6= 0. Z Lematu 10.1 wiemy wi¦c, »e
dim Ii 6= dim Ii−1 oraz dim(Ii−1T1) 6= dim Ii−1. St¡d dim(Ii−1T1) = dim Ii =
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dim Ii−1 + 1 oraz Ii−1T1) = Ii. Niech Ψ b¦dzie najwi¦kszym wspólnym dziel-
nikiem wielomianów z Ii−1. Korzystamy z Lematu 10.2 dla K = Ii−1/Ψ i
otrzymujemy K = Ti−1−deg Ψ, czego nale»aªo dowie±¢.

Je±li natomiast I = (Θ1,Θ2) oraz Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielni-
ków, powiedzmy r = deg Θ1 ≤ deg Θ2. W stopniach ni»szych ni» r nie ma
generatorów, wi¦c mamy funkcj¦ Hilberta T . W stopniu r mamy pierwszy
generator, wi¦c od tego momentu funkcja Hilberta jest nierosn¡ca na mocy
Lematu 10.1. Z drugiej strony, a» do stopnia deg Θ2, jedyne wielomiany w
I to te z Θ1 · T , wi¦c funkcja Hilberta jest staªa. Nast¦pnie w deg Θ2 spada
o jeden. Potem ju» musi by¢ malej¡ca: jak nie, to na mocy pierwszej cz¦±ci
Lematu mamy wspólny dzielnik Θ1 i Θ2. Znowu nie mo»e male¢ o wi¦cej
ni» jeden na raz, gdy» w ideale mamy wyª¡cznie kombinacje liniowe Θ1 · T i
Θ2 · T .

Twierdzenie 10.4. Dla dowolnego P ∈ Sd, mamy P⊥ = (Θ1,Θ2), gdzie Θ1

i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników. Co wi¦cej, deg Θ1 + deg Θ2 = d+ 2.

Dowód. Niech Θ1 b¦dzie generatorem P⊥ najni»szego stopnia, oraz I = (Θ1),
A = T/I. Wtedy HA = (1, 2, 3, . . . , r − 1, r, r, r, r, . . . ), gdzie r = deg Θ1.
Niech q b¦dzie najmniejszym stopniem takim, »e HAP 6= HA. Mamy q ≥ r,
niech Θ2 ∈ (P⊥)q \ Iq. U»ywaj¡c symetrii,

HAP = (1, 2, 3, . . . , r − 1, r, r, . . . , r, r, r − 1, r − 2, . . . , 2, 1, 0, . . . ),

wi¦c q = d−r+2. Je±li Θ1 i Θ2 maj¡ wspólny dzielnik Φ, to (P⊥)d ⊃ (Φ)d =
Φ · Td−deg Φ, wi¦c Φ ∈ P⊥, sprzeczno±¢. Czyli Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych
dzielników i porównuj¡c funkcje Hilberta T/(Θ1,Θ2) i T/P⊥ otrzymujemy
tez¦.

Stwierdzenie 10.5 (Twierdzenie Bertini'ego, w najprostszej wersji). Je±li
Θ1,Θ2 s¡ dwoma wielomiany jednorodne stopni d1 ≤ d2 bez wspólnych dziel-
ników, to dla ka»dego d ≥ d2 istnieje niezerowy Φ ∈ (Θ1,Θ2)d, który nie
ma wielokrotnych dzielników liniowych (czyli rozkªada si¦ na iloczyn parami
nieproporcjonalnych form liniowych). Co wi¦cej, takich Φ jest niesko«czenie
wiele, jest to zbiór otwarty g¦sty w (Θ1,Θ2)d.

Dowód. Mo»na domno»y¢ Θ1 przez pot¦g¦ formy liniowej, która nie dzieli
Θ2, i zaªo»y¢, »e d1 = d2.

Tymczasowo odjednorodniamy oba wielomiany podstawiaj¡c np. β = 1,
robi¡c z nich wielomiany jednej zmiennej. Dowodzimy, »e istniej¡ a, b ∈ C
takie, »e aΘ1 + bΘ2 nie ma podwójnego zera, czyli dla pewnych a, b ukªad:{

aΘ1 = −bΘ2

bΘ′2 = −aΘ′1
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nie ma rozwi¡za«. Wymna»aj¡c stronami otrzymujemy ab(Θ1Θ′2 −Θ2Θ′1) =
0. Θ1Θ′2 − Θ2Θ′1 = 0 oznacza, »e pochodna ilorazu Θ1

Θ2
jest równa zero.

Poniewa» Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników, to iloraz nie jest staªy,
wi¦c znikanie pochodnej ilorazu mo»e zachodzi¢ tylko w sko«czenie wielu
punktach t1, . . . , tl (niezale»¡cych od a, b).

Wró¢my do sytuacji jednorodnej. Poniewa» Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych
dzielników, to jaka± ich kombinacja liniowa (ró»na od Θ1 i Θ2) nie znika w
»adnym z punktów (t1, 1), . . . , (tl, 1), (1, 0). Ta kombinacja liniowa nie ma
wielokrotnych pierwiastków.

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie Sylvestera). Niech P b¦dzie wielomianem
jednorodnym dwóch zmiennych, a r = maxHAP . Wtedy

• Ranga brzegowa P wynosi r.

• Ranga P wynosi r albo d+ 2− r, przy czym:

� Ranga P wynosi r je±li generator P⊥ stopnia r nie ma wielokrot-
nych pierwiastków. W tym przypadku, je±li 2r < d + 2, rozkªad
minimalny jest jednoznaczny (z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i prze-
skalowa«).

� Ranga P wynosi d+ 2− r je±li generator P⊥ stopnia r ma wielo-
krotne pierwiastki. W tym przypadku rozkªad minimalny nie jest
wyznaczony jednoznacznie.

Dowód. Liczba r = maxHAP jest ograniczeniem dolnym na rang¦, wi¦c te»
na rang¦ brzegow¡, gdy» warunek HAP (i) ≤ r jest znikaniem minorów po-
chodz¡cych od spªaszcze« SdV → SiV ⊗ Sd−iV .

Anihilator P⊥ = (Θ1,Θ2), gdzie deg Θ1 = r, a deg Θ2 = d + 2 − r. Je±li
Θ1 nie ma wielokrotnych pierwiastków, to dla R = Z(Θ1) mamy I(R) = (Θ1)
i I(R) ⊂ P⊥. Z Lematu o Abiegunowo±ci (zobacz Stwierdzenie 8.3) mamy
P ∈ 〈vd(R)〉, wi¦c ranga P jest co najwy»ej r = #R. Tak»e ranga brzegowa
musi by¢ co najwy»ej r, wi¦c obie s¡ równe r. O ile r < d+ 2− r, to I(Θ1) i
R s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Je±li Θ1 ma wielokrotny dzielnik, to mo»emy przybli»y¢ Θ1 przez wielo-
miany Ψt, limt→0 Φt = Θ1, tego samego stopnia r, które nie maj¡ wielokrot-
nych pierwiastków. De�niujemy Rt = Z(Ψ(t)). Powªoka liniowa 〈vd(Rt)〉 ⊂
P(SdV ) jest równa:

〈vd(Rt)〉
Lemat 8.1

= Z(I(Rt)d) = Z(Ψt · Td−r).
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Przypominam, »e w tym miejscu I(Rt)d ⊂ SdV ∗ oraz Ψt · Td−r ⊂ SdV ∗ (a
tak»e przestrzenie liniowe poni»ej) traktujemy jako podzbiory funkcji linio-
wych na SdV . St¡d:

lim
t→0
〈vd(Rt)〉 = lim

t→0
Z(Ψt · Td−r) = Z((lim

t→0
Ψt) · Td−r) =

Z(Θ1 · Td−r) ⊃ Z(P⊥) = [P ].

St¡d P mo»emy przybli»y¢ wielomianami z 〈vd(Rt)〉, które maj¡ rang¦ r na
mocy pierwszej cz¦±ci twierdzenia. Czyli ranga brzegowa P jest równa r.

Natomiast, aby policzy¢ rang¦ P , szukamy ideaªu I = (Φ), dla jedno-
rodnego Φ stopnia i, takiego, »e Φ nie ma wielokrotnych pierwiastków, ale
I(Φ) ⊂ P⊥, czyli Φ ∈ P⊥. Je±li i < d + 2 − r, to ka»dy element stopnia
i w P⊥, jest podzielny przez Θ1, wi¦c ma pierwiastek wielokrotny. St¡d
i ≥ d + 2 − r. Ale i = d + 2 − r wystarczy na mocy Stwierdzenia 10.5
(Twierdzenia Bertini'ego). W tej sytuacji wybór (Φ) jest dowolny z otwar-
tego g¦stego podzbioru w P⊥d+2−r, niejednoznaczny, wi¦c rozkªad te» nie jest
jednoznaczny.

Wniosek 10.7. Dla 2r ≤ d+ 2 mamy

σr(vd(P1)) =
{

[P ] ∈ SdC2 | r(P ) ≤ r lub r(P ) ≥ d+ 2− r
}
.

11 Wielomiany w wi¦kszej liczbie zmiennych

Je±li S = C[x1, . . . , xn] dla n ≥ 3, to znajdywanie rangi i rangi brzegowej jest
trudniejsze.

Po pierwsze, struktura anihilatora nie jest koniecznie taka prosta (acz-
kolwiek, tak zwane zupeªne przeci¦cia s¡ anihilatorami pewnych wielomia-
nów). Dla n = 3 mamy twierdzenie strukturalne dla ideaªów (Buchsbaum-
Eisenbud), które s¡ anihilatorami, ale dla n > 3 nie ma takiej charakteryzacji.

Po drugie tak»e struktura ideaªu opisuj¡cego sko«czone podzbiory R ⊂
Pn−1 jest trudniejsza, s¡ to zbiory kowymiaru n − 1, potrzebuj¡ wi¦c co
najmniej n− 1 generatorów, a cz¦sto wi¦cej.

Omówimy krótko (bez dowodów) te twierdzenia/lematy z poprzedniego
rozdziaªu, które uogólniaj¡ si¦ na wy»sze wymiary.

Macaulay na pocz¡tku dwudziestego wieku zbadaª, jaki maksymalny wzrost
mo»e mie¢ funkcja Hilberta algebry z gradacj¡ postaci T/I (lub inaczej, jaki
minimalny wzrost mo»e mie¢ funkcja Hilberta jednorodnego ideaªu I). W
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celu przedstawienia tego ograniczenia, zauwa»my, »e dla dowolnych liczb na-
turalnych dodatnich k, i mo»emy jednoznacznie zapisa¢:

k =

(
ai
i

)
+

(
ai−1

i− 1

)
+

(
ai−2

i− 2

)
+ · · ·+

(
aj
j

)
dla pewnych ai > ai−1 > ai−2 > · · · > aj > 0 i pewnego j > 0. Maj¡c taki
zapis de�niujemy:

k〈i〉 :=

(
ai + 1

i+ 1

)
+

(
ai−1 + 1

i

)
+

(
ai−2 + 1

i− 1

)
+ · · ·+

(
aj + 1

j + 1

)
.

Twierdzenie 11.1 (Ograniczenie Macaulay'a). Je±li A = T/I dla ideaªu
jednorodnego I ⊂ T , to HA(i+ 1) ≤ HA(i)〈i〉.

Dla dwóch zmiennych to si¦ redukuje do Lematu 10.1. Ogólnie mamy, na
przykªad:

Wniosek 11.2. Je±li A = T/I jak wy»ej oraz HA(i) ≤ i, to HA(i+ 1) ≤ i.

Co wi¦cej, mo»emy powiedzie¢ co± o algebrach, które maj¡ maksymalny
mo»liwy wzrost, dzi¦ki Twierdzeniu Gotzmanna.

Twierdzenie 11.3 (Twierdzenie Gotzmanna o nieust¦pliwo±ci, ang. Got-
zmann's persistence theorem). Dla A = T/I jak wy»ej, je±li

HA(i) = HA(i− 1)〈i−1〉

oraz I nie ma generatorów w gradacji i+ 1, to HA(i+ 1) = HA(i)〈i〉.

Innymi sªowy, je±li jaki± ideaª ma minimalny wzrost w jakim± kroku, to
o ile nie wpªyniemy na ten ideaª z zewn¡trz (dodaj¡c nowy generator), to
minimalny wzrost nie b¦dzie ust¦powaª.

Dla n = 2 dostajemy mniej wi¦cej Lematy 10.2 i 10.3.
Twierdzenie Bertini'ego w wi¦kszej ogólno±ci ni» Stwierdzenie 10.5 mówi,

»e je±li ukªad wielomianów nie ma wspólnych zer, to mo»na wybra¢ kom-
binacj¦ F tych wielomianów, tak¡, »e Z(F ) jest gªadk¡ rozmaito±ci¡ i tnie
transwersalnie ustalon¡ rozmaito±¢ X.

12 Pfa�any

Ustalmy Cn razem ze standardow¡ baz¡ ei. Macierz anty-symetryczna, z
jednej strony reprezentuje element

∧2Cn, z drugiej strony, jak ka»da macierz,
reprezentuje odwzorowanie liniowe Cn → Cn. Antysymetryczno±¢ oznacza
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dla tego odwzorowania, »e (Au, v) = −(u,Av), dla standardowego produktu
skalarnego (·, ·).

Dla macierzy antysymetrycznej A de�niujemy jej Pfa�an Pf(A). Dla n
nieparzystego de�niujemy Pf(A) := 0. Natomiast dla n = 2k, podamy trzy
de�nicje (zadanie: pokaza¢, »e s¡ one równowa»ne).

De�nicja 12.1. Je±li my±limy o A ∈
∧2C2k, to Pf(A) ∈ C jest tak¡ liczb¡,

»e: ∧kA = A ∧ A ∧ · · · ∧ A = k! Pf(A)e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2k.

De�nicja 12.2. Je±li A =


0 a12 . . . a1n

−a12 0 . . . a2n
...
−a1n −a2n . . . 0

 i przyjmuj¡c, »e aii = 0

i aji = −aij, to

Pf(A) =
1

2kk!

∑
p∈S2k

sign(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2k−1p2k .

(w szczególno±ci, Pfa�an macierzy antysymetrycznej 2k× 2k, jest wielomia-
nem jednorodnym stopnia k od jej wspóªrz¦dnych).

De�nicja 12.3 (analog rozwini¦cia Laplace'a). Dla k = 1, A =

(
0 a
−a 0

)
,

de�niujemy Pf(A) = a.

Je±li A =


0 a12 . . . a1n

−a12 0 . . . a2n
...
−a1n −a2n . . . 0

 i przyjmuj¡c, »e aii = 0 i aji = −aij,

to dla dowolnego j ∈ {1, . . . , 2k}:

Pf(A) =
2k∑
i=1

(−1)i+jaij Pf(Aij),

gdzie Aij powstaje przez usuni¦cie z A dwóch wierszy i dwóch kolumn (i-tych
oraz j-tych).

�wiczenie 12.1. Pokaza¢, »e trzy de�nicje s¡ równowa»ne.

�wiczenie 12.2. Poka», »e detA = (Pf A)2. By¢ mo»e pomocna wskazówka:

Ae1 ∧ Ae2 ∧ · · · ∧ Aen = detA · e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en

(to równanie de�niuje wyznacznik).
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�wiczenie 12.3. Poka», »e ranga macierzy antysymetrycznej A jest zawsze
parzysta.

�wiczenie 12.4. Poka», »e ranga macierzy antysymetrycznej A ≤ 2r wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie pod-Pfa�any gªówne rozmiaru (2r+2)× (2r+2)
s¡ równe zero. Wskazówka: wyra¹ pod-Pfa�any gªówne jako wspóªczynniki
pewnego elementu odpowiedniej pot¦gi zewn¦trznej przestrzeni Cn.

13 Zadania

13.1 Trzecia sieczna do powierzchni Veronese stopnia 3

V oznacza przestrze« wektorow¡ wymiaru 3.

�wiczenie 13.1. Dla x ∈ V , [x3] ∈ v3(PV ) policz a�niczn¡ przestrze«
styczn¡ T̂[x3]v3(PV ).

�wiczenie 13.2. Policz wymiar σ3(v3(P2)). Czy jest to defektywna rozma-
ito±¢ siecznych?

�wiczenie 13.3. Czy σ3(v3(Pn−1)) = Subsym3 dla któregokolwiek n ≥ 3?

�wiczenie 13.4. Niech F = x3 − y2z ∈ S3C3. Policz anihilator F⊥, rang¦
brzegow¡ F oraz rang¦ F .

13.2 Powierzchnia Veronese stopnia 4

�wiczenie 13.5. Udowodnij, »e σ5(v4(P2)) ⊂ P(S4C3) jest defektywna.

�wiczenie 13.6. Podaj przykªad konkretnego F ∈ S4C3, takiego »e [F ] /∈
σ5(v4(P2)) (i uzasadnij, dlaczego nie nale»y).

14 Ranga tensorów

Niech X ⊂ PV b¦dzie podrozmaito±ci¡ nie zawart¡ w »adnej hiperpªasz-
czy¹nie (I(X)1 = 0), oraz niech Y = PA × X ⊂ P(A ⊗ V ). (Na przykªad
X = PB×PC ⊂ P(B⊗C).) B¦dziemy badali Y -rangi punktów p ∈ P(A⊗V ).
Chcemy wyrazi¢ je za pomoc¡ czego± zale»nego od X.

Po pierwsze, zauwa»my:

Stwierdzenie 14.1. Zaªó»my, »e A′ ⊂ A jest podprzestrzeni¡ liniow¡ oraz
Y ′ = PA′×X ⊂ P(A′⊗V ) ⊂ P(A⊗V ). Je±li p ∈ P(A′⊗V ) to rY (p) = rY ′(p)
oraz rY (p) = rY ′(p).

29



(Dowód jest ªatwy.)
Dla dowolnego p ∈ P(A⊗ V ) mo»emy zde�niowa¢ podprzestrze« liniow¡

p(A∗) ⊂ V . Je±li p ∈ P(A′ ⊗ V ), to p(A∗) = p((A′)∗). Co wi¦cej, dla
p, q ∈ P(A ⊗ V ), mamy p(A∗) = q(A∗) wtedy i tylko wtedy, gdy q = g · p,
gdzie g ∈ GL(A) i GL(A) dziaªa na A ⊗ V przez zmian¦ wspóªrz¦dnych na
A oraz przez identyczno±¢ na V .

Dla podprzestrzeni liniowej W ⊂ V de�niujemy X-rang¦ W jako naj-
mniejsz¡ liczb¦ r tak¡, »e W ⊂ 〈x1, . . . , xr〉 dla jakich± xi ∈ X. W Gras-
smannianie Gr(dimW,V ) rozpatrujemy zbiór przestrzeni liniowych rangi co
najwy»ej r i jego domkni¦cie σr,dimW (X) ⊂ Gr(dimW,V ). X-ranga brze-
gowa W to najmniejsze r, takie, »e W ∈ σr,dimW (X).

Twierdzenie 14.2. rY (p) = rX(p(A∗)) oraz rY (p) = rX(p(A∗)).

Dowód...

Wniosek 14.3. rY (p) ≤ dimV , np rPA×PB×PC(p) ≤ dimB dimC.

15 �P¦ki� macierzy

W tym rozdziale zajmiemy si¦ klasy�kacj¡ tensorów w C2 ⊗ Cb ⊗ Cc. Przy-
pomina ona klasy�kacj¦ endomor�zmów (twierdzenie Jordana).

Okre±lmy macierz ε× (ε+ 1) (zale»n¡ od parametrów s i t):

Lε = Lε(s, t) =

s t
. . . . . .

s t

 .

Twierdzenie 15.1 (Kronecker 1890). Dla dowolnego p ∈ C2⊗Cb⊗Cc istnieje
wybór baz Cb, Cc, taki, »e p((C2)∗) jest zbiorem macierzy (dla wszystkich s, t):

sA+ tB =



Lε1
. . .

Lεk
LTη1

. . .
LTηl

s Idf +tF


, (15.2)

gdzie F jest macierz¡ f × f w postaci Jordana.
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Szczegóªowy dowód twierdzenia Kroneckera mo»na znale¹¢ na przykªad
w ksi¡»ce [Gant59, Chapt. XII]. Tutaj omówimy szkic tego dowodu.

Uwaga 15.3. Zachodzi równie» analogiczne twierdzenie dla p¦ków kwadryk,
czyli dwuwymiarowych przestrzeni liniowych w S2Cn, zobacz [Gant59, XII.6].

Szkic dowodu twierdzenia Kroneckera, w formie ¢wicze«.

�wiczenie 15.1. Zaªó»my, »e b = c oraz p((C2)∗) zawiera macierz od-
wracaln¡. Poka», »e mo»emy wybra¢ bazy Cb i Cc takie, »e p((C2)∗) =
{s Idf +tF}, gdzie F jest w postaci Jordana.

Je±li b 6= c, lub W = p((C2)∗) nie zawiera macierzy odwracalnej, to albo
ranga ka»dej macierzy w W jest mniejsza od b albo od c. Zaªó»my, »e ranga
jest mniejsza od c, czyli dla dowolnej macierzy w W kolumny s¡ liniowo
zale»ne, czyli dla ka»dej M ∈ W istnieje niezerowe rozwi¡zanie Mx = 0 (dla
pewnego x ∈ Cb).

�wiczenie 15.2. Parametryzuj¡c W przez s, t, mo»na dobra¢ rozwi¡zanie
M(s, t)x(s, t) = 0, gdzie x(s, t) jest kolumnowym wektorem zale»nym wielo-
mianowo od (s, t). Co wi¦cej, x(s, t) jest kolumn¡ wielomianów jednorodnych.

Niech
x(s, t) = x0s

ε − x1s
ε−1t+ · · ·+ xε(−t)ε

b¦dzie rozwi¡zaniem najmniejszego mo»liwego stopnia ε, dla którego

M(s, t)x(s, t) = 0.

Zapisuj¡c M(s, t) = sA+ tB, otrzymujemy równowa»nie:

Ax0 = 0, Bx0 = Ax1, Bx1 = Ax2, . . . , Bxε−1 = Axε, Bxε = 0.

�wiczenie 15.3. Poka», »e wektory x0, x1, x2, . . . , xε s¡ liniowo niezale»ne.
Wskazówka: najpierw poka», »e Ax1, Ax2, . . . , Axε s¡ liniowo niezale»ne. W
obu krokach korzystaj z minimalno±ci ε.

Wniosek 15.4. Mo»emy zapisa¢ M(s, t) jako

sA+ tB =

(
Lε(s, t) sC + tD

0 sA′ + tB′

)
�wiczenie 15.4. Poka», »e (sA′ + tB′)x(s, t) = 0 nie ma (niezerowego)
rozwi¡zania wielomianowego stopnia mniejszego ni» ε.
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�wiczenie 15.5. Poka», »e mo»na wybra¢ baz¦ tak, »e

sA+ tB =

(
Lε(s, t) 0

0 sA′′ + tB′′

)
�wiczenie 15.6. Wywnioskuj, »e Twierdzenie Kroneckera zachodzi.

�wiczenie 15.7. Poka», »e jest tylko 9 tensorów w C2 ⊗ C2 ⊗ C3 z dokªad-
no±ci¡ do dziaªania grupy GL2 ×GL2 ×GL3 (wliczaj¡c tensor zerowy). Ile
jest istotnie ró»nych tensorów w C2 ⊗ C2 ⊗ C4?

�wiczenie 15.8. Poka», »e dla du»ych b, c, jest niesko«czenie wiele tensorów
w C2⊗Cb⊗Cc ró»nych z dokªadno±ci¡ do dziaªania grupy GL2×GLb×GLc.

�wiczenie 15.9 (trudniejsze). Poka», »e jest niesko«czenie wiele tensorów
w C2⊗C4⊗C4 ró»nych z dokªadno±ci¡ do dziaªania grupy GL2×GL4×GL4.

16 Rangi p¦ków macierzy

Ranga tensora w A ⊗ B ⊗ C jest niezmiennicza przy dziaªaniu grupy auto-
mor�zmów liniowych zachowuj¡cych zbiór tensorów prostych czyli w szcze-
gólno±ci GL(A)×GL(B)×GL(C). W zwi¡zku z tym, aby wyznaczy¢ rang¦
tensora w C2⊗B⊗C wystarczy wyznaczy¢ rang¦ tensora w posta¢ normalnej
Kroneckera (15.2). Tym wªa±nie si¦ zajmiemy w tym rozdziale.

Twierdzenie 16.1 (Grigoriev, Ja'Ja', Teichert). [Grig78, Ja'J78, Teic86]
(Co najwy»ej) dwuwymiarowa podprzestrze« macierzy w postaci normalnej
(15.2) ma rang¦, która:

(i) jest sum¡ rang poszczególnych bloków Lεi, L
T
ηj
, oraz s Id +tF , przy czym

(ii) ranga bloku postaci Lε (lub LTε ) jest równa ε+ 1, oraz

(iii) Ranga bloku f × f postaci s Id +tF wynosi f +m(F ), gdzie:

• mλ(F ) jest równe liczbie klatek Jordana F rozmiaru co najmniej
2× 2 o warto±ci wªasnej λ,

• natomiast m(F ) = maxλmλ(F ).

Sumarycznie, ranga tej przestrzeni liniowej wynosi:

k∑
i=1

εi +
l∑

j=1

ηj + k + l + f +m(F ).

W szczególno±ci, maksymalna mo»liwa ranga tensora w C2⊗Cb⊗Cb wynosi
b3b

2
c.
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W tym rozdziale zajmiemy si¦ dowodem tego twierdzenia. Opis jest prze-
prowadzony wedªug [BL13, �5.2] lub [Land12, �10.3.3]. Troch¦ inne uj¦cie
znajdziemy w [BCS97, Chapter 19].

Na pocz¡tek lemat, który pozwoli nam rozdzieli¢ rang¦ na bloki.

Stwierdzenie 16.2. Zaªó»my, »e B = B1 ⊕ B2, C = C1 ⊕ C2, p1 ∈ A ⊗
B1 ⊗ C1, p2 ∈ A ⊗ B2 ⊗ C2, and p3 ∈ A ⊗ B1 ⊗ C2. Niech mi oraz ni b¦d¡
wymiarami, odpowiednio, Bi, Ci dla i = 1, 2. Wtedy

(i) Je±li p2 : B∗2 → A⊗C2 jest zanurzeniem, to r(p1+p2+p3) ≥ r(p1)+m2.

(ii) Je±li oba odwzorowania p2 : B∗2 → A ⊗ C2 oraz p2 : C∗2 → A ⊗ B2 s¡
wªo»eniami oraz r(p2) = max{m2, n2} (minimalna mo»liwa warto±¢ dla
takiego p2), wtedy r(p1 + p2) = r(p1) + r(p2).

Dowód. Aby wykaza¢ (i) przyjmijmy p := p1 + p2 + p3, r := r(p) i zapiszmy
rozkªad minimalny p =

∑r
i=1 ai⊗ bi⊗ ci. Rozwa»my rzutowanie ρ : B → B2.

Poniewa» p|B∗2 jest injekcj¡, mo»emy zaªo»y¢, »e ρ(b1), . . . , ρ(bm2) tworz¡ baz¦
B2. Niech B′2 ⊂ B b¦dzie powªok¡ liniow¡ b1, . . . , bm2 . Zauwa»my, »e zªo-
»enie B1 ↪→ B → B/B′2 jest izomor�zmem. Przyjrzyjmy si¦ nast¦puj¡cemu
zªo»eniu π:

A⊗B ⊗ C → A⊗ (B/B′2)⊗ C → A⊗ (B/B′2)⊗ C1.

J¡dro π zawiera A ⊗ B ⊗ C2, oraz π|A⊗B1⊗C1 jest izomor�zmem. St¡d
π(p) = p1 (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu B/B′2 ' B1) a tak»e π(p) =∑r

i=m2+1 π(ai ⊗ bi ⊗ ci). Czyli R(p1) ≤ r −m2 tak jak twierdzimy w (i).
Podpunkt (ii) wynika z (i) przy p3 = 0 u»ytym dwukrotnie (raz przy

zamienionych rolach B i C): wtedy r(p1 +p2) ≥ r(p1) +m2 oraz r(p1 +p2) ≥
r(p1) + n2. Nierówno±¢ r(p1 + p2) ≤ r(p1) + r(p2) zachodzi zawsze.

Ogólny p¦k rozmiaru b × b jest diagonalizowalny. To znaczy, »e istnieje
otwarty g¦sty podzbiór tensorów w C2 ⊗ Cb ⊗ Cb, takich, które w pewnej
bazie s¡ postaci s Id +tF , gdzie F jest macierz¡ diagonaln¡. Jest tak dla-
tego, »e wielomian charakterystyczny p¦ku, czyli po prostu det(M(s, t)), ma
ró»ne pierwiastki i jest to warunek otwarty (g¦sty). W szczególno±ci ranga ta-
kiego p¦ku wynosi b. St¡d wynika, »e dla �wi¦kszo±ci� nie diagonalizowalnych
p¦ków zaburzenie o maªy tensorek rangi 1, uczyni p¦k diagonalizowalnym.
W poni»szym lemacie pokazujemy, »e tak rzeczywi±cie jest dla takich, które
maj¡ po jednej klatce Jordana dla ka»dej warto±ci wªasnej.

Lemat 16.3. Zaªó»my, »e p = a1⊗ Idb +a2⊗F , gdzie F jest b× b macierz¡
w postaci normalnej Jordana, dla której »adna warto±¢ wªasna nie ma wi¦cej
ni» jednej klatce Jordana. Wtedy r(p) = b+ 1 je±li F nie jest diagonalna, lub
r(p) = b je±li F jest diagonalna.
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Dowód. Je±li F jest diagonalna, wtedy r(p) = b. W przeciwnym wypadku
r(p) ≥ b+ 1, wi¦c wystarczy pokaza¢, »e r(p) ≤ b+ 1.

�wiczenie 16.1. Poka», dla macierzy M rozmiaru b × b oraz u, v ∈ Cb

zachodzi:

(i) Je±li M jest odwracalna, to

det(M + uvT ) = (1 + vTM−1u) det(M).

(ii) Je±li M jest dowolna, to

det(M + uvT ) = detM + uT (MD)v, (16.4)

gdzie MD jest macierz¡ dopeªnie« algebraicznych.

Niech Fλ,η b¦dzie pojedyncz¡ klatk¡ Jordana rozmiaru η × η, o warto±ci
wªasnej λ, oraz Gλ,η = s Idη +tFλ,η. Niech λi b¦d¡ (ró»nymi) warto±ciami
wªasnymi F . Mamy:

(Gλi,ηi)
D = −


(−s−λit)ηi−1 0 ... 0 0

(−s−λit)ηi−2t (−s−λit)ηi−1 ... 0 0

...
...

...
(−s−λit)tηi−2 (−s−λit)2tηi−3 ... (−s−λit)ηi−1 0

tηi−1 (−s−λit)tηi−2 ... (−s−λit)ηi−2t (−s−λit)ηi−1

 ,

oraz (s Idb +tF )D skªada si¦ z bloków
(∏

j 6=i−(−s − λjt)
ηj
)
(Gλi,ηi)

D skon-
centrowanych wokóª przek¡tnej. Na przykªad, je±li b = 5, η1 = 2, η2 = 3,
to:

M(s, t) := p(A∗) =


λ1t+ s t 0 0 0

0 λ1t+ s 0 0 0
0 0 λ2t+ s t 0
0 0 0 λ2t+ s t
0 0 0 0 λ2t+ s

 oraz

M(s, t)D =
(λ1t+s)(λ2t+s)3 0 0 0 0

−(λ2t+s)3t (λ1t+s)(λ2t+s)3 0 0 0

0 0 (λ1t+s)2(λ2t+s)2 0 0

0 0 −(λ1t+s)2(λ2t+s)t (λ1t+s)2(λ2t+s)2 0

0 0 (λ1t+s)2t2 −(λ1t+s)2(λ2t+s)t (λ1t+s)2(λ2t+s)2


�wiczenie 16.2. Poka», »e dla ogólnych u, v ∈ Cb wielomian jednorodny za-
le»ny od s, t postaci uTM(s, t)Dv nie ma wielokrotnych dzielników liniowych.

Poka», »e dla ogólnych u, v ∈ Cb wielomian jednorodny (λ1t+s) · · · (λkt+
s) + tuTM(s, t)Dv nie ma wielokrotnych dzielników liniowych.
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St¡d

det(M(s, t) + tuvT )
(16.4)
= det(M(s, t)) + tuTM(s, t)Dv

= (λ1t+ s) · · · (λkt+ s) + tuTM(s, t)Dv

nie ma wielokrotnych pierwiastków i zaburzony p¦k (M(s, t) + tuvT ) jest
diagonalizowalny, wi¦c

r(p) ≤ r(M(s, t) + tuvT ) + r(tuvT ) ≤ b+ 1.

Lemat 16.5. Niech p2 ∈ C2 ⊗ Cε ⊗ Cε+1 b¦dzie tensorem, którego forma
normalna Kroneckera to Lε. Wtedy r(p) = ε + 1. W szczególno±ci Stwier-
dzenie 16.2(ii) stosuje si¦ do p2. Analogicznie dla tensorów, których posta¢
normalna to LTη .

Zobacz te» [BCS97, Prop. 19.9].

Dowód. Rozpatrzmy p2 : (Cε+1)∗ → C2⊗Cε i zde�niujmyE := p2

(
(Cε+1)∗

)
⊂

C2 ⊗ Cε. Jest to podprzestrze« liniowa(
γ0 γ1 γ2 . . . γε−2 γε−1

γ1 γ2 γ3 . . . γε−1 γε

)
. (16.6)

W szczególno±ci dimE = ε+1, wi¦c mamy r(p2) = ε+1 wtedy i tylko wtedy,
gdy PE jest rozpi¦te przez punkty z X := Seg(P1 × Pε−1). Przeci¦cie Z :=
X ∩ PE jest zde�niowane przez 2× 2 minory macierzy (16.6). Te równania
de�niuj¡ zbiór parametryzowany przez (xε, xε−1y, . . . , yε). W szczególno±ci
ten zbiór rozpina E, czego nale»aªo dowie±¢.

Lemat 16.7 ([BCS97, Prop. 19.10]). Zaªó»my, »e p jest p¦kiem s Id2n +tF
gdzie F jest macierz¡ skªadaj¡c¡ si¦ z n klatek Jordana rozmiaru dwa, wszyst-
kie z t¡ sam¡ warto±ci¡ wªasn¡. Wtedy r(p) = 3n.

Dowód. Mo»emy wybra¢ bazy takie, »e p = s Id2n +tF ′, gdzie

s Id2n +tF =

(
s Idn t Idn

0 s Idn

)
. (16.8)

Niech B = B1 ⊕ B2 i C = C1 ⊕ C2 b¦dzie rozkªadem na sumy proste odpo-
wiadaj¡cemu tym blokom, oraz przyjmijmy B1 = B2 = C1

∗ = C2
∗ = Cn i

M = Id2n = IdC1
∗,B1 + IdC2

∗,B2 ∈ B1⊗C1⊕B2⊗C2, N = IdC2
∗,B1 ∈ B1⊗C2.
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Tutaj IdCi∗,Bj jest wyró»nionym izomor�zmem Ci
∗ = Bj, którego macierz

jest macierz¡ identyczno±ciow¡. Niech A ' C2. Rozwa»amy tensor p ∈
A⊗B⊗C, p = α⊗M +β⊗N , gdzie α, β jest baz¡ A. Zaªó»my, »e r(p) = r.
Oczywi±cie r ≤ 3n. Zapiszmy p =

∑r
i=1 ai⊗ bi⊗ ci. Niech ρ : B → B2 b¦dzie

rzutowaniem z j¡drem B1. Poniewa» odwzorowanie p ◦ ρ∗ : B∗2 → A ⊗ C
jest injekcj¡, mo»emy wybra¢ baz¦ B2 spo±ród zbioru {ρ(b1), . . . , ρ(br)}. Bez
straty ogólno±ci, zaªó»my {ρ(b1), . . . , ρ(bn)} jest t¡ baz¡ i niech B′2 b¦dzie
powªok¡ liniow¡ {b1, . . . , bn}. Rozwa»my zªo»enie π:

C∗
p→ A⊗B → A⊗ (B/B′2),

gdzie drugie odwzorowanie jest odwzorowaniem ilorazowym. Je±li π napi-
szemy jako tensor, to

π =
r∑

i=n+1

ai ⊗ (bi mod B′2)⊗ ci.

Wystarczy wi¦c pokaza¢, »e r(π) = 2n, lub równowa»nie, »e π : C∗ →
A⊗ (B/B′2) jest injektywne. Przypu±¢my, »e γ ∈ C∗ jest w j¡drze π. Wtedy
p(γ) ∈ A⊗B′2. Rozªó»my γ = γ1 + γ2 zgodnie z C∗ = C1

∗ ⊕ C2
∗. Nast¦pnie

podstawiamy:

p(γ) = α⊗(IdC1
∗,B1 + IdC2

∗,B2)(γ)+β⊗IdC2
∗,B1(γ) = α⊗γB1

1 +α⊗γB2
2 +β⊗γB1

2

gdzie γBji := IdCi∗,Bj(γi) ∈ Bj. Poniewa» p(γ) ∈ A ⊗ B′2 i B1 ∩ B′2 = 0,
musimy mie¢ β⊗ γB1

2 = 0, czyli γ2 = 0. St¡d p(γ) = α⊗ γB1
1 = 0, wi¦c γ = 0

i π jest injektywne, tak jak twierdzili±my, co ko«czy dowód.

Dowód Twierdzenia 16.1. Zaªó»my, »e p ma posta¢ (15.2). Zgodnie z Lema-
tem 16.5 i Stwierdzeniem 16.2(ii):

r(p) =
k∑
i=1

r(Lεi) +
l∑

j=1

r(LTηj) + r(s Idf +tF )

=
k∑
i=1

(εi + 1) +
l∑

j=1

(ηj + 1) + r(s Idf +tF ).

Aby pokaza¢ tez¦ twierdzenia wystarczy udowodni¢ j¡ dla p = s Idf +tF .

Zamieniaj¡c kolejno±¢ klatek Jordana, mo»emy zapisa¢ F =

(
F ′ 0
0 D

)
,

gdzieD jest macierz¡ przek¡tniow¡, a F ′ jest macierz¡ f ′×f ′ zªo»on¡ wyª¡cz-
nie z klatek Jordana rozmiaru co najmniej 2×2. Ranga (s Idf−f ′ +tD) wynosi
(f − f ′) wedle Lematu 16.3, wi¦c mo»emy zastosowa¢ Stwierdzenie 16.2(ii):

r(s Idf +tF ) = r(s Idf ′ +tF
′) + (f − f ′).
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Od tej pory zakªadamy, »e F = F ′ (to nam wystarczy).
Teza twierdzenia mówi, »e r(p) = f+m(F ), gdziem(F ) = maxλ∈Cmλ(F )),

i mλ(F ) jest liczb¡ klatek Jordana F o warto±ci wªasnej λ. Aby uzyska¢
oszacowanie górne r(p) ≤ f + m(F ), podzielmy klatki Jordana na m(F )
grup F1, . . . , Fm(F ), tak aby (po pozamienianiu kolejno±ci klatek): F =F1

. . .
Fm(F )

 oraz w ka»dej grupie Fα mamy co najwy»ej jedna klatk¦

z ustalon¡ warto±ci¡ wªasn¡. Wtedy r(p) ≤
∑m(F )

α=1 r(s Id +tFα) = f +m(F )
z Lematu 16.3.

Aby uzyska¢ oszacowanie dolne r(p) ≥ f+m(F ), niech λ b¦dzie warto±ci¡
wªasn¡ F , która pojawia si¦ w m(F ) klatkach Jordana F . Niech G1 b¦dzie
macierz¡ z m(F ) klatkami Jordana rozmiaru 2 × 2 i o warto±ci wªasnej λ.

Wtedy zamieniaj¡c kolejno±¢ kolumn i wierszy: F =

(
G1 G3

0 G2

)
gdzie G2

jest macierz¡ w postaci Jordana. Stwierdzenie 16.2(i) mo»emy zastosowa¢
do p = p1 + p2 + p3, gdzie p1 = s Id2m(F ) +tG1, p2 = s Idf−2m(F ) +tG2,
p3 = tG3, wi¦c:

r(p) ≥ r(p1) + (f − 2m(F ))
Lem. 16.7

= 3m(F ) + (f − 2m(F )) = f +m(F ).

17 Hipotezy Comona i Strassena � zadania

Hipoteza 17.1 (Comon). Dla dowolnego F ∈ SdV ⊂ V ⊗V ⊗· · ·⊗V , mamy
rvd(PV )(F ) = rPV×PV×···×PV (F ), czyli ranga tensorowa i ranga symetryczna s¡
równe dla tensorów symetrycznych.

�wiczenie 17.1. Udowodnij Hipotez¦ Comona dla

(i) d = 2,

(ii) d = 3, dimV = 2,

(iii) F = x2y − z3.

Hipoteza 17.2 (Strassen). Niech A = A′⊕A′′, B = B′⊕B′′, C = C ′⊕C ′′.
We¹my p′ ∈ A′⊗B′⊗C ′ oraz p′′ ∈ A′′⊗B′′⊗C ′′ i rozpatrujemy p = p1 +p2 ∈
A⊗B × C. Wtedy r(p) = r(p′) + r(p′′).

37



Na przykªad, gdy mamy macierzeM ′,M ′′, N ′, N ′′ i chcemy otrzyma¢ wy-
niki mno»e« M ′N ′ oraz M ′′N ′′ (rozmiary macierzy dobieramy tak, »eby oba
mno»enia miaªy sens), to wedle Hipotezy Strassena, optymalnym (ze wzgl¦du
na liczb¦ wykonywanych mno»e« liczb zespolonych) algorytmem na uzyska-
nie tych dwóch wyników jest wykonanie tych mno»e« osobno. A mo»e da si¦
lepiej?

�wiczenie 17.2. Udowodnij Hipotez¦ Strassena dla

(i) dimA′′ = dimB′′ = dimC ′′ = 1 (tak naprawd¦ wystarczy zaªo»y¢
dimA′′ = 1).

(ii) dla tensorów p′ = p′′ = a1 ⊗ b1 ⊗ c2 + a1 ⊗ b2 ⊗ c1 + a2 ⊗ b1 ⊗ c1.

Mo»na te» rozpatrywa¢ warianty brzegowe obu tych hipotez. To znaczy
pytamy odpowiednio, �czy symetryczna ranga brzegowa i tensorowa ranga
brzegowa si¦ pokrywaj¡ dla tensorów symetrycznych?�, oraz �czy (tenso-
rowa) ranga brzegowa p = p′ + p′′ jest sum¡ rang brzegowych p1 i p2?�.
Na pierwsze pytanie nie znamy jeszcze odpowiedzi. Natomiast drugie pyta-
nie ma negatywn¡ odpowied¹, co poka»emy w najbli»szym ¢wiczeniu. W j¦-
zyku zªo»ono±ci obliczeniowej macierzy znaczy to, »e (dla pewnych rozmiarów
M ′,M ′′, N ′, N ′′) mo»na szybciej przybli»y¢ M ′N ′ oraz M ′′N ′′ jednocze±nie,
ni» gdyby przybli»a¢ je osobno (niezale»nie).

�wiczenie 17.3. Rozpatrzy dwa tensory:

• p′ = a1⊗b1⊗c1 +a1⊗b2⊗c2 +a2⊗b1⊗c3 +a2⊗b2⊗c4 ∈ C2⊗C2⊗C4

to tensor mno»enia macierzy 2 × 1 przez 1 × 2 (którego wynikiem jest
macierz 2× 2).

• p′′ = a3⊗b3⊗c5 +a4⊗b4⊗c5C2⊗C2⊗C1 to tensor mno»enia macierzy
1× 2 przez 2× 1 (którego wynikiem jest macierz 1× 1).

Poka», »e ranga brzegowa p′ jest równa 4, ranga brzegowa p′′ jest równa 2,
ale ranga brzegowa p′ + p′′ jest równa 5.

18 Przedªu»enia

W tym rozdziale udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 18.1 (...bibligra�a...). Niech X ⊂ PV b¦dzie domkni¦t¡ pod-
rozmaito±ci¡ nie zawart¡ w »adnej hiperpªaszczy¹nie. Wtedy I(σr(X))r = 0,
tzn nie ma równa« stopnia co najwy»ej r znikaj¡cych na σr(X).
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Aby to pokaza¢, opiszemy dokªadnie ideaª rozmaito±ci siecznych. Jako
wynik mocno teoretyczny, jest on maªo przydatny, ale akurat pozwala udo-
wodni¢ Twierdzenie 18.1.

Stwierdzenie 18.2. Niech X ⊂ PV b¦dzie domkni¦t¡ podrozmaito±ci¡ oraz
Φ ∈ SdV ∗. Φ ∈ I(σr(X))d wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x1, . . . , xr ∈
X̂, oraz podziaªu d = a1 + · · ·+ ar (gdzie ai ≥ 0) mamy Φy(xa11 · · ·xarr ) = 0.

Dowód. Φ nale»y do I(σr(X))d wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej kombi-
nacji liniowej dowolnych r punktów z X̂, warto±¢ Φ na tej kombinacji wynosi
0:

Φ ∈ I(σr(X))d ⇐⇒ ∀x1,...,xr∈X̂∀s1,...,sr∈C Φ(s1x1 + s2x2 + · · ·+ srxr) = 0

�w. 8.1(iv)⇐⇒ ∀x1,...,xr∈X̂∀s1,...,sr∈C Φy(s1x1 + s2x2 + · · ·+ srxr)
d = 0

⇐⇒ ∀x1,...,xr∈X̂∀s1,...,sr∈C
∑

a1+···+ar=d

(
d

a1, . . . , ar

)
sa11 · · · sarr · Φy(xa11 · · ·xarr ) = 0

⇐⇒ ∀x1,...,xr∈X̂∀a1+···+ar=d Φy(xa11 · · ·xarr ) = 0.

Poniewa» w stwierdzeniu wyst¦puje jedynie y elementów stopnia d (czyli
dualno±¢ mi¦dzy Sd = SdV i Td = SdV ∗), to mo»emy odwróci¢ rol¦ pier±cieni
S i T i rozwa»a¢ wªasno±¢ xa11 · · · xarr yΦ = 0. Czyli od teraz u»ywamy y w
odwrotn¡ stron¦, ni» w rozdziaªach 8, 9, 10, 11. To znaczy, ró»niczkujemy
element Td w kierunkach S1.

Stwierdzenie 18.3. Niech X ⊂ PV b¦dzie domkni¦t¡ podrozmaito±ci¡ nie
zawart¡ w »adnej hiperpªaszczy¹nie. Je±li Φ ∈ I(σr(X))d, to Sr−1yΦ ⊂
I(X)d−r+1 (czyli je±li d ≥ r − 1, to wszystkie ró»niczki Φ stopnia co naj-
wy»ej r − 1 znikaj¡ na X).

Oznacza to, »e ideaª I(σr(X)) jest zawarty w (r− 1)-wszym przedªu»eniu
ideaªu I(X).

Dowód. Je±li d < r − 1, to stwierdzenie jest trywialne. Zaªó»my wi¦c, »e
d ≥ r − 1.

Ze Stwierdzenia 18.2 dla a1 = · · · = ar−1 = 1 oraz ar = d− r + 1 mamy

∀x1,...,xr∈X̂x
d−r+1
r y(x1 · · ·xr−1yΦ) = 0.
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lub równowa»nie (zobacz �wiczenie 8.1(iv)):

∀x1,...,xr∈X̂ (x1 · · ·xr−1yΦ)(xr) = 0

⇐⇒ ∀x1,...,xr−1∈X̂ (x1 · · ·xr−1yΦ) ∈ I(X)d−r+1.

Z liniowo±ci y, poniewa» X̂ rozpina V , mo»emy u»ywa¢ zamiast xr−1 równie»
kombinacji liniowych, czyli równowa»nie:

∀x1,...,xr−2∈X̂ (x1 · · ·xr−2 · V yΦ) ⊂ I(X)d−r+1.

Kolejno mo»emy podmienia¢ xi na caªe V i otrzymamy warunek równowa»ny:

Sr−1V yΦ ⊂ I(X)d−r+1,

czego nale»aªo dowie±¢.

Z powy»szego stwierdzenia ªatwo wynika Twierdzenie 18.1:

Dowód Twierdzenia 18.1. Zaªó»my, »e Φ ∈ I(σr(X))r. Wtedy ze Stwierdze-
nia 18.3 mamy Sr−1yΦ ⊂ I(X)1 = 0. St¡d Φ = 0.

19 Spªaszczenia Younga i niezmiennik Aron-

holda� równania trzeciej rozmaito±ci siecz-

nych

Rozpatrujemy tensory w C3 ⊗C3 ⊗C3, z bazami kolejnych C3 oznaczanymi
odpowiednio a0, a1, a2, oraz b0, b1, b2 i c0, c1, c2, bazy dualne odpowiednio z
gwiazdkami ·∗. Wspóªrz¦dne na C3 ⊗ C3 ⊗ C3 oznaczamy przez φijk :=
a∗i ⊗ b∗j ⊗ c∗k. Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ macierz 9 × 9 zale»n¡ liniowo od
p ∈ C3 ⊗ C3 ⊗ C3:

M = M(p) :=

0 0 0 φ000 φ010 φ020 −φ001 −φ011 −φ021

0 0 0 φ100 φ110 φ120 −φ101 −φ111 −φ121

0 0 0 φ200 φ210 φ220 −φ201 −φ211 −φ221

−φ000 −φ010 −φ020 0 0 0 φ002 φ012 φ022

−φ100 −φ110 −φ120 0 0 0 φ102 φ112 φ122

−φ200 −φ210 −φ220 0 0 0 φ202 φ212 φ222

φ001 φ011 φ021 −φ002 −φ012 −φ022 0 0 0
φ101 φ111 φ121 −φ102 −φ112 −φ122 0 0 0
φ201 φ211 φ221 −φ202 −φ212 −φ222 0 0 0


.

Zwró¢my uwag¦, »e nie jest to macierz antysymetryczna.
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Twierdzenie 19.1. Dla tensorów postaci p = u⊗v⊗w, macierzM(u⊗v⊗w)
ma rz¡d co najwy»ej 2.

Dowód. Je±li u = u0a0+u1a1+u2a2 i analogicznie dla v, w, to φijk(u⊗v⊗w) =
uivjwk. Mamy wi¦c (blokowo):

M(u⊗ v ⊗ w) :=

 0 uivjw0 −uivjw1

−uivjw0 0 uivjw2

uivjw1 −uivjw2 0

 .

Ka»de 3 kolejne wiersze s¡ liniowo zale»ne, wi¦c rz¡d macierzy jest co naj-
wy»ej 3 oraz (pod warunkiem, »e u 6= 0) jest on równy rz¦dowi macierzy
3× 9:  0 vjw0 −vjw1

−vjw0 0 vjw2

vjw1 −vjw2 0

 .

Podobnie mo»emy zredukowa¢ kolumny (je±li v 6= 0) i rz¡d M jest równy
rz¦dowi nast¦puj¡cej macierzy 3× 3: 0 w0 −w1

−w0 0 w2

w1 −w2 0

 .

Ale to ju» jest macierz anty-symetryczna, wi¦c rz¡d jest parzysty, co ko«czy
dowód.

Wniosek 19.2. Trzecia rozmaito±¢ siecznych σ3(P2 × P2 × P2) jest zawarta
w zbiorze zer 7 × 7 minorów macierzy M . Czwarta rozmaito±¢ siecznych
σ4(P2 × P2 × P2) jest zawarta w zbiorze zer wyznacznika M .

�wiczenie 19.1. Poka», »e detM nie jest identycznie równy 0. W szczegól-
no±ci, σ4(P2×P2×P2) jest defektywna, a macierzM nie jest antysymetryczna
(nawet je±li pozamieniamy bazy).

Teraz przejdziemy na wariant symetryczny powy»szych stwierdze«, w któ-
rym to wariancie nieco ªatwiej jest powiedzie¢ wi¦cej. Rozpatrujemy wielo-
miany w S3C3, z baz¡ C3 oznaczon¡ x0, x1, x2, oraz baz¡ dualn¡ α0, α1, α2.
Wspóªrz¦dne na S3C3 oznaczamy przez ψijk, przy czym ψijk = ψkij itp. oraz
dla F ∈ S3C3 de�niujemy ψijk(F ) = αiαjαkyF . Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡
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macierz 9× 9 zale»n¡ liniowo od F ∈ S3C3:

M = M(F ) :=

0 0 0 ψ000 ψ010 ψ020 −ψ001 −ψ011 −ψ021

0 0 0 ψ100 ψ110 ψ120 −ψ101 −ψ111 −ψ121

0 0 0 ψ200 ψ210 ψ220 −ψ201 −ψ211 −ψ221

−ψ000 −ψ010 −ψ020 0 0 0 ψ002 ψ012 ψ022

−ψ100 −ψ110 −ψ120 0 0 0 ψ102 ψ112 ψ122

−ψ200 −ψ210 −ψ220 0 0 0 ψ202 ψ212 ψ222

ψ001 ψ011 ψ021 −ψ002 −ψ012 −ψ022 0 0 0
ψ101 ψ111 ψ121 −ψ102 −ψ112 −ψ122 0 0 0
ψ201 ψ211 ψ221 −ψ202 −ψ212 −ψ222 0 0 0


.

Zauwa»my, »e tym razem jest to macierz anty-symetryczna.

Twierdzenie 19.3. Dla wielomianów postaci F = `3, macierz M(`3) ma
rz¡d co najwy»ej 2.

Dowód. Je±li ` = u0x0 + u1x1 + u2x2, to ψijk(`3) = 6uiujuk. Mamy wi¦c
(blokowo):

M(`3) := 6

 0 uiuju0 −uiuju1

−uiuju0 0 uiuju2

uiuju1 −uiuju2 0

 .

Ka»de 3 kolejne wiersze s¡ liniowo zale»ne, wi¦c rz¡d macierzy jest co naj-
wy»ej 3. Ale jest to macierz anty-symetryczna, wi¦c rz¡d jest parzysty, co
ko«czy dowód.

Wniosek 19.4. Trzecia rozmaito±¢ siecznych σ3(v3(P2)) jest zawarta w zbio-
rze zer 8× 8 Pfa�anów macierzy M .

�wiczenie 19.2. Poka», »e dimσ3(v3(P2)) = 8, czyli σ3(v3(P2)) ⊂ P9 jest
hiperpowierzchnia. Poka», »e 8 × 8 Pfa�any macierzy M nie s¡ wszystkie
równe identycznie 0.

Przywoªamy (bez dowodu) nast¦puj¡ce stwierdzenie z geometrii algebra-
icznej.

Stwierdzenie 19.5 ([Hart77, Prop. I.1.13, Exercise I.2.8]). Je±li Y ⊂ Pn
jest domkni¦t¡ podrozmaito±ci¡ (algebraiczn¡) wymiaru n − 1, to I(Y ) jest
generowany przez jeden wielomian jednorodny.

Wniosek 19.6. Ideaª I(σ3(v3(P2))) jest generowany przez jeden wielomian
jednorodny stopnia 4, który jest jednym z 8× 8 Pfa�anów macierzy M .

42



Dowód. Zgodnie ze Stwierdzeniem 19.5 oraz �wiczeniem 19.2, rozpatrywany
ideaª I(σ3(v3(P2))) jest generowany przez jeden wielomian jednorodny Φ pew-
nego stopnia d. Z Twierdzenia 18.1 wynika, »e d ≥ 4, a z drugiej strony,
wiemy, »e 8× 8 Pfa�any M s¡ niezerowe i nale»¡ do ideaªu, wi¦c d = 4. W
szczególno±ci, wszystkie Pfa�any musz¡ by¢ równe cΦ dla pewnej staªej c i
mo»na przyj¡¢, »e Φ jest jednym z tych Pfa�anów.

Z dziedziczenia (Twierdzenie 7.4 oraz symetryczny wariant) otrzymujemy
opis trzeciej rozmaito±ci siecznych do v3(Pn):

σ3(v3Pn) = Subsym3 ∩
⋂
π

(S3π)−1(Z(Φ)),

gdzie π : Cn+1 → C3 jest dowolnym rzutowaniem, a Φ jest jednym z 8 × 8
Pfa�anów macierzy M .

Dowód analogicznych stwierdze« dla σ3(Pa×Pb×Pc) jest bardziej skom-
plikowany.

20 Do dodania

Przykªady.
Referencje do twierdze« w ksi¡»kach.
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