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1 Przypomnienie z poprzedniego wykªadu

Stwierdzenie 1.1 (Lemat o Abiegunowo±ci). Niech P ∈ SdV , oraz niech
R = {[`1], . . . , [`r]} ⊂ PV b¦dzie sko«czonym podzbiorem. Wtedy mamy rów-
nowa»no±¢:

[P ] ∈ 〈vd(R)〉 ⇐⇒ ∃ci∈C P = c1`
d
1 + · · ·+ cr`

d
r ⇐⇒ I(R) ⊂ P⊥.

Teraz S := C[x, y], a T := C[α, β].

Lemat 1.2. Niech I ⊂ T bedzie ideaªem jednorodnym. Je±li HT/I(i − 1) <
HT/I(i) (lub równowa»nie HI(i− 1) ≥ HI(i)), to I≤i = 0.

Lemat 1.3. Niech K ⊂ Ti b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wielomianów jedno-
rodnych stopnia i. Je±li K ·T1 ⊂ Ti+1 ma wymiar o jeden wi¦kszy ni» wymiar
K, oraz wielomiany z K nie maj¡ wspólnego dzielnika, to K = Ti.

2 Przykªad: formy w dwóch zmiennych, ci¡g

dalszy

Lemat 2.1. Niech I ⊂ T bedzie ideaªem jednorodnym.

(i) Je±li HT/I(i− 1) = HT/I(i), to istnieje r ≤ i, Ψ ∈ Tr, takie, »e Ii−1 =
ΨTi−1−r oraz Ii = ΨTi−r.

(ii) Je±li I = (Θ1,Θ2) oraz Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników, to
HT/I = (1, 2, 3, . . . , r−2, r−1, r, r, r, . . . , r, r−1, r−2, . . . , 3, 2, 1, 0 . . . ),
gdzie r = min(deg Θ1, deg Θ2).
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Dowód. Zaªó»my najpierw HT/I(i− 1) = HT/I(i), czyli

dim(Ii−1T1) ≤ dim Ii = dim Ii−1 + 1.

Je±li Ii−1 = 0, to Ii jest rozpi¦te przez jeden wielomian Ψ, który speªnia
tez¦ lematu. Zaªó»my wi¦c, »e Ii−1 6= 0. Z Lematu 1.2 wiemy wi¦c, »e
dim Ii 6= dim Ii−1 oraz dim(Ii−1T1) 6= dim Ii−1. St¡d dim(Ii−1T1) = dim Ii =
dim Ii−1 + 1 oraz Ii−1T1) = Ii. Niech Ψ b¦dzie najwi¦kszym wspólnym dziel-
nikiem wielomianów z Ii−1. Korzystamy z Lematu 1.3 dla K = Ii−1/Ψ i
otrzymujemy K = Ti−1−deg Ψ, czego nale»aªo dowie±¢.

Je±li natomiast I = (Θ1,Θ2) oraz Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielni-
ków, powiedzmy r = deg Θ1 ≤ deg Θ2. W stopniach ni»szych ni» r nie ma
generatorów, wi¦c mamy funkcj¦ Hilberta T . W stopniu r mamy pierwszy
generator, wi¦c od tego momentu funkcja Hilberta jest nierosn¡ca na mocy
Lematu 1.2. Z drugiej strony, a» do stopnia deg Θ2, jedyne wielomiany w I
to te z Θ1 · T , wi¦c funkcja Hilberta jest staªa. Nast¦pnie w deg Θ2 spada
o jeden. Potem ju» musi by¢ malej¡ca: jak nie, to na mocy pierwszej cz¦±ci
Lematu mamy wspólny dzielnik Θ1 i Θ2. Znowu nie mo»e male¢ o wi¦cej
ni» jeden na raz, gdy» w ideale mamy wyª¡cznie kombinacje liniowe Θ1 · T i
Θ2 · T .

Twierdzenie 2.2. Dla dowolnego P ∈ Td, mamy P⊥ = (Θ1,Θ2), gdzie Θ1 i
Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników. Co wi¦cej, deg Θ1 + deg Θ2 = d+ 2.

Dowód. Niech Θ1 b¦dzie generatorem P⊥ najni»szego stopnia, oraz I = (Θ1),
A = T/I. Wtedy HA = (1, 2, 3, . . . , r − 1, r, r, r, r, . . . ), gdzie r = deg Θ1.
Niech q b¦dzie najmniejszym stopniem takim, »e HAP

6= HA. Mamy q ≥ r,
niech Θ2 ∈ (P⊥)q \ Iq. U»ywaj¡c symetrii,

HAP
= (1, 2, 3, . . . , r − 1, r, r, . . . , r, r, r − 1, r − 2, . . . , 2, 1, 0, . . . ),

wi¦c q = d−r+2. Je±li Θ1 i Θ2 maj¡ wspólny dzielnik Φ, to (P⊥)d ⊃ (Φ)d =
Φ · Td−deg Φ, wi¦c Φ ∈ P⊥, sprzeczno±¢. Czyli Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych
dzielników i porównuj¡c funkcje Hilberta T/(Θ1,Θ2) i T/P⊥ otrzymujemy
tez¦.

Stwierdzenie 2.3 (Twierdzenie Bertini'ego, w najprostszej wersji). Je±li
Θ1,Θ2 s¡ dwoma wielomiany jednorodne stopni d1 ≤ d2 bez wspólnych dziel-
ników, to dla ka»dego d ≥ d2 istnieje niezerowy Φ ∈ (Θ1,Θ2)d, który nie
ma wielokrotnych dzielników liniowych (czyli rozkªada si¦ na iloczyn parami
nieproporcjonalnych form liniowych). Co wi¦cej, takich Φ jest niesko«czenie
wiele, jest to zbiór otwarty g¦sty w (Θ1,Θ2)d.
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Dowód. Mo»na domno»y¢ Θ1 przez pot¦g¦ formy liniowej, która nie dzieli
Θ2, i zaªo»y¢, »e d1 = d2.

Tymczasowo odjednorodniamy oba wielomiany podstawiaj¡c np. β = 1,
robi¡c z nich wielomiany jednej zmiennej. Dowodzimy, »e istniej¡ a, b ∈ C
takie, »e aΘ1 + bΘ2 nie ma podwójnego zera, czyli dla pewnych a, b ukªad:{

aΘ1 = −bΘ2

bΘ′2 = −aΘ′1

nie ma rozwi¡za«. Wymna»aj¡c stronami otrzymujemy ab(Θ1Θ′2 −Θ2Θ′1) =
0. Θ1Θ′2 − Θ2Θ′1 = 0 oznacza, »e pochodna ilorazu Θ1

Θ2
jest równa zero.

Poniewa» Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych dzielników, to iloraz nie jest staªy,
wi¦c znikanie pochodnej ilorazu mo»e zachodzi¢ tylko w sko«czenie wielu
punktach t1, . . . , tl (niezale»¡cych od a, b).

Wró¢my do sytuacji jednorodnej. Poniewa» Θ1 i Θ2 nie maj¡ wspólnych
dzielników, to jaka± ich kombinacja liniowa (ró»na od Θ1 i Θ2) nie znika w
»adnym z punktów (t1, 1), . . . , (tl, 1), (1, 0). Ta kombinacja liniowa nie ma
wielokrotnych pierwiastków.

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie Sylvestera). Niech P b¦dzie wielomianem
jednorodnym dwóch zmiennych, a r = maxHAP

. Wtedy

• Ranga brzegowa P wynosi r.

• Ranga P wynosi r albo d+ 2− r, przy czym:

� Ranga P wynosi r je±li generator P⊥ stopnia r nie ma wielokrot-
nych pierwiastków. W tym przypadku, je±li 2r < d + 2, rozkªad
minimalny jest jednoznaczny (z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci i prze-
skalowa«).

� Ranga P wynosi d+ 2− r je±li generator P⊥ stopnia r ma wielo-
krotne pierwiastki. W tym przypadku rozkªad minimalny nie jest
wyznaczony jednoznacznie.

Dowód. Liczba r = maxHAP
jest ograniczeniem dolnym na rang¦, wi¦c te»

na rang¦ brzegow¡, gdy» warunek HAP
(i) ≤ r jest znikaniem minorów po-

chodz¡cych od spªaszcze« SdV → SiV ⊗ Sd−iV .
Anihilator P⊥ = (Θ1,Θ2), gdzie deg Θ1 = r, a deg Θ2 = d + 2 − r. Je±li

Θ1 nie ma wielokrotnych pierwiastków, to dla R = Z(Θ1) mamy I(R) = (Θ1)
i I(R) ⊂ P⊥. Z Lematu o Abiegunowo±ci (zobacz Stwierdzenie 1.1) mamy
P ∈ 〈vd(R)〉, wi¦c ranga P jest co najwy»ej r = #R. Tak»e ranga brzegowa
musi by¢ co najwy»ej r, wi¦c obie s¡ równe r. O ile r < d+ 2− r, to I(Θ1) i
R s¡ wyznaczone jednoznacznie.
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Je±li Θ1 ma wielokrotny dzielnik, to mo»emy przybli»y¢ Θ1 przez wielo-
miany Ψt tego samego stopnia r, które nie maj¡ wielokrotnych pierwiastków.
Wtedy de�nijemy Rt = Z(Ψ(t)) i sprawdzamy, »e P ∈ limt〈vd(Rt)〉. St¡d
ponownie ranga brzegowa P jest równa r.

Natomiast, aby policzy¢ rang¦ P , szukamy ideaªu I = (Φ), dla jedno-
rodnego Φ stopnia i, takiego, »e Φ nie ma wielokrotnych pierwiastków, ale
I(Φ) ⊂ P⊥, czyli Φ ∈ P⊥. Je±li i < d + 2 − r, to ka»dy element stop-
nia i w P⊥, jest podzielny przez Θ1, wi¦c ma pierwiastek wielokrotny. St¡d
i ≥ d+2−r. Ale i = d+2−r wystarczy na mocy Stwierdzenia 2.3 (Twierdze-
nia Bertini'ego). W tej sytuacji wybór (Φ) jest dowolny z otwartego g¦stego
podzbioru w P⊥d+2−r, niejednoznaczny, wi¦c rozkªad te» nie jest jednoznaczny.

Wniosek 2.5. Dla 2r ≤ d+ 2 mamy

σr(vd(P1)) =
{

[P ] ∈ SdC2 | R(P ) ≤ r lub R(P ) ≥ d+ 2− r
}
.
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