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1 Równania rozmaito±ci siecznych

Zaªó»my, »e mamy wªo»enie liniowe i : PW → PW ′, takie, »e X ⊂ PW
zanu»a w X ′ ⊂ PW ′. Wtedy σr(X) ⊂ σr(X

′). Ponadto, je±li wiemy co± o
równaniach σr(X

′), to wiemy to samo o równaniach σr(X). To znaczy, je±li
f jest wielomianem (jednorodnym) znikaj¡cym na σr(X

′) to f znika te» na
σr(X

′).
Zaªó»my, »e mamy wªo»enie liniowe i : W → A ⊗ B, takie, »e X ⊂ PW

zanu»a w PA× PB. Niech M b¦dzie macierz¡ ze wspóªrz¦dnymi (A⊗B)∗:

M :=


x11 x12 . . . x1b
x21 x22 . . . x2b
...
xa1 xa2 . . . xab


Odwzorowanie liniowe i indukuje dualne odwzorowanie i∗ : (A⊗B)∗ → W ∗,
po prostu obci¦cie form liniowych do podprzestrzeni liniowych. Niech `kl :=
i∗xkl oraz MW := i∗M :

M :=


`11 `12 . . . `1b
`21 `22 . . . `2b
...
`a1 `a2 . . . `ab


Mamy σr(X) ⊂ σr(Seg(PA×PB)) oraz minory (r+1)× (r+1) macierzy M
znikaj¡ na σr(Seg(PA × PB)), wi¦c minory (r + 1) × (r + 1) macierzy MW

znikaj¡ na σr(X).

Przykªad 1.1 (spªaszczenia ogólnych tensorów). W = A⊗B⊗C, i = id: A⊗
B ⊗ C → A⊗ (B ⊗ C), X = Seg(PA× PB × PC) ↪→ Seg(PA× P(B ⊗ C)).
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Przykªad 1.2 (spªaszczenia tensorów symetrycznych). W = SdV , i : SdV ↪→
Sd−kV ⊗ SkV . X = vd(PV ) ↪→ Seg(P(Sd−kV )× SkV ).

De�nicja 1.3. Rozmaito±ci podprzestrzeniowe (ang. subspace varieties), to:

Suba,b,c,... = Suba,b,c,...(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ) ⊂ P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · )

Suba,b,c,... :=


[T̂ ] | ∃A′ ⊂ A,B′ ⊂ B,C ′ ⊂ C, . . . takie, »e
dimA′ ≤ a, dimB′ ≤ b, dimC ′ ≤ c, . . . oraz

T̂ ∈ A′ ⊗B′ ⊗ C ′ ⊗ · · ·


lub dla tensorów symetrycznych:

Subsyma = Subsyma (SdA) ⊂ P(SdA)

Subsyma :=

{
[P̂ ] | ∃A′ ⊂ A takie, »e

dimA′ ≤ a oraz P̂ ∈ SdA′

}
�wiczenie 1.1. Ustalmy r ∈ N oraz d przestrzeni wektorowych A,B,C, . . .
Poka», »e:

(i) Je±li T ∈ P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ) i R(T ) ≤ r to T ∈ Subr,r,r,....

(ii) Suba,b,c,... jest domkni¦tym podzbiorem P(A⊗B ⊗ C ⊗ · · · ).

(iii) σr(PA× PB × PC × · · · ) ⊂ Subr,r,r,....

(iv) Suba,b,c,... jest zbiorem zer (a+ 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze«
A ⊗ (B ⊗ C ⊗ · · · ), (b + 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze« B ⊗
(A⊗ C ⊗ · · · ), (c+ 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze« C ⊗ (A⊗
B ⊗ · · · ),. . .

I analagiczne ¢wiczenie w przypadku symetrycznym:

�wiczenie 1.2. Ustalmy r, d ∈ N oraz przestrze« wektorow¡ A. Poka», »e:

(i) Je±li P ∈ P(SdA) i R(P ) ≤ r to P ∈ Subsymr .

(ii) Subsymr jest domkni¦tym podzbiorem P(SdA).

(iii) σr(vd(PA)) ⊂ Subsymr .

(iv) Subsymr jest zbiorem zer (r + 1)-minorów pochodz¡cych od spªaszcze«
SdA ↪→ A⊗ (Sd−1A).

Dziedziczenie (ang. inheritance).
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Twierdzenie 1.4. Niech r < dimA oraz b := dimB, c := dimC,. . .Roz-
wa»my liniowe rzutowania π : A→ Cr. Mamy:

σr(PA× PB × PC × · · · ) = Subr,b,c,... ∩
⋂
π

π−1(σr(Pr−1 × PB × PC × · · · )).

(Wystarczy rozwa»a¢ rzutowania π po wspóªrz¦dnych.)

Dowód...
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