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1 Rozmaito±ci siecznych i ranga brzegowa

Ustalmy domkni¦ty zbiór X̂ ⊂ W , niezmienniczy ze wzgl¦du na przeskalowa-
nia. Dodatkowo, zakªadamy X̂, »e jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡, czyli zbiorem
domkni¦tym w W , który mo»na opisa¢ równaniami wielomianowymi.

Z tych dwóch zaªo»e« wynika, »e X̂ jest sto»kiem a�niczym rzutowej
rozmaito±ci X ⊂ PW , z któr¡ jest znacznie wygodniej pracowa¢, gdy» ma
wªasno±ci zwartej przestrzeni topologicznej. To znaczy,

X = (X̂ \ 0)/C∗ ⊂ PW = (W \ 0)/C∗.

Od tej pory b¦dziemy rozwa»a¢ rozmaito±¢ rzutow¡ X ⊂ PW , a odpowia-
daj¡ce obiekty (liniowe/a�niczne) w W b¦d¡ oznaczane daszkiem ,̂ a notacja
i sformuªowania twierdze« b¦d¡ gªównie w wersji rzutowej. Dla uproszczenia
mo»na mie¢ na uwadze przykªady Veronese i Segre, tzn.:

(i) rozmaito±¢ Veronese

vd(PV ) ⊂ P(SdV ), vd(PV ) =
{
[ld] : l ∈ V

}
, oraz

(ii) rozmaito±¢ Segre

Seg = Seg(PA× PB × PC) ⊂ P(A⊗B ⊗ C),
Seg = {[a⊗ b⊗ c] : a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} ,

ewentualnie z inn¡ liczb¡ czynników.

Mo»emy zastosowa¢ de�nicj¦ X-rangi równie» do p ∈ PW , a wi¦c rX(p)
jest minimaln¡ liczb¡ caªkowit¡ r, tak¡, »e p ∈ 〈x1, . . . , xr〉 dla pewnych xi ∈
X. Tu 〈R〉 oznacza rozpi¦cie rzutowej przestrzeni liniowej, czyli najmniejszej
podprzestrzeni Pk ⊂ PW zawieraj¡cej R.
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De�niujemy r-t¡ rozmaito±¢ siecznych rozmaito±ci X jako domkni¦cie
sumy wszystkich podprzestrzeni linowych rozpi¦tych przez r punktów z X:

σr(X) :=
⋃
{〈x1, . . . , xr〉 : xi ∈ X} ⊂ PW.

Rozmaito±¢ siecznych jest wi¦c domkni¦ciem zbioru punktów rangi co najwy-
»ej r. W szczególno±ci proste styczne do X s¡ granicami prostych siecznych,
zatem punkty zanurzonej przestrzeni stycznej do X w gªadkim punkcie za-
wieraj¡ si¦ w σ2(X), jednak zwykle punkty tam»e maj¡ rang¦ wy»sz¡ ni»
2.

Wobec tego straty�kacjaW przez rang¦ mo»e by¢ bardzo skomplikowana.
Jest to motywacj¡ dla przyj¦cia nast¦puj¡cej de�nicji. Niech p ∈ PW (lub
p ∈ W ). De�niujemy rX(p) jako X-rang¦ brzegow¡ punktu p, czyli mini-
maln¡ liczb¦ naturalna r, tak¡, »e p ∈ σr(X) (lub [p] ∈ σr(X), gdzie [p] ∈ PW
jest klas¡ p ∈ W w przestrzeni rzutowej; przyjmujemy, »e rX(p) = rX(p) = 0,
gdy p = 0). Innymi sªowy, X-ranga brzegowa punktu p to najmniejsza liczba
natularna r taka, »e p przybli»a si¦ przez kombinacje liniowe r punktów z
X. Zawsze rX(p) ≤ rX(p). W wielu zastosowaniach wystarczaj¡cy jest
przybli»ony wynik, wi¦c X-ranga brzegowa jest interesuj¡c¡ i wa»n¡ wiel-
ko±ci¡. Jako przykªad wró¢my do mno»enia macierzy: dobre ograniczenie
na X-rang¦ brzegow¡ mo»e posªu»y¢ do szybkiego pomno»enia macierzy z
dowolnie zadan¡ dokªadno±ci¡. Dlatego wa»ne jest bada¢ kryteria, które po-
zwol¡ szacowa¢ rang¦ brzegow¡.

Kluczowy (elementarny) przykªad:

Przykªad 1.1. Je±liX = Seg(PA×PB), to zbiór tensorówX-rangi co najwy»ej
r jest domkni¦ty, wi¦c X-ranga jest równa X-randze brzegowej.

Ogólnie ranga i ranga brzegowa rzadko s¡ sobie równe na caªej przestrzeni
rzutowej PW .

Wa»ne problemy:

Problem 1.2. Ustalmy X ⊂ PW .

• Jaki jest wymiar r-tej rozmaito±ci siecznych? W szczególno±ci, jakie
jest najmniejsze r, takie, »e σr(X) = PW?

• Jakie s¡ równania opisuj¡ce σr(X) ⊂ PW?

• Dla p ∈ σr(X), jaka mo»e by¢ jego ranga?

S¡ to cz¦sto trudne pytania, ale w szczególnych sytuacjach mo»na co±
konkretnego powiedzie¢. Na razie wyja±nimy, co te pytania oznaczaj¡.
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2 Geometria algebraiczna

Uwaga 2.1. Aby twierdzenia geometrii algebraicznej powi¡zane z rozmaito-
±ciami siecznych miaªy r¦ce i nogi, potrzeba zaªo»y¢, »e ciaªo bazowe jest
algebraicznie domkni¦te. Jak nie (na przykªad nad R), to z punktu widzenia
tej tematyki wi¦cej sensu ma mówienie o rozmaito±ciach semi-algebraicznych,
czyli takich, które s¡ opisane przez równania wielomianowe i nierówno±ci wie-
lomianowe, np. koªo x2 + y2− z2 ≤ 0 w przestrzeni rzutowej RP2. Jednak»e,
tym tematem nie b¦dziemy si¦ tutaj zajmowa¢.

Ustalmy PW przestrze« rzutow¡. Pier±cie« wspóªrz¦dnych jednorodnych
PW to pier±cie« wielomianów T w dimW zmiennych. Zmienne interpretu-
jemy jako funkcje liniowe na W , wi¦c S =

⊕∞
i=0 S

iW ∗. Je±li f ∈ S to f
jest funkcj¡ (wielomianow¡) W → C, ale nie wyznacza funkcji PW → C.
Je±li f ∈ S jest jednorodne, tzn f ∈ SiW ∗, to mamy dobrze okre±lony zbiór
zer f , jako podzbiór w przestrzeni rzutowej PW . Dla dowolnego podzbioru
X ⊂ PW mo»emy rozpatrywa¢

I(X) =
∞⊕
i=0

{
f ∈ SiW ∗ : f |X = 0

}
.

Jest to jednorodny ideaª w pier±cieniu wielomianów S. Z drugiej strony, dla
dowolnego ideaªu jednorodnego I ⊂ S, mo»emy rozpatrywa¢ zbiór zer I:

Z(I) =
{
x ∈ PW : ∀i∀f ∈ Ii ⊂ SiW, f(x) = 0

}
.

Mo»e si¦ zda»y¢, »e Z(I) jest przywiedlne, to znaczy jest sum¡ dwóch do-
mkni¦tych podzbiorów postaci Z(I) = Z(I1)∪Z(I2) (w nietrywialny sposób,
to znaczy Z(I1) 6= Z(I) oraz Z(I2) 6= Z(I)). Ka»dy zbiór Z(I) mo»na roz-
ªo»y¢ na sum¦ podzbiorów nieprzywiedlnych (czyli takich, które nie maj¡
nietrywialnego rozkªadu Z(I) = Z(I1) ∪ Z(I2)).

Rozmaito±¢ rzutowa, to nieprzywiedlny zbiór X = Z(I) dla pewnego
ideaªu I ⊂ S. Przez równania rozmaito±ci X rozumiemy generatory ideaªu
I, takiego, »e Z(I) = X. (S¡ to tak zwane teorio-zbiorowe równania X,
mo»na te» rozwa»a¢ ideaªowe równania, czyli po prostu generatory I(X).)

Uwaga na boku (na przyszªo±¢): Je±li X jest rozmaito±ci¡, to I(X) jest
ideaªem pierwszym.

Je±li W ′ ⊂ W jest podprzestrzeni¡ liniow¡, to mamy naturalnie PW ′ ⊂
PW . Jest to podrozmaito±¢ i I(PW ′) jest generowane przez funkcje liniowe,
te same, które de�niuj¡W ′ ⊂ W jako podprzestrze« liniow¡. PW ′ nazywamy
liniow¡ podprzestrzeni¡ rzutow¡, lub po prostu po podprzestrzeni¡ liniow¡.
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Stwierdzenie 2.2. Ka»da rozmaito±¢ rzutowa X ma otwarty g¦sty podzbiór

punktów gªadkich. To znaczy, istnieje otwarty g¦sty podzbiór X0 ⊂ X taki, »e

X0 jest rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡, a dokªadniej rozmaito±ci¡ holomor�czn¡.

De�nicja 2.3. Wymiar X oznaczamy przez dimX i jest to zespolony wymiar

X0.

Uwaga 2.4. X0 jest spójne, gdy» X jest nieprzywiedlne i rozpatrujemy roz-
maito±ci zespolone. Dlatego taka de�nicja jak wy»ej ma sens i jest dobrze
okre±lona. Nad dowolnym ciaªem wymiar mo»na zde�niowa¢ algebraicznie, i
potem udowodni¢, co± podobnego do podanej de�nicji.

Dla p̂ ∈ W , odpowiadaj¡cego mu p ∈ PW , oraz jednorodnego wielomianu
f ∈ S mo»emy rozpatrywa¢ Dp̂f ∈ W ∗ = S1W ∗ ⊂ S ró»niczk¦ f w punkcie
p. Je±li S = C[x0, x1, . . . , xn] (gdzie n = dimX), to

Dp̂f =
∂f

∂x0
(p̂) · x0 + · · ·+

∂f

∂xn
(p̂) · xn.

Dla ustalonego p̂ jest to funkcja liniowa na W . Ponadto, je±li λ ∈ C oraz
deg f = i > 0 (f jest jednorodne!), to Dλp̂f = λi−1Dp̂f . W szczególno±ci,
Z(Dp̂f) zale»y tylko od klasy [p̂] = p ∈ PW . Je±li dla uproszczenia ozna-
czamy Z(Dpf).

De�nicja 2.5. Przestrzenie styczne. Niech I(X) ⊂ S b¦dzie ideaªem rozma-

ito±ci X ⊂ P(W ). Wybierzmy x ∈ X0.

• A�niczna przestrze« styczna to liniowa podprzestrze« T̂xX ⊂ W , zde-

�niowana przez znikanie funkcji liniowych Z(Dxf : f ∈ I(X)).

• Rzutowa przestrze« styczna to liniowa podprzestrze« rzutowa PTxX ⊂
PW , zde�niowana przez znikanie tych samych funkcji liniowych Z(Dxf :
f ∈ I(X)).

Pierwsze wªasno±ci:

(i) P(T̂xX) = PTxX.

(ii) Dla x ∈ X0, mamy dimX = dimPTxX = dim T̂xX − 1.
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