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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiprzykªad: gra parzysto±ci
Ewa
Adam7 289 2 57 4Ewa wygrywa wtw najwi¦ksza liczba wyst¦puj¡ca niesko«czeniecz¦sto jest parzysta. Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiGryC = zbiór kolorówGra = arena + warunek zwyci¦stwaArena:G = (PosA,PosE ,Mov) gdzie Pos = PosA ∪ PosE ,Mov ⊆ Pos× Pos× (C ∪ {ε})Warunek zwyci¦stwa:Podzbiór W ⊆ Cω; zakªadamy, »e jest niezale»ny od pre�ksu, t.j.u ∈W ⇐⇒ cu ∈WEryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiRozgrywki i strategieRozgrywka π to (sko«czony lub niesko«czony) ci¡g kolejnychruchów: source(πn+1) = target(πn).PlayE � rozgrywki sko«czone, ko«cz¡ce si¦ w pozycji EwyStrategi¡ dla Ewy nazywamy funkcj¦ cz¦±ciow¡ s : PlayE → Movmówi¡c¡, co Ewa powinna zrobi¢ w danej sytuacji (obecna pozycja,historia gry).Strategia s jest wygrywaj¡ca dla Ewy je±li Ewa wygrywa ka»d¡rozgrywk¦ zgodn¡ z s.Strategia s jest pozycyjna je±li s(π) zale»y tylko do target(π).Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiDeterminacja
Gra (G ,W ) jest zdeterminowana je±li dla ka»dej pozycjipocz¡tkowej jeden z graczy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡. (Niewszystkie gry niesko«czone s¡ zdeterminowane.) Je±li gra jestzdeterminowana, mamy Pos = WinE ∪WinA i strategie sE i sAwygrywaj¡ce z pozycji ze zbiorów WinE i WinA.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiPóªpozycyjna determinacja
Warunek zwyci¦stwa W jest (sko«czenie) póªpozycyjny, je±li dlaka»dej (sko«czonej) areny, dla ka»dej pozycji albo Ewa mapozycyjn¡ strategi¦ wygrywaj¡c¡, albo Adam ma strategi¦wygrywaj¡c¡.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiwarunki Büchi i co-Büchi
S ⊆ CWarunek Büchi: WBS = C ∗(SC )ωEwa chce, by kolory z S pojawiaªy si¦ niesko«czenie cz¦sto.Warunek co-Büchi: WB ′S = C ∗(C − S)ωEwa chce, by kolory z S pojawiaªy si¦ tylko sko«czenie cz¦sto.Warunki Büchi i co-Büchi s¡ pozycyjne.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wyniki. . . i ich sumaSuma. C = {a, b, c},W = WB ′{a} ∪WB ′{b}. Ewa chce, by conajmniej jedna z liter a i b pojawiaªa si¦ tylko sko«czenie wiele razy.Dlaczego póªpozycyjny: Je±li Ewa mo»e wygra¢, to mo»e onaunika¢ jednej konkretnej z dwóch liter a i b, co mo»na osi¡gn¡¢przy u»yciu strategii pozycyjnej.Dlaczego nie pozycyjny: Aa bEryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikin kolejnych liter aNast¦pny przykªad. C = {a, b}, Ewa chce, by an pojawiaªo si¦tylko sko«czenie wiele razy.Dlaczego póªpozycyjny: Je±li Ewa mo»e wygra¢, to mo»e wygra¢zawsze zachowuj¡c si¦ tak, jakby byªa w najgorszej mo»liwejsytuacji (czyli liczba liter a, które ostatnio si¦ pojawiªy, byªa jaknajwi¦ksza). To mo»na zrobi¢ przy u»yciu strategii pozycyjnej.Dlaczego nie pozycyjny: Aan−1b ban−1Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikiZnane wyniki o (pozycyjnej) determinacjiTwierdzenie[Martin, 1975] Borelowskie warunki zwyci¦stwa s¡zdeterminowane.Twierdzenie[Emerson-Jutla, Mostowski 1991] Warunek parzysto±ciWPn = {w ∈ {0, . . . , n}ω : 2| lim supn→∞ wn} (1)jest pozycyjny.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikic.d.
Twierdzenie[Ehrenfeucht, Mycielski 1979] Gry z wypªat¡ ±redni¡ s¡sko«czenie pozycyjne.
Twierdzenie[Klarlund 1992] Warunki Rabina s¡ póªpozycyjne.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Przykªady gier niesko«czonychDe�nicjePrzykªady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnychZnane wynikic.d.Twierdzenie[Colcombet, Niwi«ski 2006] Warunek zwyci¦stwa(niezale»ny od pre�ksu) W ⊆ Cω jest pozycyjny wtw gdy jestuogólnionym warunkiem parzysto±ci, tzn. równowa»ny z warunkiemparzysto±ci przez zamian¦ nazw kolorów.(To twierdzenie dziaªa w sytuacji, gdy kolory przypisujemykraw¦dziom. Je±li kolory przypisujemy wierzchoªkom, to jest wi¦cejwarunków pozycyjnych.)Twierdzenie[Gimbert, Zielonka 2005] Warunek zwyci¦stwaW ⊆ Cω jest sko«czenie pozycyjny wtw zwyci¦zca mo»e wygra¢u»ywaj¡c strategii pozycyjnej dla ka»dej areny, w której wszystkiepozycje nale»¡ do tego samego gracza.Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Warunki wkl¦sªeWarunki monotoniczne
Przykªadywarunkówpóªpozycyjnych
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Warunki wkl¦sªeWarunki monotoniczneWkl¦sªo±¢Warunek W jest wypukªy gdy dla wszystkich ci¡gów sªów (un),un ∈ C ∗, je±liu1u3u5u7 . . . ∈W ,u2u4u6u8 . . . ∈W ,to u1u2u3u4 . . . ∈W .Warunek zwyci¦stwa jest wkl¦sªy gdy jego dopeªnienie jestwypukªe.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Warunki wkl¦sªeWarunki monotoniczneWkl¦sªo±¢
Twierdzenie Wkl¦sªe warunki zwyci¦stwa s¡ sko«czeniepóªpozycyjne.Przykªad. Warunki parzysto±ci s¡ i wkl¦sªe, i wypukªe.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Warunki wkl¦sªeWarunki monotoniczneAutomaty monotoniczneWarunkiem monotonicznym nazywamy warunek WMA = Cω − LωA,gdzie LA jest j¦zykiem rozpoznawanym przez automatmonotoniczny, czyli deterministyczny automat sko«czony zmonotoniczn¡ funkcj¡ przej±cia.Zbiór stanów Q = {0, . . . , n};0 jest stanem pocz¡tkowym, n jest jedynym stanem akceptuj¡cym,Funkcja przej±cia σ jest monotoniczna, t.j. je±li q ­ q′, to
σ(q, c) ­ σ(q′, c).Przykªady warunków monotonicznych: Ewa wygrywa, gdy tylkosko«czenie wiele razy pojawia si¦ jeden z nast¦puj¡cych ci¡gów: an,an−1b, ban−1.Twierdzenie Warunki monotoniczne s¡ póªpozycyjne.Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwa

Ogólne wªasno±cipóªpozycyjnychwarunków zwyci¦stwa
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaPodstawowe narz¦dzia

Twierdzenie Niech W ⊆ Cω b¦dzie warunkiem zwyci¦stwa takim,»e dla ka»dej niepustej areny G nad C , istnieje pozycja v ∈ G taka,»e w grze (G ,W ) albo Ewa ma pozycyjn¡ strategi¦ wygrywaj¡c¡ zv , albo Adam ma dowoln¡ strategi¦ wygrywaj¡c¡ z v .Wówczas W jest póªpozycyjny.Powy»sze twierdzenie ma odpowiedniki dla innych typówdeterminacji.
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaRozszerzanie warunkami BüchiTwierdzenie Niech W ⊆ Cω b¦dzie póªpozycyjnym warunkiemzwyci¦stwa, i S ⊆ C . Wówczas W ∪WBS jest równie»póªpozycyjnym warunkiem zwyci¦stwa.Ewa wygrywa gdy wygra zgodnie z W albo gdy kolory z Swyst¦puj¡ niesko«czenie cz¦sto.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaRozszerzanie warunkami BüchiTwierdzenie Niech W ⊆ Cω b¦dzie póªpozycyjnym warunkiemzwyci¦stwa, i S ⊆ C . Wówczas W ∪WBS jest równie»póªpozycyjnym warunkiem zwyci¦stwa.Ewa wygrywa gdy wygra zgodnie z W albo gdy kolory z Swyst¦puj¡ niesko«czenie cz¦sto.To twierdzenie równie» ma odpowiedniki dla innych typówdeterminacji. Przez zastosowanie wersji pozycyjnej n razy ªatwootrzymujemy pozycyjn¡ determinacj¦ warunku parzysto±ci.Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaDomkni¦cie na sum¦?

Je±li W jest póªpozycyjny, to W ∪WBS równie».

Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games



21/30

Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaDomkni¦cie na sum¦?

Je±li W jest póªpozycyjny, to W ∪WBS równie».Czy tak jest zawsze: je±li W1 i W2 s¡ póªpozycyjne, to W1 ∪W2równie»?
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaDomkni¦cie na sum¦?

Je±li W jest póªpozycyjny, to W ∪WBS równie».Czy tak jest zawsze: je±li W1 i W2 s¡ póªpozycyjne, to W1 ∪W2równie»?Warunki wkl¦sªe s¡ domkni¦te na sum¦.Warunki monotoniczne s¡ domkni¦te na sum¦.Suma warunku wkl¦sªego i monotonicznego jest równie» sko«czeniepóªpozycyjna.
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaSuma niesko«czonaSuma nieprzeliczalnej rodziny warunków póªpozycyjnych nie musiby¢ póªpozycyjna � nawet dla warunków Büchi.0(0,0)(0,1)(0,2)(0,3)
1(1,0)(1,1)(1,2)(1,3)

2(2,0)(2,1)(2,2)(2,3)
3(3,0)(3,1)(3,2)(3,3)Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaWarunki pozycyjno/zawieszalne

De�nicja. W jest warunkiem pozycyjno/zawieszalnym wtw dlaka»dej areny G Ewa zawsze ma pozycyjn¡ strategi¦ w WinE , aAdam ma zawieszaln¡ strategi¦ w WinA.Strategia Adama jest zawieszalna je±li od czasu do czasu Adammo»e wstrzyma¢ jej u»ywanie (i robi¢ co± innego), by wróci¢ do niejpó¹niej, i wtedy równie» wygrywa (o ile gra nie opu±ciªa WinA).
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaprzykªady warunków pozycyjno-zawieszalnych

Nast¦puj¡ce warunki s¡ pozycyjno/zawieszalne:Warunek Co-Büchi WB ′S .
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaprzykªady warunków pozycyjno-zawieszalnych

Nast¦puj¡ce warunki s¡ pozycyjno/zawieszalne:Warunek Co-Büchi WB ′S .Warunek geometryczny WF (A) dla otwartej póªprzestrzeni A.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaprzykªady warunków pozycyjno-zawieszalnych

Nast¦puj¡ce warunki s¡ pozycyjno/zawieszalne:Warunek Co-Büchi WB ′S .Warunek geometryczny WF (A) dla otwartej póªprzestrzeni A.Warunki monotoniczne.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaprzykªady warunków pozycyjno-zawieszalnych

Nast¦puj¡ce warunki s¡ pozycyjno/zawieszalne:Warunek Co-Büchi WB ′S .Warunek geometryczny WF (A) dla otwartej póªprzestrzeni A.Warunki monotoniczne.Przeliczalne sumy warunków pozycyjno/zawieszalnych.
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaWarunki XPS

De�nicja. Klasa warunków XPS nad C to najmniejszy zbiórwarunków zwyci¦stwa zawieraj¡cy wszystkie warunki Büchi ipozycyjno/zawieszalne, domkni¦ty na przeci¦cie z warunkamico-Büchi, i na sko«czon¡ sum¦.Twierdzenie Warunki XPS s¡ póªpozycyjne.
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaUpraszczanie aren

Warunek zwyci¦stwa L ⊆ Cω jest ω-regularny wtw jestakceptowany przez DFA z warunkiem parzysto±ci.
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaUpraszczanie aren

Warunek zwyci¦stwa L ⊆ Cω jest ω-regularny wtw jestakceptowany przez DFA z warunkiem parzysto±ci.Twierdzenie Je±li W jest ω-regularny i nie jest sko«czeniepóªpozycyjny, to istnieje arena-±wiadek (t.j. taka, »e Ewa mastrategi¦ wygrywaj¡c¡, ale nie ma pozycyjnej strategiiwygrywaj¡cej)
Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaUpraszczanie aren

Warunek zwyci¦stwa L ⊆ Cω jest ω-regularny wtw jestakceptowany przez DFA z warunkiem parzysto±ci.Twierdzenie Je±li W jest ω-regularny i nie jest sko«czeniepóªpozycyjny, to istnieje arena-±wiadek (t.j. taka, »e Ewa mastrategi¦ wygrywaj¡c¡, ale nie ma pozycyjnej strategiiwygrywaj¡cej) z tylko jedn¡ pozycj¡ Ewy i dwoma ruchami z tejpozycji (bez ogranicze« na ruchy i pozycje Adama).
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Podstawowe narz¦dziaDomkni¦cie na sum¦?Strategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwaRozstrzygalno±¢

Twierdzenie Niech W b¦dzie (niezale»nym od pre�ksu)
ω-regularnym warunkiem zwyci¦stwa, rozpoznawanym przez DFA zwarunkiem parzysto±ci o n stanach. Wówczas sko«czonapóªpozycyjna determinacja W jest rozstrzygalna w czasie O(nn2).Idea algorytmu: Sprawdzenie wszystkich aren z jedn¡ pozycj¡ Ewyi dwoma ruchami.
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Problemy otwarteRozszerzeniaPodsumowanieProblemy otwarteProblemy otwarte:Czy suma warunków póªpozycyjnych te» jest póªpozycyjna?Czy wszystkie warunki póªpozycyjne s¡ w klasie XPS?inne wªasno±ci domkni¦cia klasy warunków póªpozycyjnych?nowe przykªady?Co z niesko«czon¡ póªpozycyjno±ci¡ warunków ω-regularnych?Czy jest równowa»na sko«czonej póªpozycyjno±ci? Czy podanyalgorytm jest optymalny? Mo»e istniej¡ prostszecharakteryzacje?... Eryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Problemy otwarteRozszerzeniaPodsumowanieRozszerzenia
W jaki sposób mo»na nasze wyniki uogólni¢:Strategie ze sko«czon¡ pami¦ci¡, strategie uparte?Funkcje wypªaty zamiast zwyci¦stwa/przegranej?Warunki zwyci¦stwa zale»ne od pre�ksu?Areny z kolorowanymi pozycjami?Gry stochastyczne?
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Wst¦pPrzykªadyOgólne wªasno±ciZako«czenie Problemy otwarteRozszerzeniaPodsumowaniePodsumowaniePodsumowaniegry niesko«czone � podstawowe przykªady i de�nicjeprzykªady: warunki wkl¦sªe i monotonicznewªasno±ci domkni¦ciastrategie zawieszalne
ω-regularne warunki zwyci¦stwa, rozstrzygalno±¢ sko«czonejpóªpozycyjno±ciplany na przyszªo±¢ koniecEryk Kopczy«ski Half-Positional Determinacy of In�nite Games
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