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Przyktady gier nieskoficzonych

Definicje

Przyktady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnych
Znane wyniki

przyktad: gra parzystosci

Adam

4

Ewa wygrywa wtw najwieksza liczba wystepujaca nieskonczenie
czesto jest parzysta.

Eryk Kopczynski Half-Positional Determinacy of Infinite Games
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Znane wyniki

C = zbidr koloréw
Gra = arena + warunek zwyciestwa

Arena:
G = (Posa, Posg,Mov) gdzie Pos = Posa U Posg,
Mov C Pos x Pos x (C U {e})

Warunek zwyciestwa:
Podzbiér W C C¥; zaktadamy, ze jest niezalezny od prefiksu, t.j.
velW <— cue W
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Rozgrywki i strategie

Rozgrywka 7 to (skoficzony lub nieskoriczony) ciag kolejnych
ruchéw: source(mpy1) = target(mp).
Play g — rozgrywki skoriczone, koficzace sie w pozycji Ewy

Strategia dla Ewy nazywamy funkcje czesciowa s : Play g — Mov
moéwiaca, co Ewa powinna zrobi¢ w danej sytuacji (obecna pozycja,

historia gry).

Strategia s jest wygrywajaca dla Ewy jesli Ewa wygrywa kazda
rozgrywke zgodng z s.

Strategia s jest pozycyjna jesli s() zalezy tylko do target(m).
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Znane wyniki

Determinacja

Gra (G, W) jest zdeterminowana jesli dla kazdej pozycji
poczatkowej jeden z graczy ma strategie wygrywajaca. (Nie
wszystkie gry nieskoficzone sa zdeterminowane.) Jesli gra jest
zdeterminowana, mamy Pos = Wing U Winy, i strategie sg i s
wygrywajace z pozycji ze zbioréw Wing i Wing.
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Pétpozycyjna determinacja

Warunek zwyciestwa W jest (skoficzenie) pétpozycyjny, jesli dla
kazdej (skonczonej) areny, dla kazdej pozycji albo Ewa ma
pozycyjng strategie wygrywajaca, albo Adam ma strategie
Wygrywajaca.
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warunki Bichi i co-Bichi

SCcC

Warunek Biichi: WBs = C*(SC)¥

Ewa chce, by kolory z S pojawiaty sie nieskonczenie czesto.
Warunek co-Biichi: WBs = C*(C — S)*

Ewa chce, by kolory z S pojawiaty sie tylko skonczenie czesto.
Warunki Biichi i co-Biichi s3 pozycyjne.

Eryk Kopczynski Half-Positional Determinacy of Infinite Games



Przyktady gier nieskoficzonych
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_..1ich suma

Suma. C ={a,b,c}, W = WB/{B} U WB’{b}. Ewa chce, by co
najmniej jedna z liter a i b pojawiata sie tylko skonczenie wiele razy.

Dlaczego p6tpozycyjny: Jesli Ewa moze wygra¢, to moze ona
unika¢ jednej konkretnej z dwéch liter a i b, co mozna osiagnaé

przy uzyciu strategii pozycyjnej.

Dlaczego nie pozycyjny:

'S 9
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n kolejnych liter a

Nastepny przyktad. C = {a, b}, Ewa chce, by a" pojawiato sie
tylko skonczenie wiele razy.

Dlaczego pétpozycyjny: Jesli Ewa moze wygraé, to moze wygrac
zawsze zachowujac sie tak, jakby byta w najgorszej mozliwej
sytuacji (czyli liczba liter a, ktére ostatnio sie pojawity, byta jak

najwieksza). To mozna zrobi¢ przy uzyciu strategii pozycyjnej.

Dlaczego nie pozycyjny:

e o
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Znane wyniki o (pozycyjnej) determinacji

Twierdzenie[Martin, 1975] Borelowskie warunki zwyciestwa sa
zdeterminowane.

Twierdzenie[Emerson-Jutla, Mostowski 1991] Warunek parzystosci

WP, = {w € {0,...,n}* : 2] limsup w,} (1)

n—oo

jest pozycyjny.
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Znane wyniki

Twierdzenie[Ehrenfeucht, Mycielski 1979] Gry z wyptata Srednia s3
skonczenie pozycyjne.

Twierdzenie[Klarlund 1992] Warunki Rabina sa pétpozycyjne.
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Definicje

Przyktady strategii pozycyjnych i nie-pozycyjnych
Znane wyniki

Twierdzenie[Colcombet, Niwinski 2006] Warunek zwyciestwa
(niezalezny od prefiksu) W C C¥ jest pozycyjny wtw gdy jest
uogdblnionym warunkiem parzystosci, tzn. réwnowazny z warunkiem
parzystosci przez zamiane nazw koloréw.

(To twierdzenie dziata w sytuacji, gdy kolory przypisujemy
krawedziom. Jesli kolory przypisujemy wierzchotkom, to jest wiecej
warunkéw pozycyjnych.)

Twierdzenie[Gimbert, Zielonka 2005] Warunek zwyciestwa

W C C¥ jest skonhczenie pozycyjny witw zwyciezca moze wygrac
uzywajac strategii pozycyjnej dla kazdej areny, w ktérej wszystkie
pozycje naleza do tego samego gracza.
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Przyktady

Przyktady

warunkow

potpozycyjnych
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Przyktady Warunki wkleste
Warunki monotoniczne

Wklestosé¢

Warunek W jest wypukty gdy dla wszystkich ciagéw stéw (up,),
up € C*, jesli

@ uuzusuy... € W,

@ wugugug ... € W,
to nupuzuy ... € W.

Warunek zwyciestwa jest wklesty gdy jego dopetnienie jest
wypukte.
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Przyktady Warunki wkleste
Warunki monotoniczne

Wklestosé¢

Twierdzenie Wkleste warunki zwyciestwa s3 skonczenie
p6tpozycyjne.

Przyktad. Warunki parzystosci sg i wkleste, i wypukte.
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Przyktady Warunki wkleste
Warunki monotoniczne

Automaty monotoniczne

Warunkiem monotonicznym nazywamy warunek WM,y = C¥ — L%,
gdzie L4 jest jezykiem rozpoznawanym przez automat
monotoniczny, czyli deterministyczny automat skonczony z
monotoniczng funkcja przejscia.

@ Zbiér stanéw Q = {0, ..., n};
@ 0 jest stanem poczatkowym, n jest jedynym stanem akceptujacym,
@ Funkcja przejscia o jest monotoniczna, t.j. jesli ¢ > ¢, to

a(g,¢) = o(q’, c).

Przyktady warunkéw monotonicznych: Ewa wygrywa, gdy tylko
skonczenie wiele razy pojawia sie jeden z nastepujacych ciggdw: a”,
a"lb, ba" 1.

Twierdzenie Warunki monotoniczne sg pétpozycyjne.
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Ogélne wtasnosci

Ogodlne wtasnosci
potpozycyjnych

warunkéw zwyciestwa
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Podstawowe narzedzia

Twierdzenie Niech W C C“ bedzie warunkiem zwyciestwa takim,
ze dla kazdej niepustej areny G nad C, istnieje pozycja v € G taka,
ze w grze (G, W) albo Ewa ma pozycyjna strategie wygrywajaca z
v, albo Adam ma dowolng strategie wygrywajaca z v.

Woéwczas W jest pétpozycyjny.

Powyzsze twierdzenie ma odpowiedniki dla innych typéw
determinacji.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Rozszerzanie warunkami Bichi

Twierdzenie Niech W C C¥ bedzie pétpozycyjnym warunkiem
zwyciestwa, i S C C. Wéwczas W U WBg jest réwniez
p6tpozycyjnym warunkiem zwyciestwa.

Ewa wygrywa gdy wygra zgodnie z W albo gdy kolory z §
wystepuja nieskonczenie czesto.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Rozszerzanie warunkami Bichi

Twierdzenie Niech W C C¥ bedzie pétpozycyjnym warunkiem
zwyciestwa, i S C C. Wéwczas W U WBg jest réwniez
p6tpozycyjnym warunkiem zwyciestwa.

Ewa wygrywa gdy wygra zgodnie z W albo gdy kolory z §
wystepuja nieskonczenie czesto.

To twierdzenie réwniez ma odpowiedniki dla innych typéw
determinacji. Przez zastosowanie wersji pozycyjnej n razy tatwo
otrzymujemy pozycyjng determinacje warunku parzystosci.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Domkniecie na sume?

Jesli W jest pétpozycyjny, to W U WBgs réwniez.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Domkniecie na sume?

Jesli W jest pétpozycyjny, to W U WBgs réwniez.
Czy tak jest zawsze: jesli Wy i W; sg pétpozycyjne, to Wi U Wh
réwniez?
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Domkniecie na sume?

Jesli W jest pétpozycyjny, to W U WBgs réwniez.

Czy tak jest zawsze: jesli Wy i W; sg pétpozycyjne, to Wi U Wh
réwniez?

Warunki wkleste s3 domkniete na sume.

Warunki monotoniczne s3 domknigte na sume.

Suma warunku wklestego i monotonicznego jest réwniez skonczenie
p6tpozycyjna.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Suma nieskonczona

Suma nieprzeliczalnej rodziny warunkéw pétpozycyjnych nie musi
by¢ pétpozycyjna — nawet dla warunkéw Biichi.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Warunki pozycyjno/zawieszalne

Definicja. W jest warunkiem pozycyjno/zawieszalnym wtw dla
kazdej areny G Ewa zawsze ma pozycyjna strategie w Wing, a
Adam ma zawieszalng strategie w Wina.

Strategia Adama jest zawieszalna jesli od czasu do czasu Adam
moze wstrzymac jej uzywanie (i robi¢ co$ innego), by wréci¢ do niej
pézniej, i wtedy réwniez wygrywa (o ile gra nie opuscita Wing).
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Podstawowe narzedzia

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

przyktady warunkéw pozycyjno-zawieszalnych

Nastepujace warunki sa pozycyjno/zawieszalne:

@ Warunek Co-Biichi WBY%.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

przyktady warunkéw pozycyjno-zawieszalnych

Nastepujace warunki sa pozycyjno/zawieszalne:

@ Warunek Co-Biichi WBY%.
@ Warunek geometryczny WF(A) dla otwartej p6tprzestrzeni A.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

przyktady warunkéw pozycyjno-zawieszalnych

Nastepujace warunki sa pozycyjno/zawieszalne:
@ Warunek Co-Biichi WBY%.
@ Warunek geometryczny WF(A) dla otwartej p6tprzestrzeni A.

@ Warunki monotoniczne.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

przyktady warunkéw pozycyjno-zawieszalnych

Nastepujace warunki sa pozycyjno/zawieszalne:

@ Warunek Co-Biichi WBY%.
@ Warunek geometryczny WF(A) dla otwartej p6tprzestrzeni A.
@ Warunki monotoniczne.

@ Przeliczalne sumy warunkéw pozycyjno/zawieszalnych.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Warunki XPS

Definicja. Klasa warunkéw XPS nad C to najmniejszy zbiér
warunkéw zwyciestwa zawierajacy wszystkie warunki Biichi i
pozycyjno/zawieszalne, domkniety na przeciecie z warunkami
co-Biichi, i na skoficzonag sume.

Twierdzenie Warunki XPS s3 pétpozycyjne.
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Upraszczanie aren

Warunek zwyciestwa L C C“ jest w-regularny wtw jest
akceptowany przez DFA z warunkiem parzystosci.

Eryk Kopczynski Half-Positional Determinacy of Infinite Games



Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Upraszczanie aren

Warunek zwyciestwa L C C“ jest w-regularny wtw jest
akceptowany przez DFA z warunkiem parzystosci.
Twierdzenie Jesli W jest w-regularny i nie jest skoficzenie
pétpozycyjny, to istnieje arena-Swiadek (t.j. taka, ze Ewa ma
strategie wygrywajaca, ale nie ma pozycyjnej strategii
wygrywajacej)
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Upraszczanie aren

Warunek zwyciestwa L C C“ jest w-regularny wtw jest
akceptowany przez DFA z warunkiem parzystosci.

Twierdzenie Jesli W jest w-regularny i nie jest skoficzenie
pétpozycyjny, to istnieje arena-Swiadek (t.j. taka, ze Ewa ma
strategie wygrywajaca, ale nie ma pozycyjnej strategii
wygrywajacej) z tylko jedna pozycja Ewy i dwoma ruchami z tej
pozycji (bez ograniczen na ruchy i pozycje Adama).
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Podstawowe narzedzia
Domkniecie na sume?

Ogélne wtasnosci Strategie zawieszalne
w-regularne warunki zwyciestwa

Rozstrzygalnosé¢

Twierdzenie Niech W bedzie (niezaleznym od prefiksu)
w-regularnym warunkiem zwyciestwa, rozpoznawanym przez DFA z
warunkiem parzystosci o n stanach. Woéwczas skonczona
p6tpozycyjna determinacja W jest rozstrzygalna w czasie O(n"z).

Idea algorytmu: Sprawdzenie wszystkich aren z jedng pozycja Ewy
i dwoma ruchami.
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Problemy otwarte
Rozszerzenia

. . Podsumowanie
Zakonczenie

Problemy otwarte

Problemy otwarte:

Czy suma warunkéw pétpozycyjnych tez jest pétpozycyjna?
Czy wszystkie warunki pétpozycyjne sa w klasie XPS?

inne wtasnosci domkniecia klasy warunkéw pétpozycyjnych?
nowe przyktady?

Co z nieskonczona pétpozycyjnoscia warunkéw w-regularnych?
Czy jest réwnowazna skonczonej pétpozycyjnosci? Czy podany
algorytm jest optymalny? Moze istniejg prostsze
charakteryzacje?
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Problemy otwarte
Rozszerzenia

. . Podsumowanie
Zakonczenie

Rozszerzenia

W jaki spos6b mozna nasze wyniki uogélnic¢:
@ Strategie ze skofnczong pamiegcia, strategie uparte?
@ Funkcje wyptaty zamiast zwyciestwa/przegranej?
@ Warunki zwyciestwa zalezne od prefiksu?

@ Areny z kolorowanymi pozycjami?

°

Gry stochastyczne?
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Problemy otwarte
Rozszerzenia

. . Podsumowanie
Zakonczenie

Podsumowanie

Podsumowanie

@ gry nieskoficzone — podstawowe przyktady i definicje
przyktady: warunki wkleste i monotoniczne
wiasnosci domkniecia

strategie zawieszalne

e © ¢ ¢

w-regularne warunki zwyciestwa, rozstrzygalnos¢ skonczonej
p6tpozycyjnosci

@ plany na przysztosé¢

koniec
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