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Kilka sªów na poz¡tek0.1 Programowanie funkyjne vs. imperatywneCel jaki hemy osi¡gn¡¢ za pomo¡ programu mo»emy opisa¢ za pomo¡ poj�¢ z dziedziny al-gorytmiznej, jako funkje/relaje mi�dzy danymi, a wynikami. Tak wi� nasz el jest pewnymtworem matematyznym. Do osi¡gni�ia tego elu mo»emy podej±¢ na dwa sposoby:Imperatywnie: Dane s¡ to pewne przedmioty, na któryh nale»y wykonywa¢ okre±lone zyn-no±i, w wyniku któryh przeistoz¡ si� one w wyniki. Podej±ie to bierze si� st¡d, »ezwykle dane i wyniki modeluj¡ elementy otazaj¡ego nas ±wiata, a ten skªada si� zprzedmiotów i zahodz¡ w nim zdarzenia. W tym podej±iu mówimy proesom, jakiezynno±i maj¡ kolejno wykonywa¢.Funkyjnie: Zarówno podstawowe poj�ia i typy, jak i nasz el s¡ poj�iami matematyz-nymi. Nasze programy opisuj¡, jak z prostszyh poj�¢ matematyznyh konstruowa¢bardziej skomplikowane, a» uda nam si� skonstruowa¢ matematyzny obiekt odpowia-daj¡y naszemu elowi. Poniewa» z�sto konstruujemy tu ró»nego rodzaju funkje �st¡d nazwa.Stosuj¡ podej±ie funkyjne ªatwiej uzyska¢ pewno±¢, »e osi¡gniemy zamierzony el, ho¢ niezawsze ªatwo uzyska¢ efektywny program.Charakterystyzne dla programowania funkyjnego jest równie» to, »e funkje s¡ �obywa-telami pierwszej kategorii�, tzn. przysªuguj¡ im wszystkie te prawa, o innym warto±iom. Wtej hwili nie jest jeszze jasne o jakie prawa mo»e hodzi¢. Mo»na jednak ±miaªo powiedzie¢,»e jest to jedna z fundamentalnyh zasad programowania funkyjnego.0.2 Dwa potoki: imperatywny i funkyjnyDlazego funkyjnie? Nie hemy nauzy¢ Pa«stwa j�zyka programowania, ale pewnyh teh-nik tworzenia programów. Stosuj¡ programowanie funkyjne odrywamy niektóryh z Pa«stwaod ju» nabytyh zªyh nawyków. Jest to nieustaj¡y eksperyment � orozny.Je±li nie jeste± pewien swoih siª lub nie programowaªe± wze±niej w »adnym j�zyku impe-ratywnym, lepiej wybierz potok imperatywny. Je±li znasz Pasala, C lub C++, to programo-wanie funkyjne mo»e by¢ iekawsze.0.3 Kwestie organizayjne
• Zasady zalizenia � 3 kolokwia + ew. egzamin pisemny.
• Po wyborze potoku nie b�dzie mo»liwo±i przeniesienia si�.
• Test wst�pny � kwali�kaja na potok funkyjny i �poziomowanie� grup imperatywnyh.
• Zadania z kolokwiów i egzaminów z lat poprzednih zostaªy umieszzone w niniejszymskrypie, ho¢ nie zostaªo to w »aden szzególny sposób zaznazone.
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0.4 Podzi�kowaniaNiniejsze materiaªy powstaªy na podstawie notatek do prowadzonyh przeze mnie, na prze-strzeni kilku lat, wykªadów ze Wst�pu do programowania i Metod programowania (potokfunkyjny). Chiaªbym gor¡o podzi�kowa¢ moim kolegom, którzy w tym zasie prowadzili¢wizenia z tyh przedmiotów: Jakowi Chrz¡szzowi, Bogusiowi Kluge, Mikoªajowi Konar-skiemu, �ukaszowi Lwowi, Robertowi Maronowi i Kubie Pawlewizowi. Ih uwagi i propozyjemiaªy wpªyw na posta¢ prowadzonyh zaj�¢, a wi� i równie» na te materiaªy. W szzególno±iz�±¢ zamieszzonyh tu zada« pohodzi od nih.Szzególnie hiaªbym podzi�kowa¢ Piotrowi Chrz¡stowskiemu, który prowadziª równolegleze mn¡ wykªady ze Wst�pu do programowania i Metod programowania dla potoku imperatyw-nego. Wspóªprauj¡ ze sob¡ wymieniali±my si� ró»nymi pomysªami. Tak wi� podobie«stwopewnyh elementów materiaªów do naszyh wykªadów jest nie tylko nieuniknione, ale wr�zzamierzone. W szzególno±i, niektóre zamieszzone tutaj zadania pohodz¡ z materiaªówopraowanyh przez Piotra i umieszzonyh w portalu: http://wazniak.mimuw.edu.pl.Podzi�kowania nale»¡ si� równie» Krzysiowi Diksowi, za to, »e nakªoniª mnie do prze-tªumazenia na j�zyk polski ksi¡»ki H. Abelsona i G. J. Sussmana, Struktura i interpretajaprogramów komputerowyh. Ksi¡»ka ta byªa punktem wyj±ia przy opraowywaniu programuzaj�¢ na potoku funkyjnym, w pierwszyh latah jego istnienia. Jej dogª�bne poznanie daªomi dobre podstawy do poprowadzenia wykªadów. Na konie hiaªbym podzi�kowa¢ mojej»onie Agniesze, za to, »e wytrzymaªa ze mn¡ gdy tªumazyªem wspomnian¡ ksi¡»k�.0.5 Literatura
• [HA02℄ H. Abelson, G. J. Sussman, Struktura i interpretaja programów komputerowyh,WNT 2002.
• [Ler℄ X. Leroy, The Objetive Caml system,http://aml.inria.fr/pub/dos/manual-oaml/index.html.
• [Kub℄ M. Kubia, Programowanie funkyjne, notatki do wykªadu,http://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=Programowanie_funkyjne.
• [CMP℄ E. Chailloux, P. Manoury, B. Pagano, Developing Appliations with ObjetiveCaml, http://aml.inria.fr/pub/dos/oreilly-book/.
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Wykªad 1. Wst�p1.1 �Wst�p do programowania� jako dziedzina magiiWbrew powszehnie panuj¡ym opiniom programowanie jest gaª�zi¡ magii. W �Nowej eny-klopedii powszehnej PWN� mo»emy znale¹¢ nast�puj¡e okre±lenie magii: �zespóª dziaªa«, za-sadnizo pozaempiryznyh, symboliznyh, któryh elem jest bezpo±rednie osi¡gni�ie [. . . ℄po»¡danyh skutków [. . . ℄�. Wyró»niamy przy tym nast�puj¡e skªadniki dziaªa« magiznyh:
• zrytualizowane dziaªania (manipulaje),
• materialne obiekty magizne (amulety, eliksiry itp.),
• reguªy obowi¡zuj¡e przy praktykah magiznyh (zasady zysto±i, reguªy okre±laj¡ezas i miejse rytuaªów),
• formuªy tekstowe maj¡e mo sprawz¡ (zakl�ia).Programowanie mie±i si� w ramah ostatniego z powy»szyh punktów. Programy kompute-rowe s¡ zapisanymi w spejalnyh j�zykah (zwanymi j�zykami programowania) zakl�iami.Zakl�ia te s¡ przeznazone dla spejalnego rodzaju duhów »yj¡yh w komputerah, zwa-nyh proesami oblizeniowymi. Ze wzgl�du na to, »e komputery s¡ obenie produkowaneseryjnie, stwierdzenie to mo»e budzi¢ kontrowersje. Zastanówmy si� jednak hwil�, zym ha-rakteryzuj¡ si� duhy. S¡ to obiekty niematerialne, zdolne do dziaªania. Proesy oblizenioweewidentnie speªniaj¡ te warunki: nie mo»na ih dotkn¡¢, ani zobazy¢, ni nie wa»¡, a mo»naobserwowa¢ skutki ih dziaªania, zy wr�z uzyska¢ od nih interesuj¡e nas informaje.Nota bene, w trakie zaj�¢ mo»na si� spotka¢ równie» z przejawami pozostaªyh wymie-nionyh skªadników dziaªa« magiznyh. �Logowanie� si� do siei oraz wyª¡zanie komputerato dziaªania o wyra¹nie rytualnym harakterze. Przedmioty takie jak indeks, zy karta zali-zeniowa wydaj¡ si� mie¢ i±ie magizn¡ mo.W trakie zaj�¢ z tego przedmiotu zajmiemy si� podstawowymi zasadami formuªowaniazakl�¢/programów, a tak»e zwi¡zkami ª¡z¡ymi zaklinaj¡ego (programist�), program i pro-es oblizeniowy. W szzególno±i zajmiemy si� równie» analiz¡ sposobu, w jaki proesyoblizeniowe realizuj¡ programy oraz metodami upewniania si�, »e programy realizuj¡ zamie-rzone ele. B�dziemy jednak pami�ta¢, »e zakl�ia s¡ przeznazone dla proesów »yj¡yh wkomputerze, st¡d b�dziemy je wyra»a¢ w j�zyku programowania Oaml. Nie jest to jednakkurs programowania w tym j�zyku, lez kurs podstawowyh zasad formuªowania zakl�¢ dlaproesów oblizeniowyh.1.2 Kilka podstawowyh poj�¢Jako adepi magii zwi¡zanej z zaklinaniem proesów oblizeniowyh b�dziemy nazywa¢ siebieinformatykami. W naszyh dziaªaniah b�dziemy sobie stawia¢ ele, które hemy osi¡gn¡¢i, u»ywaj¡ rozumu, b�dziemy formuªowa¢ zakl�ia maj¡e zmusi¢ proesy oblizeniowe dodoprowadzenia do postawionyh elów, oraz upewnia¢ si�, »e ele te b�d¡ osi¡gni�te. For-muªowane zakl�ia b�dziemy nazywa¢ programami, a ih formuªowanie programowaniem.Upewnianie si�, o do skutków zakl�¢ b�dziemy nazywa¢ wery�kaj¡ programów. Pro-esy oblizeniowe nie s¡ zbyt inteligentnymi duhami, za to s¡ bardzo szybkie. Dlategote» programy musz¡ szzegóªowo opisywa¢ zynno±i, jakie maj¡ wykona¢ te duhy. Sposób5



post�powania opisany przez program, w oderwaniu od sposobu jego zapisu w konkretnym j�-zyku programowania b�dziemy nazywa¢ algorytmem. Inazej mówi¡: program = algorytm+ sposób zapisu.1.3 AlgorytmMuhammad Ibn Musa Al-Chuwarizmi ok. 780�850 r. n.e. matematyk, geograf i astronomdziaªaj¡y w Bagdadzie na dworze Haruna Al-Raszida. Autor:
• Tabli (astronomia, kalendarz, funkje trygonometryzne),
• Arytmetyki (hinduski zapis pozyyjny, metody rahunkowe),
• Algebry (równania liniowe i kwadratowe),
• Kalendarza »ydowskiego, Kronik, Geogra�i i Astrologii.Jego prae przyzyniªy si� do rozpowszehnienia yfr arabskih i zapisu pozyyjnego. Od jegonazwiska pohodzi sªowo algorytm (Alhwarizmi, Algorithmi, Algorithmus).Oto przykªad z Algebry dotyz¡y metody rozwi¡zywania równa« kwadratowyh. Lizbyuto»samiamy tu z dªugo±iami odinków, a mno»enie z powierzhni¡ prostok¡tów. W tyhzasah poj�ie lizb ujemnyh i zera nie byªo jeszze znane.

a b c równanie przykªad komentarz
+ + + ax2 + bx+ c = 0 � �
+ + 0 ax2 + bx = 0 � �
+ + − ax2 + bx = c x2 + 10x = 39 metoda 1
+ 0 + ax2 + c = 0 � �
+ 0 0 ax2 = 0 � �
+ 0 − ax2 = c 5x2 = 80 metoda 2
+ − + ax2 + c = bx x2 + 21 = 10x metoda 3
+ − 0 ax2 = bx x2 = 5x metoda 4
+ − − ax2 = bx+ c x2 = 3x+ 4 metoda 5Metoda 1: Metod� t� ilustruje nast�puj¡y rysunek:

x2

25

x x x x x

x
x
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Pole du»ego kwadratu wynosi 39 + 25 = 64 = 8 × 8. St¡d x+ 5 = 8, zyli x = 3.Metoda 2: Metoda ta jest bardzo prosta. Skoro 5x2 = 80, to wiemy, »e x2 = 80
5 = 16, zyli

x = 4.
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x

xMetoda 3: Metoda ta stanowi, w pewnym sensie, odwróenie metody 1. Poni»szy rysunekilustruje jej zastosowanie do przykªadowego równania:
x

x
25
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5

2 5Pole du»ego kwadratu wynosi x2. Wyinamy z niego dwa prostok¡ty o wymiarah 5 × x,przy zym na obszarze kwadratu 5 × 5 (o powierzhni 25) pokrywaj¡ si� one. Tak wi� maªykwadraik ma powierzhni� x2 − 10x+ 25 = x2 − 10x+ 21 + 4 = 4 = 22. St¡d x = 5 + 2 = 7.Metoda 4: Dla równa« postai ax2 = bx jasno wida¢, »e jedyne rozwi¡zanie tego równania(opróz x = 0) to x = b
a . Tak wi� dla x2 = 5x otrzymujemy x = 5.Metoda 5: Metoda ta jest analogizna do metod 1 i 3. Poni»szy rysunek ilustruje jejzastosowanie do przykªadowego równania:

x

x

2.25

6.252.5

1.5

2.5 1.5Pole du»ego kwadratu wynosi x2. Wyinamy z niego dwa prostok¡ty o wymiarah 1.5×x, przyzym na obszarze kwadratu 1.5 × 1.5 (o powierzhni 2.25) pokrywaj¡ si� one. Tak wi� maªykwadraik ma powierzhni� x2 − 3x+ 2.25 = 4 + 2.25 = 6.25 = 2.52. St¡d x = 1.5 + 2.5 = 4.1.4 Inne j�zyki programowaniaProgramowanie byªo znane od dawna, ho¢ nie wiedziano jeszze, »e jest to programowanie:
• Przepisy kulinarne:� zamówienie � spey�kaja,� przepis � program,� gotowanie � wykonanie, 7



� potrawa � efekt,� smakuje? � wery�kaja.
• Zapis nutowy:� nuty � program,

  
4
7��    

3

           �  � ta±ma dziurkowana � program dla katarynki lub pianoli,� muzyka � efekt dziaªania katarynki, pianoli, zy orkiestry,�
• Systemy skªadu tekstu (np. LATEX):� plik tekstowy zawieraj¡y tekst i opis jak powinien on by¢ zªo»ony � program,� skªad tekstu � wykonanie,� wydruk � efekt dziaªania.Oto de�nije i u»yie tabelki, która sama si� wypeªnia lizbami Fibonaiego:\newounter{i}\newounter{a}\newounter{b}\newounter{}\newommand{\fibtab}[1℄{\def\heads{|l|}\def\inds{$i$}\def\wyniki{$Fib_i$}\setounter{i}{0}\setounter{a}{0}\setounter{b}{1}\�whilenum\value{i}<#1\do {\addtoounter{i}{1}\edef\heads{\heads l|}

\edef\inds{\inds & \thei}\edef\wyniki{\wyniki & \theb}\setounter{}{\value{a}}\addtoounter{}{\value{b}}\setounter{a}{\value{b}}\setounter{b}{\value{}}}\begin{tabular}{\heads}\hline \inds \\\hline \wyniki \\\hline\end{tabular}}\fibtab{12}
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fibi 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144Przykªad ten dowodzi, »e dowolny edytor lub system skªadu tekstów wyposa»ony wodpowiednio silny mehanizm makrode�niji staje si� j�zykiem programowania.

• Opisy skalowalnyh zionek (np. MetaFont):� opis zionek � program,� generowanie wygl¡du zionek przy zadanej rozdzielzo±i i dla zadanego urz¡dzenia� wykonanie,� wygl¡d zionek � efekt. 8



1.5 Dziedzina algorytmiznaOpisuj¡ algorytm u»ywamy pewnyh poj�¢ elementarnyh. W przypadku algorytmu Al-Chwarizmiego wykorzystujemy operaje na lizbah i relaje mi�dzy nimi. Obenie u»yliby-±my arytmetyki lizb rzezywistyh 〈R,+,−, ∗, /,√, <,=〉. W ogólno±i mo»emy mie¢ kilkazbiorów elementarnyh warto±i, np. lizby aªkowite, rzezywiste, znaki, warto±i logizne.Dziedzina algorytmizna, to: (zestaw) zbiorów elementarnyh warto±i, oraz zestaw funk-ji (z�±iowyh) i relaji operuj¡yh na tyh zbiorah. Je»eli w±ród tyh zbiorów mamyzbiór warto±i logiznyh { prawda, faªsz }, to relaje mo»emy uto»sami¢ z funkjami w zbiórwarto±i logiznyh.
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LaboratoriumZapoznanie si� ze ±rodowiskiem:
• logowanie si�,
• uruhamianie przegl¡darki i konsoli/terminala,
• m,
• edytory: medit, vi, emas, gedit, kate, joe,
• podstawowe poleenia: ls, d, slashologia, mkdir, pwd, mv, rm, semantyka ? i *, hmod,
• proesy: ps, top, uruhamianie w tle (&), Ctrl-Z, Ctrl-C, jobs, bg, fg, kill, killall,
• przekierowanie wej±ia/wyj±ia: >, �, <, |, `...`, at, eho, more, less, grep, w, sort,uniq,
• zmienne: ZMIENNA=..., $ZMIENNA, ${ZMIENNA},
• p�tla for.�wizeniaWponi»szyh zadaniah zde�niuj opisane funkje matematyzne. Mo»esz, a nawet powiniene±,zde�niowa¢ przydatne funkje pomonize. Opisz te» sposób reprezentaji danyh (np. punktmo»emy reprezentowa¢ jako par� wspóªrz�dnyh).1. Wyznaz przei�ie dwóh prostok¡tów o bokah równolegªyh do osi wspóªrz�dnyh iaªkowityh wspóªrz�dnyh wierzhoªków.2. Zde�niuj funkj� okre±laj¡¡, zy dwa odinki o ko«ah o wspóªrz�dnyh aªkowityhprzeinaj¡ si�. (Dost�pna jest tylko dziedzina algorytmizna lizb aªkowityh i warto±ilogiznyh.)3. Napisz funkj� okre±laj¡¡, zy dwa równolegªoboki maj¡ niepuste przei�ie.4. Czy punkt le»y wewn¡trz wielok¡ta (niekonieznie wypukªego, ale bez samoprzei�¢).Wielok¡t jest dany w postai i¡gu kolejnyh wierzhoªków na obwodzie (w kolejno±iprzeiwnej do ruhu wskazówek).
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaNa tyh ¢wizeniah nie mówimy ni o j�zyku programowania � ani o Oamlu, ani o Pasalu.W szzególno±i, dla studentów nie powinno mie¢ znazenia, zy s¡ z potoku funkyjnego, zyimperatywnego. Rozwi¡zania zada« powinny mie¢ posta¢ de�niji funkji matematyznyh.Nie nale»y przesadza¢ z formalno±i¡. Nale»y zwrói¢ uwag� na:
• Reprezentaj� danyh. W tre±iah zada« nie jest okre±lony sposób reprezentaji punk-tów, odinków, prostok¡tów itp. Wybór reprezentaji jest prosty, ale nale»y go dokona¢.Czasami ma istotny wpªyw na dªugo±¢ rozwi¡zania.
• Podziaª problemu na podproblemy, zyli jakie funkje pomonize b�d¡ powstawa¢. Do-brym podziaªom odpowiadaj¡ prostsze rozwi¡zania. W trakie rozwi¡zywania mo»nadyskretnie nadzorowa¢ ten proes, a na konie ¢wize« nale»y na to zwrói¢ uwag�.Uwagi dotyz¡e zada«:Ad. 1 Punkt to para wspóªrz�dnyh. Prostok¡t to para jego wierzhoªków (dolny lewy i górnyprawy) lub para zakresów. Nale»y zwrói¢ uwag� na to, »e przei�ie dwóh prostok¡-tów mo»e by¢ puste. Najlepiej przyj¡¢, »e prostok¡ty zdegenerowane s¡ dopuszzalne ireprezentuj¡ pusty zbiór. Podziaª na podproblemy: rzutowanie, przei�ie odinków naosi, budowa prostok¡ta na podstawie jego rzutów.Ad. 2 Odinek to para punktów, wektor swobodny to punkt. Dwa odinki si� przeinaj¡,je»eli ko«e ka»dego z nih le»¡ po przeiwnyh stronah prostej wyznazonej przezdrugi z nih. Po której stronie prostej le»y punkt � ilozyn skalarny. Uwaga na odinkizdegenerowane i przypadki brzegowe. Jako dodatkowe kryterium pomo»e przeinaniesi� prostok¡tów, któryh dane odinki s¡ przek¡tnymi.Mo»liwy podziaª na podproblemy: Czy odinkisi� przeinaj¡?
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LLLLLLLLLLLLLLCzy prosta(wyznazonaprzez dwapunkty) przeinaodinek?
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Czy prostok¡tysi� przeinaj¡?
KKKKKKKKKKKKKIlozyn skalarny Konwersja parypunktów nawektor swobodny Przei�ie dwóhprostok¡tów Czyprostok¡t jestzdegenerowany?Cz�±¢ wspólnadwóhprzedziaªów
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min maxAd. 3 Równolegªobok to punkt i dwa wektory swobodne. Równolegªoboki si� przeinaj¡je»eli: 11



• jeden z wierzhoªków jednego z równolegªoboków le»y wewn¡trz drugiego równole-gªoboku, lub
• ih przek¡tne si� przeinaj¡ (lub ew. ih obwody si� przeinaj¡).Mo»liwy podziaª na podproblemy: suma wektorów i przesuwanie punktów, ilozyn wek-torowy, zy punkt jest wewn¡trz równolegªoboku, zy odinek przeina przek¡tn¡ (ew.obwód) równolegªoboku, zy przek¡tne (lub ew. obwody) dwóh równolegªoboków si�przeinaj¡.Uwaga: To zadanie jest tehniznie upierdliwe, a przez to dosy¢ praohªonne. Z jednejstrony, jego rozwi¡zanie potra� zaj¡¢ sporo zasu. Z drugiej, nie nale»y przesadza¢ zformalizmem.Ad. 4 Nale»y rozwa»y¢ prost¡ poziom¡ przehodz¡¡ przez dany punkt, oraz boki wielok¡ta,które przeina. Je»eli po jednej (lewej lub prawej) stronie punktu jest nieparzysta, topunkt le»y wewn¡trz wielok¡ta. Uwaga na przypadki granizne: gdy dany punkt le»yna obwodzie wielok¡ta lub opisana prosta przeina wierzhoªek wielok¡ta.
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Wykªad 2. Podstawy j�zyka programowaniaW ka»dym j�zyku programowania mamy trzy rodzaje konstrukji j�zykowyh:
• podstawowe symbole (typy, warto±i, operaje, relaje, itp.) � pohodz¡e z dziedzinyalgorytmiznej,
• sposoby konstrukji � zyli jak z prostszyh aªo±i budowa¢ bardziej skomplikowane,
• sposoby abstrakji � zyli jak zªo»one konstrukje mog¡ by¢ nazwane i dalej wykorzy-stywane tak, jak podstawowe elementy.Nasza dziedzina algorytmizna zawiera m.in.:
• typy: bool, int, float, har, string,
• staªe: logizne (true i false), aªkowite (np.: 0, 1, −2), rzezywiste (np.: 2.3, −3.4,

4.5E − 7), znakowe (np.: 'a', napisy (np. "ala ma kota").
• proedury1: +, -, *, /, mod, +., -., *., /., ||, &&, not, =, ≤, ≥, <, >, <>, ^.Powtórka: rozró»nienie symboli od ih interpretaji.2.1 BNFW kolejnyh wykªadah b�dziemy przedstawia¢ rozmaite konstrukje j�zykowe Oamla. Doopisu skªadni tyh konstrukji, opróz j�zyka nieformalnego i przykªadów, b�dziemy u»ywa¢notaji BNF (ang. Bakus-Naur form). Jest to rozszerzenie gramatyk bezkontekstowyh,por�zne przy opisywaniu skªadni j�zyków programowania. Notaja ta ma nast�puj¡¡ posta¢:
• W BNF-ie de�niujemy mo»liwe postai rozmaityh konstrukji skªadniowyh. Konstruk-je te maj¡ nazwy postai: 〈konstrukja〉. Odpowiadaj¡ one nieterminalom w grama-tykah bezkontekstowyh.
• Opis skªadni skªada si� z szeregu reguª postai:

〈konstrukja〉 ::= mo»liwa posta¢Reguªy te opisuj¡ mo»liwe postai poszzególnyh konstrukji skªadniowyh. Je»elidla danej konstrukji mamy wiele reguª, to traktujemy je jak alternatywy. Reguªy teodpowiadaj¡ produkjom w gramatykah bezkontekstowyh.
• Po prawej stronie reguª mo»emy u»ywa¢ nast�puj¡yh konstrukji:� podaj¡ tekst, który ma si� pojawi¢ dosªownie, b�dziemy go podkre±la¢, na przy-kªad: sªowo kluzowe ,� nazw konstrukji skªadniowyh postai 〈konstrukja〉 mo»emy u»ywa¢ równie» poprawej stronie reguª, na oznazenie miejs, w któryh si� one pojawiaj¡,� h¡ opisa¢ alternatywne postai danej konstrukji u»ywamy pionowej kreski,

. . . | . . . ,1Od tej pory b�dziemy u»ywa¢ sªowa funkja na okre±lenie poj�ia matematyznego, a sªowa proedura naokre±lenie poj�ia programistyznego. 13



� tekst umieszzony w kwadratowyh nawiasah jest opjonalny, [. . . ],� dodatkowo, mo»emy u»ywa¢ nawiasów (w¡satyh), {. . . },� tekst umieszzony w nawiasah postai {. . . }∗ mo»e si� powtarza¢ zero, jeden lubwi�ej razy,� tekst umieszzony w nawiasah postai {. . . }+ mo»e si� powtarza¢ jeden lub wi�ejrazy.Tego formalizmu b�dziemy u»ywa¢ do opisu skªadni.Przykªad: BNF mo»e by¢ u»yty do opisywania skªadni najrozmaitszyh rzezy. Oto opisskªadni adresów poztowyh:
〈adres〉 ::= 〈adresat〉 , 〈adres lokalu〉 , 〈adres miasta〉 [ , 〈adres kraju〉 ]
〈adresat〉 ::= [ W.P. | Sz.Pan. ] 〈napis〉
〈adres lokalu〉 ::= 〈ulia〉 〈numer〉 [ / 〈numer〉 ] [ m 〈numer〉 | / 〈numer〉 ]
〈adres miasta〉 ::= [ 〈kod〉 ] 〈napis〉
〈adres kraju〉 ::= 〈napis〉
〈kod〉 ::= 〈yfra〉 〈yfra〉 - 〈yfra〉 〈yfra〉 〈yfra〉
〈yfra〉 ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
〈numer〉 ::= 〈yfra〉 [ 〈numer〉 ]Spey�kaja ta ozywi±ie nie jest kompletna, gdy» nie de�niuje zym jest napis.2.2 Przyrostowy tryb prayKompilator Oamla dziaªa w sposób inkrementayjny, tzn. dziaªa w yklu powtarzaj¡ nast�-puj¡e zynno±i:

• wzytuje fragment programu,
• kompiluje go, doª¡zaj¡ do ju» skompilowanyh fragmentów,
• wykonuje wprowadzony fragment.Nazwa �tryb przyrostowy� bierze si� st¡d, »e kompilator nie musi generowa¢ aªego kodu odrazu, lez kod ten przyrasta z ka»dym yklem.Taki fragment programu, wprowadzany i kompilowany w jednym yklu, b�dziemy nazywa¢jednostk¡ kompilaji. Wykonanie jednostki kompilaji mo»e zarówno powodowa¢ oblizeniawarto±i, jak i de�niowanie nowyh poj�¢. Ka»da jednostka kompilaji musi by¢ w Oamluzako«zona przez ;;.

〈program〉 ::= { 〈jednostka kompilaji〉 ;; }∗
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2.3 Wyra»eniaNajprostsza jednostka kompilaji i podstawowa konstrukja programistyzna to wyra»enia.Wyra»enia budujemy w standardowy sposób za pomo¡ staªyh, proedur i nawiasów. Je-dynym odst�pstwem jest to, »e argumenty proedur nie musz¡ by¢ obj�te nawiasami i pood-dzielane przeinkami. Operaje, które standardowo zapisujemy in�ksowo (np. operaje aryt-metyzne) maj¡ równie» posta¢ in�ksow¡. Rozró»niamy operaje arytmetyzne na lizbahaªkowityh i rzezywistyh � te ostatnie maj¡ dodan¡ kropk�.Przykªad:42;;- : int = 4236 + 6;;- : int = 423 * 14;;- : int = 42100 - 58;;- : int = 421 * 2 * 3 * 4 * 5 - ((6 + 7) * 8 * 9 / 12);;- : int = 42silnia 7 / silnia 5;;- : int = 42596.4 /. 14.2;;- : float = 42."ala" ^ " ma " ^ "kota";;- : string = "ala ma kota"Wszystko, zego potrzeba do budowy wyra»e«, to:
• staªe (lizbowe, napisy, lub nazwy staªyh),
• zastosowanie proedury do argumentów,
• nawiasów.Zauwa»my, »e proedury i ih argumenty s¡ tu traktowane na równi � takie symbole jak+ zy * to po prostu nazwy staªyh, któryh warto±iami s¡ proedury wbudowane w j�zykprogramowania, a 123, 486.5, zy "ala" to staªe.
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2.3.1 Skªadnia wyra»e«
〈jednostka kompilaji〉 ::= 〈wyra»enie〉 | . . .
〈wyra»enie〉 ::= ( 〈wyra»enie〉 ) |{ 〈wyra»enie〉 }+|

〈operator unarny〉 〈wyra»enie〉 |
〈wyra»enie〉 〈operator binarny〉 〈wyra»enie〉 |
〈identyfikator〉 | 〈staªa aªkowita〉 |
〈staªa zmiennopozyyjna〉 | 〈staªa napisowa〉 | . . .

〈operator unarny〉 ::= - | not | . . .
〈operator binarny〉 ::= + | +. | - | -. | * | *. | / | /. | mod | || | && |= | < | <= | > | >= | ^ | . . .Zastosowania proedur wi¡»¡ najsilniej, operatory unarne sªabiej, a operatory binarne najsªa-biej, przy zym zahowana jest tradyyjna kolejno±¢ wi¡zania operaji arytmetyznyh.Uwaga: Powy»szy opis skªadni nie jest jednoznazny, tzn. ten sam program mo»e zosta¢rozªo»ony skªadniowo na wi�ej ni» jeden sposób (ale dzi�ki temu jest bardziej zytelny). Nieb�dziemy a» tak formalni. Zamiast tego ewentualne niejednoznazno±i b�dziemy wyja±nia¢w sposób opisowy.2.3.2 Oblizanie warto±i wyra»e«Efektem �dziaªania� wyra»enia jest jego warto±¢. Wyra»enie mo»emy sobie przedstawi¢ wpostai drzewa (tzw. drzewo wyprowadzenia). W li±iah drzewa mamy staªe, a w�zªy we-wn�trzne to proedury. Nawiasy wraz z priorytetami operatorów wyznazaj¡ ksztaªt takiegodrzewa.Przykªad: Oto drzewo wyprowadzenia dla wyra»enia silnia 3 * 7:

〈wyra»enie〉
jjjjjjjjjjjjjjjj

TTTTTTTTTTTTTTTT

〈wyra»enie〉
kkkkkkkkkkkkkkk

〈operator binarny〉 〈wyra»enie〉
〈wyra»enie〉 〈wyra»enie〉 ∗ 〈staªa aªkowita〉

〈identyfikator〉 〈staªa aªkowita〉 7

silnia 3Wszystkie nazwane staªe s¡ przehowywane w tzw. ±rodowisku. Przyporz¡dkowuje ononazwom ih warto±i. Je±li w wyra»eniu wyst�puj¡ nazwy staªyh, to ih warto±i s¡ pobieraneze ±rodowiska.Wylizenie warto±i wyra»enia mo»emy sobie wyobrazi¢ jako udekorowanie drzewa wypro-wadzenia warto±iami, od li±i do korzenia. Warto±¢ w korzeniu to wynik.16



Przykªad: Oto powy»sze drzewo wyprowadzenia udekorowane warto±iami:
〈wyra»enie〉, 42

jjjjjjjjjjjjjjj

TTTTTTTTTTTTTTT

〈wyra»enie〉, 6
lllllllllllll

〈operator binarny〉, ∗ 〈wyra»enie〉, 7
〈wyra»enie〉,proedura silnia 〈wyra»enie〉, 3 ∗ 〈staªa aªkowita〉, 7

〈identyfikator〉,
silnia

〈staªa aªkowita〉, 3 7

silnia 32.4 De�nije staªyhKolejn¡ podstawow¡ jednostk¡ kompilaji jest de�nija staªej.
〈jednostka kompilaji〉 ::= 〈definija〉 | . . .
〈definija〉 ::= let 〈identyfikator〉 = 〈wyra»enie〉 | . . .De�niji staªej nie da si� wyrazi¢ jako proedury ani wyra»enia, poniewa» zmienia ona ±rodo-wisko. Dlatego te» let jest nazywane form¡ spejaln¡. �Oblizenie� de�niji wykonywane jestnast�puj¡o:

• obliz warto±¢ wyra»enia tworz¡ego de�nij�,
• do ±rodowiska wstawiany jest identy�kator, któremu przyporz¡dkowywana jest warto±¢oblizonego wyra»enia.Je»eli symbol jest ju» w ±rodowisku, to mo»na przysªoni¢ go i nada¢ symbolowi nowe znazenie.Uwaga: To jest uproszzony model. W miar� jak b�dziemy poznawa¢ kolejne konstrukjej�zykowe, b�dziemy go w miar� potrzeb rozszerza¢.Przykªad:let a = 4;;val a : int = 4let b = 5 * a;;val b : int = 20let pi = 3.14;;val pi : float = 3.14 17



pi *. 4.0 *. 4.0;;val - : float = 50.24let a = "ala";;val a : string = "ala"Mo»liwe jest te» równozesne de�niowanie wielu staªyh. W takim przypadku najpierwoblizane s¡ wszystkie wyra»enia, a nast�pnie ih warto±i s¡ przypisywane w ±rodowiskuodpowiednim identy�katorom.
〈definija〉 ::= let 〈identyfikator〉 = 〈wyra»enie〉

{ and 〈identyfikator〉 = 〈wyra»enie〉 }∗Przykªad:let a = 4 and b = 5;;val a : int = 4val b : int = 5let a = a + b and b = a * b;;val a : int = 9val b : int = 202.5 Warto±i logizne i wyra»enia warunkowe.Warto±i typu bool to warto±i logizne. Skªadaj¡ si� na nie dwie staªe: true i false. Zwarto±iami logiznymi zwi¡zane s¡ wyra»enia warunkowe postai:
〈wyra»enie〉 ::= if 〈wyra»enie〉 then 〈wyra»enie〉 else 〈wyra»enie〉Warto±i¡ pierwszego wyra»enia powinna by¢ warto±¢ logizna, a pozostaªe dwa wyra»eniamusz¡ by¢ tego samego (lub uzgadnialnego) typu. Najpierw oblizane jest pierwsze wyra»enie.Je»eli jest ono równe true, to oblizane jest drugie wyra»enie i jego warto±¢ jest warto±i¡aªego wyra»enia. Je»eli jest ono równe false, to oblizane jest trzeie wyra»enie i jegowarto±¢ jest warto±i¡ aªego wyra»enia.Oblizanie wyra»enia if-then-else jest w pewnym sensie leniwe � oblizane jest tylkoto, o niezb�dne. Je»eli warunek jest prawdziwy, to nie jest oblizany ostatni zªon, a je±li jestfaªszywy, to nie jest oblizany drugi zªon. Wyra»enie if-then-else jest form¡ spejaln¡ �nie mo»na go zde�niowa¢ jako proedury, gdy» zawsze jeden z argumentów w ogóle nie jestoblizany.
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Przykªad:let x = 0.0238095238095238082;;val x : float = 0.0238095238095238082if x = 0.0 then 0.0 else 1.0 /. x;;- : float = 42.Operatory logizne && i ||, to odpowiednio koniunkja i alternatywa. S¡ to równie» formyspejalne, a nie proedury. S¡ one równowa»ne odpowiednim wyra»eniom warunkowym:x && y ≡ if x then y else falsex || y ≡ if x then true else yNegaja, oznazana przez not jest ju» zwykª¡ proedur¡.2.6 De�nije proedurMamy tylko trzy podstawowe konstrukje j�zykowe:
• u»yie warto±i zde�niowanej w ±rodowisku (nie wa»ne lizby, zy proedury),
• zastosowanie proedur do argumentów (np. oblizenie mno»enia),
• de�niowanie nowyh warto±i.Jak wze±niej wspomnieli±my, proedury s¡ obywatelami pierwszej kategorii, zyli równie do-brymi warto±iami, jak wszystkie inne. Wynika st¡d, »e:
• mo»na de�niowa¢ nazwane proedury (staªe proeduralne),
• proedura mo»e by¢ warto±i¡ wyra»enia,
• proedury mog¡ by¢ argumentami i wynikami proedur (si!).De�nije nazwanyh proedur maj¡ nast�puj¡¡ posta¢:

〈definija〉 ::= let 〈identyfikator〉 { 〈identyfikator〉 }+ = 〈wyra»enie〉Pierwszy z identy�katorów to nazwa de�niowanej proedury, a reszta, to jej parametry for-malne. Wyra»enie za± to tre±¢ proedury. Okre±la ono warto±¢ proedury, w zale»no±i odwarto±i argumentów. Zwró¢my uwag�, »e argumenty nie s¡ otozone nawiasami ani oddzie-lone przeinkami.Przykªad:let abs x =if x < 0 then -x else x;;val abs : int -> int = <fun>let square x = x *. x;; 19



val square : float -> float = <fun>let pow r = pi *. (square r);;val pow : float -> float = <fun>pow 4.0;;- : float = 50.24let twie x = 2 * x;;val twie : int -> int = <fun>twie (twie 3);;- : int = 12let moium s = "moium panie, " ^ s;;val moium : string -> string = <fun>moium (moium "me wezwanie");;- : string = "moium panie, moium panie, me wezwanie"Tak jak w przypadku innyh warto±i, gdy de�niujemy proedur� kompilator odpowiadapodaj¡ nam �typ� tej proedury. Typ ten zawiera typ argumentu i wyniku poª¡zone strzaªk¡.Na przykªad, int -> int oznaza, »e argument i wynik proedury s¡ lizbami aªkowitymi. Wprzypadku wi�kszej lizby argumentów zobazymy wi�ksz¡ lizb� strzaªek. Typami proedurzajmiemy si� dokªadniej, gdy b�dziemy mówi¢ o proedurah wy»szyh rz�dów.let plus x y = x + y;;val plus : int -> int -> int = <fun>W momenie, gdy zastosujemy proedur� do jej argumentów, jej warto±¢ jest oblizana wnast�puj¡y sposób:
• wyznazana jest proedura, któr¡ nale»y zastosowa¢ i jej argumenty,
• na podstawie ±rodowiska (w którym byªa de�niowana proedura) tworzone jest tymza-sowe ±rodowisko, w którym dodatkowo parametrom formalnym s¡ przyporz¡dkowanewarto±i argumentów,
• w tym tymzasowym ±rodowisku oblizane jest wyra»enie stanowi¡e tre±¢ proedury,
• warto±¢ tak oblizonego wyra»enia jest warto±i¡ zastosowania proedury do argumen-tów.Uwaga: Proedury nie s¡ funkjami matematyznymi � mog¡ by¢ nieokre±lone, np. dzie-lenie przez 0, lub ih oblizanie mo»e si� zap�tla¢.
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Przykªad: Przykªad ten ilustruje, dlazego tre±¢ proedury jest oblizna w ±rodowisku po-wstaªym ze ±rodowiska, w którym dana proedura zostaªa zde�niowana, a nie z aktualnego±rodowiska.let a = 24;;let f x = 2 * x + a;;let a = 15;;f 9;;- : int = 422.6.1 λ-abstrakjaMo»emy te» tworzy¢ proedury bez nazwy, tzn. takie proedury, które s¡ warto±i¡ pewnegorodzaju wyra»e«, natomiast nie musz¡ pojawia¢ si� w ±rodowisku. Proedury takie mo»emytworzy¢ za pomo¡ tzw. λ-abstrakji.Zauwa»my, »e funkja, jako poj�ie matematyzne, nie musi mie¢ nazwy. Zwykle nadajemyfunkjom nazwy, gdy» tak jest por�znie. Na przykªad x 7→ x+1 jest równie» dobrym opisemfunkji (której warto±¢ jest o 1 wi�ksza od argumentu). λ-abstrakja ma podobn¡ posta¢.Skªada si� ona ze sªowa kluzowego funtion, parametru formalnego funkji, oraz wyra»eniaokre±laj¡ego jej warto±¢.
〈wyra»enie〉 ::= funtion 〈identyfikator〉 -> 〈wyra»enie〉Warto±i¡ takiego wyra»enia jest jednoargumentowa proedura bez nazwy. Na razie mo-»emy przyj¡¢, »e forma spejalna let de�niuj¡a proedur� z parametrami jest lukrem syn-taktyznym pokrywaj¡ym wyra»enie funtion i de�nij� staªej.Proedury wieloargumentowe zapisujemy w postai:funtion x -> funtion y -> funtion z -> ...Istnieje równie» skróona forma zapisu wieloargumentowyh λ-abstrakji. Zamiast sªowakluzowego funtion mo»emy u»y¢ jednego sªowa kluzowego fun i poda¢ od razu kilka ar-gumentów. Fun jest tylko lukrem syntaktyznym, ale bardzo por�znym.
〈wyra»enie〉 ::= fun { 〈identyfikator〉 }+ -> 〈wyra»enie〉Przykªad: Oto alternatywna de�nija proedur z poprzedniego przykªadu:(funtion x -> x * (x + 1)) (2 * 3);;- : int = 42let abs = funtion x -> if x < 0 then -x else x;;val abs : int -> int = <fun>let square = funtion x -> x *. x;;val square : float -> float = <fun> 21



let pow = funtion r -> pi *. ((funtion x -> x *. x) r);;val pow : float -> float = <fun>let twie = funtion x -> 2 * x;;val twie : int -> int = <fun>let foo x y = x * (y +2);;val foo : int -> int -> int = <fun>let foo = funtion x -> funtion y -> x * (y +2);;val foo : int -> int -> int = <fun>let foo = fun x y -> x * (y +2);;val foo : int -> int -> int = <fun>2.6.2 Proedury rekurenyjneProedury mog¡ by¢ rekurenyjne. Musimy to jednak jawnie okre±li¢ dodaj¡ sªówko re:
〈definija〉 ::= let re { 〈identyfikator〉 }+ = 〈wyra»enie〉Mo»emy de�niowa¢ proedury rekurenyjne podaj¡ parametry formalne, lub u»ywaj¡ λ-abstrakji.Przykªad: Przykªady de�niji rekurenyjnyh:let re silnia n =if n < 2 then 1 else n * silnia (n - 1);;val silnia : int -> int = <fun>silnia 7 / silnia 5;;- : int = 42let re fib n =if n < 2 then n else fib (n - 1) + fib (n - 2);;val fib : int -> int = <fun>fib 10 - fib 7;;- : int = 42let re petla x = x + petla x;;val petla : int -> int = <fun>let re p = (funtion x -> p (x + 1));;val p : int -> 'a = <fun> 22



let re x = x + 2;;This kind of expression is not allowed as right-hand side of `let re'Istniej¡ inne obiekty rekurenyjne, ni» proedury.Dodanie sªówka re powoduje, »e de�niowana proedura jest obena w ±rodowisku, wktórym pó¹niej b�dzie oblizana jej tre±¢. Podobnie jak w przypadku de�niji innyh warto-±i, mo»emy równoze±nie de�niowa¢ kilka proedur, u»ywaj¡ and. Jest to przydatne, gdypiszemy proedury wzajemnie rekurenyjne.2.6.3 Rekurenja ogonowaJe±li warto±i zwraane przez wszystkie wywoªania rekurenyjne, bez »adnego przetwarzania s¡przekazywane jako wynik danej proedury, to mówimy o rekurenji ogonowej. Konstrukjetakie jak if-then-else, zy inne, które poznamy, a które dotyz¡ tylko przepªywu danyh,ale nie ih przetwarzania, nie wpªywaj¡ na ogonowo±¢ rekursji.Rekurenja ogonowa jest istotna z tego powodu, »e potrzebuje mniej pami�i. Ka»dewywoªanie proedury zajmuje pewn¡ ilo±¢ pami�i. Jednak ogonowe wywoªanie rekurenyjnenie wymaga dodatkowej pami�i, gdy» u»ywa pami�i u»ywanej przez obene wywoªanie.Analiz¡ rekurenji ogonowej na zªo»ono±¢ pami�iow¡ zajmiemy si� w przyszªo±i, gdypoznamy semantyk� operayjn¡ programów funkyjnyh oraz nauzymy si� analizowa¢ kosztyprogramów. Na razie skupimy si� tylko na tym, jak tworzy¢ ogonowe proedury rekurenyjne.Cz�sto, gdy hemy u»y¢ rekurenji ogonowej, musimy zde�niowa¢ dodatkow¡ rekuren-yjn¡ proedur� pomoniz¡, posiadaj¡¡ dodatkowy(-e) argument(-y). Jeden z takih do-datkowyh argumentów to stopniowo konstruowany wynik. Argument ten jest zwyzajowonazywany akumulatorem.Przykªad: Silnia z akumulatorem:let re s a x =if x <= 1 then a else s (a * x) (x - 1);;val s : int -> int -> int = <fun>let silnia x = s 1 x;;val silnia : int -> int = <fun>silnia 3;;- : int = 6Przykªad: Lizby Fibonaiego z akumulatorem:let re fibpom a b n =if n = 0 then a else fibpom b (a + b) (n - 1);;val fibpom : int -> int -> int -> int = <fun>let fib n = fibpom 0 1 n;; 23



val fib : int -> int = <fun>fib 5;;- : int = 52.7 De�nije lokalneJe±li hemy zde�niowa¢ jak¡± warto±¢ lokalnie, u»ywamy nast�puj¡ej postai wyra»enia:
〈wyra»enie〉 ::= 〈definija〉 in 〈wyra»enie〉Zakres de�niji jest ogranizony do wyra»enia po in.Przykªad:let pow x =let pi = 3.14and s = x *. xin pi *. s;;val pow : float -> float = <fun>pow 4.0;;- : float = 50.24let pitagoras x y =let square x = x * xinsquare x + square y;;val pitagoras : int -> int -> int = <fun>pitagoras 3 4;;- : int = 25Zagadka: Form� spejaln¡ let-in mo»na, do pewnego stopnia, zast�powa¢ λ-abstrakj¡.W jaki sposób?2.8 KomentarzeKomentarze w Oamlu umieszzamy w nawiasah postai (* ...*). Komentarze mog¡ poja-wia¢ si� wsz�dzie tam, gdzie mog¡ wyst�powa¢ biaªe znaki. Komentarze mo»na zagnie»d»a¢.(* To jest komentarz. *)(* To te» jest komentarz (* ale zagnie»d»ony *). *)24



�wizeniaRozwi¡zania poni»szyh zada« to proste proedury operuj¡e na lizbah aªkowityh. Dlaka»dej proedury rekurenyjnej podaj jej spey�kaj�, tj. warunek wst�pny i ko«owy, orazuzasadnij jej poprawno±¢. Poprawno±¢ proedur rekurenyjnyh mo»na pokaza¢ przez induk-j�.1. Stopie« parzysto±i lizby aªkowitej x, to najwi�ksza taka lizba naturalna i, »e x dzielisi� przez 2i. Lizby nieparzyste maj¡ stopie« parzysto±i 0, lizby 2 i −6 maj¡ stopie«parzysto±i 1, a lizby 4 i 12 maj¡ stopie« parzysto±i 2. Przyjmujemy, »e 0 ma stopie«parzysto±i −1.Napisz proedur� parzysto±¢ wyznazaj¡¡ stopie« parzysto±i danej lizby aªkowitej.2. Napisz proedur�, która przeksztaªa dan¡ lizb� naturaln¡ w tak¡, w której yfry wy-st�puj¡ w odwrotnej kolejno±i, np. 1234 jest przeksztaªane na 4321.3. Sumy kolejnyh lizb nieparzystyh daj¡ kwadraty kolejnyh lizb naturalnyh, zgodnieze wzorem: ∑k
i=1(2i − 1) = k2. Wykorzystaj ten fakt do napisania proedury sqrtoblizaj¡ej sqrt x = ⌊√x⌋ i nie korzystaj¡ej z mno»enia, ani dzielenia.4. Napisz proedur�, która sprawdza, zy dana lizba jest pierwsza.5. Napisz proedur�, która sprawdza, zy dana lizba jest podzielna przez 9 w nast�puj¡ysposób: jedyne lizby jednoyfrowe podzielne przez 9 to 9 i 0; reszta z dzielenia lizbywieloyfrowej przez 9 jest taka sama, jak reszta z dzielenia sumy jej yfr przez 9; je±lisuma yfr jest wieloyfrowa, to aªo±¢ powtarzamy, a» do uzyskania lizby jednoyfrowej.6. Napisz proedur�, która sprawdza zy dana lizba jest podzielna przez 11 w nast�pu-j¡y sposób: sumujemy yfry lizby znajduj¡e si� na parzystyh pozyjah, oraz te nanieparzystyh pozyjah, ró»nia tyh dwóh lizb przystaje modulo 11 do wyj±iowejlizby; krok ten nale»y powtarza¢ a» do uzyskania lizby jednoyfrowej.7. Zaimplementuj kodowanie par lizb naturalnyh jako lizby naturalne. To znazy, napiszproedur� dwuargumentow¡, która koduje dwie lizby dane jako argumenty w jednejlizbie naturalnej. Dodatkowo napisz dwie proedury, które wydobywaj¡ z zakodowanejpary odpowiednio pierwsz¡ i drug¡ lizb�.8. Napisz proedur�, która dla danej lizby n sprawdzi zy pier±ie« reszt modulo n zawieranietrywialne pierwiastki z 1 (tj. takie lizby k, k 6= 1, k 6= n−1, »e k2 ≡ 1 mod n). Notabene, je±li takie pierwiastki istniej¡, to lizba n nie jest pierwsza. Odwrotna implikajajednak nie zahodzi � np. dla n = 4 nie ma nietrywialnyh pierwiastków z 1.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaPrzy rozwi¡zywaniu zada« kªadziemy naisk na poprawno±¢, a nie kªadziemy na razie naiskuna efektywno±¢. W szzególno±i, nie kªadziemy naisku na stosowanie rekurenji ogonowej,ho¢ jej nie zabraniamy. Ka»da proedura powinna by¢ wyspey�kowana. Je»eli wery�kaja(nast�pny wykªad) nie zostaªa jeszze omówiona, to uzasadnienie poprawno±i mo»e by¢ mniejformalne. Je±li za± byªa omówiona, to stosujemy przedstawion¡ na wykªadzie metodologi�. (Wprzypadku proedur rekurenyjnyh dowodzimy ih poprawno±i przez indukj� i podajemyfunkj� miary dowodz¡¡ poprawno±i de�niji rekurenyjnyh. Nale»y zwrói¢ uwag� napojawiaj¡e si� niezmienniki. )
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Wykªad 3. Dekompozyja problemu, wery�kaja rozwi¡zania3.1 Spey�kaja problemu
• Spey�kaja = opis elu = warto±¢/funkja z�±iowa opisana matematyznie.
• Implementaja = realizaja w j�zyku programowania.
• Spey�kaja mo»e dopuszza¢ wiele implementaji, np.: ∀x : (fx) ∗ (fx) = x ∗ x zyli

|fx| = |x|.

• Je±li spey�kaja jest funkj¡ z�±iow¡, to implementaja mo»e mie¢ wi�ksz¡ dziedzin�.
∀x : x > 0 => . . .let f x = if x > 0 then ... else ...

• Cz�sto spey�kaj� dzielimy na dwie z�±i:� warunek poz¡tkowy opisuje wszystkie dozwolone warto±i argumentów; intere-suj¡ nas warto±i wyników wyª¡znie dla argumentów speªniaj¡yh warunek po-z¡tkowy,� warunek ko«owy opisuje w jaki sposób wyniki zale»¡ od argumentów; dla argu-mentów speªniaj¡yh warunek wst�pny musz¡ istnie¢ wyniki speªniaj¡e warunekko«owy.
• To, »e program speªnia spey�kaj� mo»na wyrazi¢ formuª¡:warunek poz¡tkowy ⇒ warunek ko«owy(wynik programu)

• Tworz¡ proedury pomonize powinni±my okre±li¢ równie» ih spey�kaje. W przy-padku iterayjnyh proedur rekurenyjnyh s¡ to niezmienniki iteraji.
• Shemat dowodzenia wªasno±i stopu:� okre±lamy funkj� miary, dowód przebiega indukyjnie (po warto±iah funkjimiary),� zakªadamy, »e argumenty wywoªania speªniaj¡ warunek poz¡tkowy, dla danyhspeªniaj¡yh warunek poz¡tkowy warto±¢ funkji miary jest nieujemna,� pokazujemy, »e wywoªania proedur speªniaj¡ odpowiednie warunki poz¡tkowe,� dla wszystkih wywoªa« rekurenyjnyh pokazujemy, »e funkja miary maleje.
• Shemat dowodzenia z�±iowej poprawno±i:� zakªadamy, »e argumenty speªniaj¡ warunek poz¡tkowy, a wszystkie wywoªaniaproedur (ª¡znie z rekurenyjnymi) speªniaj¡ spey�kaj�,� pokazujemy, »e wynik jest zgodny z warunkiem ko«owym.
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3.2 Euklides (wersja z odejmowaniem)Spey�kaja: dla n,m > 0 mamy (nwd m n) = NWD(m,n). implementaja:let re nwd x y =if x = y then x elseif x > y thennwd (x - y) yelsenwd x (y - x);;A o si� dzieje je»eli jeden z argumentów jest równy 0? Nowy rodzaj nieokre±lono±i � za-p�tlenie. Poj�ia z�±iowej i aªkowitej poprawno±i � w przypadku z�±iowej poprawno±iimplementaja mo»e by¢ mniej okre±lona ni» spey�kaja.Dowód: Funkja miary f = max(x, y). Je±li x = y, to ozywiste. Zaªó»my, »e x > y. Dlaka»dego d takiego, »e d|x i d|y mamy d|(x− y), a wi� nwd(x, y) = nwd(x− y, y). Dla x < yanalogiznie.Wery�kaja nwd � ªatwo wykaza¢ wªasno±¢ stopu, a trudniej poprawno±¢.3.3 Metoda Newtona lizenia pierwiastkówKolejny element dziedziny algorytmiznej: lizby rzezywiste i operaje arytmetyzne. Uwagana kropki.Spey�kaja sqrt x:
• warunek wst�pny: zakªadamy, »e x ≥ 0,
• warunek ko«owy: hemy mie¢ proedur�, której wynikiem jest przybli»enie pierwiastkaz zadan¡ dokªadno±i¡ ε: |sqrt x−√

x| ≤ ε.Metoda: zazynamy od pewnej warto±i i iterayjnie poprawiamy j¡, a» wynik b�dzie dobry.let epsilon = ...;;let sqrt x =let re sqrt_iter g =if good g x thengelsesqrt_iter (improve g x)insqrt_iter (guess x);;Predykat good deyduje o tym, kiedy przybli»enie jest dobre. Wystarzy wi�, »e przyjmiemynast�puj¡¡ spey�kaj� good g x, a b�dziemy mieli zapewnion¡ z�±iow¡ poprawno±¢ algo-rytmu:
• warunek wst�pny: x ≥ 0, g ≥ 0,
• good g x⇒ |g −√

x| ≤ ε 28



Oznazmy e = g −√
x. Wówzas mamy:
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∣ ≤ ε · gTak wi�, mo»emy zaimplementowa¢ predykat good w nast�puj¡y sposób:let square x = x *. x;;let good g x = abs_float ((square g) -. x) <= epsilon *. g;;Zauwa»my, »e bez wzgl�du na to, jak zostan¡ zaimplementowane proedury guess i improve,mamy ju» zapewnion¡ z�±iow¡ poprawno±¢ proedury sqrt. Zapewnienie wªasno±i stopunie b�dzie ju» takie proste.Zastanówmy si� przez hwil�, zego ozekujemy od proedur guess i improve? Chemy,aby nasza iteraja kiedy± si� zako«zyªa, zyli:

∃n∈N good ((fun g → improve g x)ng)Je»eli przybli»enie g nie jest dostateznie dobre (oraz g > 0), to szukany pierwiastek le»ygdzie± mi�dzy g, a x
g . Dobrym kandydatem jest wi� ±rednia arytmetyzna tyh lizb:let average x y = (x +. y) /. 2.0;;let improve g x = average g (x /. g);;Warunek wst�pny tak zaimplementowanej proedury improve, to:

g > 0, x ≥ 0Równoze±nie, dla takih danyh, speªniony jest nast�puj¡y warunek ko«owy:
improve g x > 0Podany warunek poz¡tkowy improve wymaga, aby pierwsze przybli»enie byªo dodatnie:

guess x > 0. �atwo jednak temu sprosta¢, wystarzy za pierwsze przybli»enie przyj¡¢ np. 1:let guess x = 1.0;;Zwery�kujemy teraz wªasno±¢ stopu naszego algorytmu. Zauwa»my, »e kolejne przybli»eniapierwiastka s¡ dodatnie. Zazynamy od 1, a ka»dy kolejny krok przeksztaªa dodatnie przy-
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bli»enie w dodatnie. Bª¡d kolejnego przybli»enia wynosi:
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eRozwa»my przypadki:

• Je±li bª¡d jest ujemny, to −√
x < e < 0, st¡d √

x
e < −1, zyli 1 +

√
x

e < 0. Tak wi�, wnast�pnym kroku bª¡d jest dodatni.
• Je±li bª¡d jest dodatni, to zauwa»my, »e 1

1+
√

x

e

< 1, a wi� bª¡d kolejnego przybli»eniajest przynajmniej dwukrotnie mniejszy.
• Je±li bª¡d jest równy zero, to wyhodzimy ozywi±ie z p�tli.St¡d, wszystkie przybli»enia s¡ dodatnie, a tylko w pierwszym kroku bª¡d mo»e by¢ ujemny.Tak wi�, jako funkj� miary mo»emy przyj¡¢:
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xJe»eli warto±¢ funkji miary jest równa zero, to bª¡d przybli»enia jest nieujemny oraz:
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2
· 2g = ε · gCzyli:

|g2 − x| ≤ ε · g ⇒ good g xJak wida¢, w przypadku tego algorytmu, dowód wªasno±i stopu jest trudniejszy ni» dowódpoprawno±i.3.4 Podziaª problemu na podproblemy i tehnika pobo»nyh »yze«Jak rozbili±my problem na podproblemy:
• iterowanie przybli»e«, a» s¡ dobre: sqrt, sqrt_iter,
• pierwsze przybli»enie: guess, 30



• kiedy przybli»enie jest dobre: good,
• poprawienie przybli»enia: improve,
• podnoszenie do kwadratu: square,
• ±rednia: average,
• warto±¢ bezwzgl�dna: abs.Jak dzieli¢ problem na podproblemy? To trudna umiej�tno±¢, która istotnie wpªywa na to zyb�dziemy dobrymi informatykami i zy nasze programy b�d¡ zytelne. Nale»y si� tu kierowa¢zasadami dekompozyji i abstrakji proeduralnej :
• Nale»y podzieli¢ problem trudniejszy na kilka prostszyh �zgodnie z jego struktur¡�, tzn.tak, aby mo»na byªo prosto wyrazi¢ rozwi¡zanie aªego problemu za pomo¡ rozwi¡za«podproblemów � w ten sposób powstaj¡e de�nije s¡ proste i ªatwe do ogarni�ia.
• Ponadto nale»y tak formuªowa¢ podproblemy, aby byªy jak najbardziej ogólne � wów-zas w wi�kszyh systemah istnieje mo»liwo±¢ wykorzystania jednego rozwi¡zania wkilku miejsah.Zasada pobo»nyh »yze«:
• Tworz¡ rozwi¡zanie problemu powinni±my rozbi¢ go na podproblemy i zapisa¢ rozwi¡-zanie zakªadaj¡ na hwil�, »e podproblemy s¡ ju» rozwi¡zane, a dopiero potem przy-st�pujemy do ih rozwi¡zywania. Jest to tzw. zasada pobo»nyh »yze«. W ten sposóbrozwi¡zujemy problem top-down � od ogóªu do szzegóªów.Kilka innyh dobryh zasad:
• Blak-box approah: Polegamy na tym, »e dana warto±¢/proedura speªnia spey�ka-j�, ale abstrahujemy od sposobu jej zaimplementowania. Podproedury traktujemyhwilowo jak abstrakje wszystkih mo»liwyh rozwi¡za« tyh podproblemów.
• Information hiding: U»ytkownika naszego rozwi¡zania problemu nie interesuje jakie pod-proedury mamy i o one robi¡. Zastosowanie de�niji lokalnyh do ukryia sposoburozwi¡zania. Dzi�ki temu nie zakªadamy ni o sposobie rozwi¡zania problemu i korzy-stamy z niego w sposób bardziej elastyzny. Je±li w przyszªo±i zehemy zmieni¢ takierozwi¡zanie, to zrobimy to bezbole±nie.
• Separation of onerns: Dzi�ki ukrywaniu informaji o sposobie rozwi¡zania ró»nyhproblemów, s¡ one od siebie niezale»ne i nie koliduj¡ ze sob¡. Na raz, mo»emy zajmowa¢si� tylko jednym problemem.
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�wizeniaRozwi¡zania poni»szyh zada« to proste proedury operuj¡e na lizbah aªkowityh. Ihrozwi¡zanie wymaga zastosowania rekurenji ogonowej. Dla ka»dej proedury rekurenyjnejpodaj jej spey�kaj�, tj. warunek wst�pny i ko«owy, oraz uzasadnij jej poprawno±¢. Popraw-no±¢ proedur rekurenyjnyh mo»na pokaza¢ przez indukj�. Nie zapomnij o uzasadnieniuwªasno±i stopu.1. Udowodnij, »e dla ka»dego naturalnego n zahodzi fib n = Fibn. Podaj spey�kaj�dla fibpom i udowodnij j¡ przez indukj�.let fib n =let re fibpom a b n =if n = 0 then a else fibpom b (a + b) (n - 1)infibpom 0 1 n;;2. Pot�gowanie lizb aªkowityh (z akumulatorem).3. Napisz proedur� oblizaj¡¡ ⌊√n⌋, tym razem przez bisekj�, dziel¡ przedziaª, w któ-rym znajduje si� wynik. Dowodz¡ poprawno±i zwró¢ uwag� na warunki brzegowe.4. Dana jest funkja f : {1, 2, . . . , n} → Z. Nale»y znale¹¢ takie 1 ≤ a ≤ b ≤ n, »e suma
Σb

i=af(i) jest najwi�ksza. Napisz tak¡ proedur� p, »e p f n = b − a+ 1 (dla a i b jakwy»ej).5. Dana jest funkja nierosn¡a f : int → int, taka, »e f(x + 1) ≥ f(x) − 1. Napiszproedur�, która znajduje punkt staªy tej funkji, tzn. tak¡ lizb� x, »e f(x) = x (lubje±li punkt staªy nie istnieje, to tak¡ lizb� x, »e f(x− 1) > x oraz f(x) ≤ x).6. Dana jest ró»nowarto±iowa funkja f : int → int. Napisz proedur� maksima, któradla danyh lizb l i p (l ≤ p) oblizy ile lokalnyh maksimów ma funkja f w przedziale
[l, p].7. Przypomnij sobie rozwi¡zania zada« z poprzedniego wykªadu. Je±li rozwi¡zaªe± je niestosuj¡ rekurenji ogonowej, to zy potra�sz je rozwi¡za¢ (lepiej) stosuj¡ j¡?
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaW ka»dym zadaniu nale»y zastosowa¢ rekurenj� ogonow¡. Przy rozwi¡zywaniu zada« kªa-dziemy naisk na poprawno±¢, a tak»e niejawnie na efektywno±¢. W szzególno±i ka»da proe-dura powinna by¢ wyspey�kowana i zwery�kowana. W przypadku proedur rekurenyjnyhpokazujemy równie» wªasno±¢ stopu. Nale»y zwrói¢ uwag� na niezmienniki.Uwagi do zada«:Ad. 2 To zadanie nale»y rozwi¡za¢ w dwóh wersjah: najpierw pro±iej (liniowa zªo»ono±¢zasowa), a nast�pnie bardziej efektywnie (logarytmizna zªo»ono±¢ zasowa). W obuprzypadkah ogonowo.Ad. 4 To zadanie mo»na rozwi¡za¢ w liniowej zªo»ono±i zasowej. Je»eli studeni nie za-uwa»¡ tego od razu, nale»y najpierw rozwi¡za¢ je mniej efektywnie (i w bardziej skom-plikowany sposób).Ad. 5 Efektywne rozwi¡zanie tego zadania jest bardziej skomplikowane ni» proste nieefek-tywne rozwi¡zanie. Mo»na zrobi¢ oba warianty.Ad. 7 �Lepiej�, to bardziej efektywnie.
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Wykªad 4. Struktury danyhJak dot¡d, de�niowane przez nas poj�ia to wyª¡znie staªe kilku wbudowanyh typów iproedury. O ile mo»emy de�niowa¢ zªo»one proedury, to nie jeste±my w stanie de�niowa¢zªo»onyh danyh. Zajmiemy si� tym na wykªadzie. Zajmiemy si� równie» metodyk¡ tworzenianowyh typów danyh.Poj�ie typu danyh jest zapewne dobrze znane Czytelnikowi z innyh j�zyków programo-wania. Spróbujmy jednak, dla porz¡dku, krótko sharakteryzowa¢ to poj�ie. Typ danyh tozbiór warto±i wraz z zestawem podstawowyh operaji na tyh warto±iah.W ka»dym j�zyku programowania dost�pna jest pewna lizba wbudowanyh typów danyh,takih jak lizby aªkowite, warto±i logizne itp. S¡ one nazywane typami prostymi. Typyproste wbudowane w dany j�zyk programowania tworz¡ dziedzin� algorytmizn¡. Opróztypów prostyh mamy typy zªo»one, które zawieraj¡ w sobie prostsze typy. W tym wykªadziepoznamy ró»ne konstrukje pozwalaj¡e na tworzenie rozmaityh typów zªo»onyh.4.1 Typy wbudowanePoznali±my ju» kilka podstawowyh typów danyh wbudowanyh w j�zyk Oaml wraz z ope-rajami na nih. S¡ to: bool, int, float, har i string.W Oamlu ±rodowisko przyporz¡dkowuje ka»dej nazwie staªej jej warto±¢, która jest okre-±lonego typu. Dotyzy to równie» nazwanyh proedur i w ih przypadku oznaza, »e wiadomojakiego typu s¡ argumenty i wynik. W szzególno±i operaje arytmetyzne na lizbah aªko-wityh i zmiennopozyyjnyh musz¡ mie¢ ró»ne nazwy, gdy» ih argumenty s¡ ró»nyh typów.Operaje arytmetyzne na lizbah aªkowityh zapisujemy w klasyzny sposób: +, *, itd., aoperaje na lizbah zmiennopozyyjnyh maj¡ dodan¡ w nazwie kropk�: +., *., . . . . Nie-stety, zapewne na poz¡tku z�sto b�d¡ si� zdarza¢ Czytelnikom bª�dy wynikaj¡e z myleniatyh operaji.4.2 KonstruktoryKonstruktory to szzególnego rodzaju operaje tworz¡e warto±i okre±lonyh typów zªo»o-nyh. Jednak konstruktor to nie tylko proedura tworz¡a zªo»on¡ warto±¢, to o± wi�ej.Dodatkowo s¡ one odwraalne, tzn. z ih wyniku mo»na jednoznaznie odtworzy¢ ih argu-menty. Dzi�ki temu konstruktory nie tylko sªu»¡ do tworzenia warto±i typów zªo»onyh, alerównie» do rozbijania ih na tworz¡e je warto±i typów prostszyh.Formalnie, konstruktory (warto±i okre±lonego typu) maj¡ nast�puj¡e wªasno±i:
• s¡ one ró»nowarto±iowe,
• ró»ne konstruktory warto±i tego samego typu maj¡ ró»ne warto±i, tzn. przeiwdzie-dziny ró»nyh konstruktorów s¡ rozª¡zne,
• wszystkie konstruktory warto±i danego typu s¡ ª¡znie "na", tzn. ka»d¡ warto±¢ danegotypu mo»na skonstruowa¢,
• ka»d¡ warto±¢ danego typu mo»na przedstawi¢ w postai wyra»enia zªo»onego z kon-struktorów i staªyh innyh typów.Na razie nie znamy jeszze »adnyh konstruktorów. Zostan¡ one przedstawione dalej, wraz zkolejnymi typami zªo»onymi. Wówzas zobazymy przykªady ih u»yia.34



4.3 WzoreZanim przedstawimy sposoby konstruowania zªo»onyh typów danyh, wprowadzimy poj�iewzora. Co to jest wzorze? Wzorze jest to rodzaj �wyra»enia�. Do budowy wzorów mo-»emy u»ywa¢ konstruktorów i identy�katorów. Wzore pojawiaj¡ si� w takih kontekstah,»e zawsze dopasowywana jest do nih warto±¢ pewnego wyra»enia. Identy�katory wyst�pu-j¡e we wzorah s¡ nazwami nowyh staªyh wprowadzanyh do ±rodowiska. Je±li warto±¢wyra»enia dopasowywanego do wzora "pasuje", to wyst�puj¡ym we wzoru identy�katoromprzypisywane s¡ w ±rodowisku warto±i odpowiadaj¡yh im skªadowyh dopasowywanej war-to±i. Identy�katory wyst�puj¡e we wzoru nie mog¡ si� powtarza¢, gdy» ka»de wyst¡pienieidenty�katora odpowiada za inny fragment dopasowywanej warto±i. Wzore b�d¡ stanowi¢podstawowy mehanizm dekompozyji warto±i zªo»onyh typów, jednak ih zastosowanie nieograniza si� tylko do tego.Przedstawiaj¡ kolejne typy zªo»one b�dziemy przedstawia¢ równie» towarzysz¡e im kon-struktory i wzore. Istnieje jednak kilka podstawowyh wzorów, które mog¡ by¢ u»ywane dlawarto±i dowolnego typu:
〈wzorze〉 ::= 〈identyfikator〉 | _ | 〈staªa〉 | . . .

• identy�kator � pasuje do ka»dej warto±i, nazwie przyporz¡dkowywana jest dana war-to±¢,
• _ � tak jak identy�kator, tylko nie wprowadza »adnej nowej nazwy,
• staªa (np. lizbowa) � pasuje tylko do samej siebie.Wzora _ u»ywamy wówzas, gdy interesuje nas sam fakt, »e warto±¢ pasuje do wzora, a niehemy wprowadza¢ do ±rodowiska nowyh nazw.Wzorów mo»emy u»ywa¢ w konstrukji math-with oraz w de�nijah proedur, zarównoproedur nazwanyh, jak i λ-abstrakji:

〈definija〉 ::= let 〈wzorze〉 = 〈wyra»enie〉 |let [ re ] 〈identyfikator〉 { 〈wzorze〉 }∗ = 〈wyra»enie〉
〈wyra»enie〉 ::= math 〈wyra»enie〉 with { 〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉 | }∗

〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉 |funtion { 〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉 | }∗
〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉Najprostsze zastosowanie wzorów to de�nije staªyh. Po lewej stronie = mo»emy mie¢ za-miast identy�katora wzorze. Warto±¢ wyra»enia po prawej stronie = jest dopasowywana dowzora, a wszystkie identy�katory, którym w ten sposób s¡ przypisywane warto±i, tra�aj¡ do±rodowiska.Przykªad:3;;- : int = 3let _ = 3;;- : int = 3 35



let a = 42;;val a : int = 42W de�nijah proedur nazwa proedury musi by¢ identy�katorem, ale parametry formalnemog¡ by¢ wzorami. Wówzas, w momenie wywoªania proedury warto±i argumentów s¡dopasowywane do parametrów formalnyh. Wszystkie identy�katory, którym w ten sposóbs¡ przypisywane warto±i, tra�aj¡ do tymzasowego ±rodowiska powstaj¡ego dla oblizeniawarto±i proedury.Przykªad:let f 6 9 = 42;;val f : int -> int -> intf 6 9;;- : int = 42let p x _ = x + 1;;val p : int -> 'a -> int = <fun>p 6 9;;- : int = 7W wyra»eniah math-with warto±¢ wyra»enia wyst�puj¡ego po math jest dopasowywanado kolejnyh wzorów. Wzorze, do którego ta warto±¢ pasuje, wskazuje równoze±nie wy-ra»enie, którego warto±¢ jest warto±i¡ aªego wyra»enia math-with. Je±li dopasowywanawarto±¢ pasuje do kilku wzorów, to wybierany jest pierwszy z nih. Je»eli nie pasuje ona do»adnego z wzorów, to zgªaszany jest bª¡d (wyj¡tek).Podobnie dziaªa dopasowywanie wzorów w λ-abstrakjah. Argument proedury jest do-pasowywany do kolejnyh wzorów. Wzorze, do którego warto±¢ argumentu pasuje wskazujerównoze±nie wyra»enie, którego warto±¢ jest wynikiem proedury. Je±li warto±¢ argumentupasuje do kilku wzorów, to wybierany jest pierwszy z nih. Je»eli nie pasuje ona do »adnegoz wzorów, to zgªaszany jest bª¡d (wyj¡tek).Przykªad:let re silnia =funtion 0 -> 1 | x -> x * silnia (x - 1);;let re silnia x =math x with0 -> 1 |x -> x * silnia (x-1);;Konstrukja math-with jest tylko lukrem syntaktyznym rozwijanym do zastosowania od-powiedniej λ-abstrakji. 36



Przykªad: Konstrukja math-with z poprzedniego przykªadu jest rozwijana w nast�puj¡ysposób:let re silnia x =(funtion0 -> 1 |x -> x * silnia (x-1)) x;;4.4 Produkty kartezja«skieProdukt kartezja«ski jako typ jest dokªadnie tym, zym jest w matematye. Jest to zbiórpar, lub ogólniej n-ek warto±i prostszyh typów. Produkt kartezja«ski typów t1, . . . , tn jestoznazany przez t1 ∗ · · · ∗ tn.Ka»demu typowi produktowemu towarzyszy jeden konstruktor postai: (x1, . . . , xn). War-to±i¡ takiego konstruktora jest n-ka podanyh warto±i.Na warto±iah produktów kartezja«skih jest okre±lona równo±¢. Dwie n-ki s¡ s¡ równe,je±li ih odpowiadaj¡e sobie wspóªrz�dne s¡ równe.
〈wyra»enie〉 ::= ( [ 〈wyra»enie〉 { , 〈wyra»enie〉 }∗] )
〈wzorze〉 ::= ( [ 〈wzorze〉 { , 〈wzorze〉 }∗] )Przykªad:(1, 2, 3);;- : int * int * int = (1, 2, 3)(42, (6.9, �ala�));;- : int * (float * string) = (42, (6.9, "ala"))let (x, s) = (4.5, �ala�);;val x : float = 4.5val s : string = �ala�let fib n =let re fibpom n =if n = 0 then(0, 1)elselet (a, b) = fibpom (n - 1)in (b, a + b)inlet (a, b) = fibpom nin a;;val fib : int -> int = <fun> 37



let para x y = (x, y);;val para : 'a -> 'b -> 'a * 'b = <fun>let rzut_x (x, _) = x;;val rzut_x : 'a * 'b -> 'a = <fun>let rzut_y (_, y) = y;;val rzut_y : 'a * 'b -> 'b = <fun>Produkt kartezja«ski nie jest ª¡zny, tzn. poni»sze wyra»enia s¡ ró»nyh typów:(2, 3, 4);;- : int * int * int = (2, 3, 4)(2, (3, 4));;- : int * (int * int) = (2, (3, 4))((2, 3), 4);;- : (int * int) * int = ((2, 3), 4)Jednoelementowe n-ki warto±i typu t to, po prostu, warto±i typu t, (x) = x. Istnieje� jedynka� produktu kartezja«skiego (odpowiednik typu void), typ unit. Jedyn¡ warto±i¡tego typu jest (). Jednak t * unit to inny typ ni» t.4.5 ListyListy to i¡gi elementów tego samego typu (sko«zone lub niesko«zone, ale od pewnegomiejsa okresowe). Typ listy elementów typu t oznazamy przez t list. Pierwszy elementlisty przyj�ªo si� nazywa¢ gªow¡, a list� zªo»on¡ z wszystkih pozostaªyh elementów listyprzyj�ªo si� nazywa¢ ogonem. Tak wi� ka»da niepusta lista (tak jak w¡» ;-) skªada si� zgªowy i ogona.Typowi listowemu towarzysz¡ dwa konstruktory: h::t i [℄. [℄ to konstruktor listy pustej,a h::t tworzy list�, której gªow¡ jest h, a ogonem jest t.Ch¡ poda¢ list� n-elementow¡ nie musimy pisa¢: x1 :: (x2 :: · · · :: (xn :: []) . . . ), lezmo»emy u»y¢ skrótu notayjnego: [x1;x2; . . . ;xn]. Dost�pna jest te» operaja sklejania list �.Nale»y pami�ta¢, »e operaje :: i [℄ oblizane s¡ w zasie staªym, natomiast � w zasieproporjonalnym do dªugo±i pierwszego argumentu.Na listah jest okre±lona równo±¢. Dwie listy s¡ równe, je»eli s¡ równej dªugo±i i odpo-wiadaj¡e sobie elementy s¡ równe.Przykªad:[℄;;- : 'a list = [℄1::2::3::[℄;;- : int list = [1; 2; 3℄ 38



[1; 2; 3; 4℄;;- : int list = [1; 2; 3; 4℄[1;2;3℄ � [4;5;6℄;;- : int list = [1; 2; 3; 4; 5; 6℄["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄;;- : string list = ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄let length l =let re pom a l =math l with[℄ -> a |_::t -> pom (a+1) tinpom 0 l;;val length : 'a list -> int = <fun>let sumuj l =let re pom a l =math l with[℄ -> a |h::t -> pom (a+h) tinpom 0 l;;val sumuj : int list -> int = <fun>let re listapar2paralist =funtion[℄ -> ([℄, [℄) |(x, y)::t ->let (l1, l2) = listapar2paralist tin (x :: l1, y :: l2);;val listapar2paralist : ('a * 'b) list -> 'a list * 'b list = <fun>Mo»liwe jest de�niowanie list niesko«zonyh. Nale»y jednak zdawa¢ sobie spraw�, »e listys¡ implementowane jako wska¹nikowe listy jednokierunkowe. Dlatego te» lista niesko«zonamo»e mie¢ o najwy»ej posta¢ yklu z �ogonkiem�. Poni»szy przykªad pokazuje jak de�nio-wa¢ listy niesko«zone. Pokazuje on równie», »e nie tylko proedury mog¡ by¢ obiektamide�niowanymi rekurenyjnie.Przykªad: De�nije list niesko«zonyh:let re jedynki = 1::jedynki;; 39



val jedynki : int list = [1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1;1; ...℄let re ykl = 1 :: 0 :: -1 :: 0 :: ykl;;val ykl : int list = [1; 0; -1; 0; 1; 0; -1; 0; ...℄[1;2;3℄ � ykl;;- : int list = [1; 2; 3; 1; 0; -1; 0; 1; 0; -1; 0; ...℄ykl � [1;2;3℄;;Stak overflow during evaluation (looping reursion?).Moduª List zawiera wiele por�znyh proedur operuj¡yh na listah. O moduªah b�dziemymówi¢ dokªadniej w jednym z wykªadów. W tej hwili wystarzy nam wiedzie¢, »e aby korzy-sta¢ z poj�¢ zde�niowanyh w module List, wystarzy wprowadzi¢ poleenie open List;; lubprzed ka»d¡ nazw¡ poj�ia doda¢ przedrostek postai List. Moduª ten implementuje m.in.nast�puj¡e operaje:
• length � obliza dªugo±¢ listy (uwaga: dziaªa w zasie proporjonalnym do dªugo±ilisty),
• hd � zwraa gªow� (niepustej) listy,
• tl � zwraa ogon (niepustej) listy,
• rev� obliza list� zªo»on¡ z tyh samyh elementów, ale w odwrotnej kolejno±i (uwaga:dziaªa w zasie proporjonalnym do dªugo±i listy),
• nth � zwraa element z podanej pozyji na li±ie (gªowa ma numer 0, uwaga: dziaªa wzasie proporjonalnym do numeru pozyji plus 1),
• append � sklejanie list, dziaªa tak jak �, ale nie jest zapisywane in�ksowo, tylko tak,jak zwykªa proedura.Przykªad:open List;;length ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄;;- : int = 4hd ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄;;- : string = "To"tl ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄;;- : string list = ["i"; "dopiero"; "lista"℄rev ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄;;- : string list = ["lista"; "dopiero"; "i"; "To"℄40



nth ["To"; "i"; "dopiero"; "lista"℄ 2;;- : string = "dopiero"append [1; 2; 3℄ [4; 5℄;;- : int list = [1; 2; 3; 4; 5℄4.6 Deklaraje typówZwykle kompilator Oamla sam jest w stanie wywnioskowa¢ jakiego typu s¡ wyra»enia. Ist-nieje jednak mo»liwo±¢ nazywania typów i okre±lania jakiego typu si� spodziewamy. Wówzaskompilator sprawdza, zy dane wyra»enie faktyznie jest takiego typu, jak hieli±my, a za-miast peªnego rozwini�ia typu mo»e u»ywa¢ podanej przez nas krótszej nazwy. Niektóretypy danyh mo»na wprowadzi¢ tylko poprzez ih deklaraj�. S¡ to te typy, któryh deklara-je wprowadzaj¡ nowe konstruktory.Mo»liwe jest te» zde�niowanie typów sparametryzowanyh, tzn. takih, w któryh typyniektóryh ih skªadowyh s¡ podawane jako parametry typu. Elementy struktury danyhokre±lone jako parametry mog¡ by¢ dowolnego typu, ale wszystkie elementy okre±lone przezten sam parametr musz¡ by¢ (w danej warto±i) tego samego typu. (Uwa»ny zytelnik za-pewne domy±la si�, »e przykªadem typu sparametryzowanego jest lista. Parametrem typulistowego jest typ elementów listy.) Parametry typu podajemy zwyzajowo przed nazw¡ typusparametryzowanego, np. int list.
〈jednostka kompilaji〉 ::= 〈deklaraja typu〉
〈deklaraja typu〉 ::= type 〈identyfikator〉 = 〈typ〉 |type 〈parametr typowy〉 〈identyfikator〉 = 〈typ〉 |type ( 〈parametr typowy〉 { , 〈parametr typowy〉 }∗ )

〈identyfikator〉 = 〈typ〉
〈typ〉 ::= 〈identyfikator〉 |

〈typ〉 〈identyfikator〉 |( 〈typ〉 { , 〈typ〉 }∗ ) 〈identyfikator〉 |
〈typ〉 { * 〈typ〉 }∗|( 〈typ〉 ) | . . .

〈parametr typowy〉 ::= '〈identyfikator〉Przykªad:type p = int * float;;type 'a lista = 'a list;;type ('a, 'b) para = 'a * 'b;;type 'a t = ('a, 'a) para * ('a list) list;;41



Podstawowym zastosowaniem deklaraji typów (opróz wprowadzania typów, które wy-magaj¡ zadeklarowania) jest de�niowanie typów zªo»onyh, które wyst�puj¡ w interfejsahproedur. Wówzas mo»na poda¢, i» ozekujemy, »e dany argument powinien by¢ okre±lonegotypu. W ogólno±i mo»na dla dowolnego wzora lub wyra»enia poda¢ typ, jakiego ozekujemy.
〈wyra»enie〉 ::= ( 〈wyra»enie〉 : 〈typ〉 )
〈wzorze〉 ::= ( 〈wzorze〉 : 〈typ〉 )Przykªad: Spey�kaja typów.type point = float * float;;type point = float * floattype vetor = point;;type vetor = pointlet (p:point) = (2.0, 3.0);;val p : point = (2., 3.)let shift ((x, y): point) ((xo, yo): vetor) =((x +. xo, y +. yo) : point);;val shift : point -> vetor -> point = <fun>shift p p;;- : point = (4., 6.)4.7 RekordyTypy rekordowe s¡ podobne do produktów kartezja«skih. Rekord odpowiada n-e, ale wspóª-rz�dne (tzw. pola rekordu) s¡ identy�kowane razej po nazwie, a nie wg pozyji w n-e. Typyrekordowe wyst�puj¡ w wielu j�zykah programowania � w C i C++ s¡ nazywane struktu-rami. Typy rekordowe wprowadza si� deklaruj¡ typ postai:

〈typ〉 ::= { { 〈identyfikator〉 : 〈typ〉 ; }∗ 〈identyfikator〉 : 〈typ〉 [ ; ] }Identy�katory to nazwy pól rekordów. Konstruktor warto±i rekordowyh ma posta¢:
〈wyra»enie〉 ::= { { 〈identyfikator〉 = 〈wyra»enie〉 ; }∗

〈identyfikator〉 = 〈wyra»enie〉 [ ; ] }
〈wzorze〉 ::= { { 〈identyfikator〉 = 〈wzorze〉 ; }∗

〈identyfikator〉 = 〈wzorze〉 [ ; ] }U»ywaj¡ takiego konstruktora do budowy rekordu musimy poda¢ warto±i wszystkih pól (wdowolnej kolejno±i). Natomiast u»ywaj¡ go jako wzora, mo»emy poda¢ tylko interesuj¡e42



nas pola. Do pojedynzyh pól rekordów mo»emy si� równie» odwoªywa¢ tak, jak w innyhj�zykah programowania, podaj¡ nazw� pola po krope.
〈wyra»enie〉 ::= 〈wyra»enie〉 . 〈identyfikator〉Przykªad:type uªamek = { liznik : int ; mianownik : int };;type ulamek = { liznik : int; mianownik : int; }let q = { liznik = 3; mianownik = 4 };;val q : ulamek = {liznik = 3; mianownik = 4}let { liznik = a ; mianownik = b } = q;;val a : int = 3val b : int = 4let { liznik =  } = q;;val  : int = 3q.liznik;;- : int = 3Uwaga: Ze wzgl�du na przysªanianie nazw, nale»y unika¢ sytuaji, gdy dwa pola ró»nyhtypów rekordowyh maj¡ takie same nazwy. Wówzas b�dziemy mogli korzysta¢ tylko z tego,które zostaªo zde�niowane jako ostatnie.4.8 Typy wariantoweW Oamlu istnieje równie» odpowiednik unii � typy wariantowe, zwane te» typami algebra-iznymi. Deklarujemy je w nast�puj¡y sposób:

〈typ〉 ::= 〈wariant〉 { | 〈wariant〉 }∗
〈wariant〉 ::= 〈Identyfikator〉 [ of 〈typ〉 ]Przez 〈Identyfikator〉 oznazamy identy�katory rozpozynaj¡e si� wielk¡ liter¡. Natomiast

〈identyfikator〉 oznaza identy�katory rozpozynaj¡e si� maª¡ liter¡. Jak zobazymy zahwil�, rozró»nienie to jest koniezne dla odró»nienia we wzorah nazw konstruktorów odnazw wprowadzanyh staªyh.Ka»dy zadeklarowany wariant wprowadza konstruktor o podanej nazwie. Formalnie kon-struktor taki mo»e mie¢ o najwy»ej jeden argument, ale zawsze mo»e to by¢ argument odpo-wiedniego typu produktowego. Konstruktorów typów wariantowyh u»ywamy w nast�puj¡ysposób:
〈wyra»enie〉 ::= 〈Identyfikator〉 [ 〈wyra»enie〉 ]
〈wzorze〉 ::= 〈Identyfikator〉 [ 〈wzorze〉 ]Na typah wariantowyh jest okre±lona równo±¢. Dwie warto±i s¡ równe, je±li s¡ wynikiemtego samego konstruktora, a je»eli jest to konstruktor sparametryzowany, to dodatkowo para-metry konstruktora musz¡ by¢ sobie równe. 43



Przykªad: Typy wariantowe:type znak = Dodatni | Ujemny | Zero;;type znak = Dodatni | Ujemny | Zerolet nieujemny x =math x withUjemny -> false |_ -> true;;val nieujemny : znak -> bool = <fun>let ujemny x =x = Ujemny;;val ujemny : znak -> bool = <fun>type zespolone =Prostokatny of float * float |Biegunowy of float * float ;;type zespolone = Prostokatny of float * float | Biegunowy of float * floatlet modul =funtionProstokatny (x, y) -> sqrt (square x +. square y) |Biegunowy (r, _) -> r;;val modul : zespolone -> float = <fun>Deklaraje typów wariantowyh mog¡ by¢ rekurenyjne, o pozwala na konstruowaniedrzew. Przypomina to zde�niowanie w Pasalu typu wska¹nikowego do typu, który jest de�-niowany dalej i w którym mo»na korzysta¢ z danego typu wska¹nikowego.Przykªad:type drzewo =Puste |Wezel of int * drzewo * drzewo;;Podobnie jak w przypadku list, mo»emy tworzy¢ �niesko«zone� drzewa poprzez ih zaykle-nie.Przykªad: Zayklone, niesko«zone drzewa:let re t = Wezel (42, t, Puste);;val t : drzewo = Wezel (42, Wezel (42, (...), Puste),Puste)Deklaraje typów wariantowyh mog¡ by¢ sparametryzowane. Jest to szzególnie przydatnewówzas, gdy nie hemy do ko«a okre±la¢ typu skªadowyh elementów.44



Przykªad:type 'a lista = Pusta | Pelna of 'a * 'a lista;;type 'a lista = Pusta | Pelna of 'a * 'a listaPelna (4, Pusta);;- : int lista = Pelna (4, Pusta)Pelna ("ala", Pelna("ula", Pusta));;- : string lista = Pelna ("ala", Pelna ("ula",Pusta))Pelna (4, Pelna ("ula", Pusta));;error ...4.9 Aliasy we wzorahCzasami, gdy u»ywamy zªo»onyh wzorów, hemy równoze±nie uhwyi¢ zªo»on¡ warto±¢,jak i jej elementy. Mo»emy to zrobi¢ za pomo¡ konstrukji as.
〈wzorze〉 ::= 〈wzorze〉 as 〈identyfikator〉Dopasowywana warto±¢ jest przypisywana identy�katorowi po prawej stronie as oraz jestdopasowywana do wzora po lewej stronie.let (x, y) as para = (2, 3);;val x : int = 2val y : int = 3val para : int * int = (2, 3)let (h::t) as lista = [1; 2; 3; 4℄;;val h : int = 1val t : int list = [2; 3; 4℄val lista : int list = [1; 2; 3; 4℄4.10 Wyj¡tkiCzasami hemy zaprogramowa¢ w postai proedur funkje z�±iowe. W jaki sposób mo»emyto zrobi¢? Jaki powinien by¢ wynik dla punktów spoza dziedziny? Mo»emy u»y¢ tu mehani-zmu wyj¡tków. W j�zyku istnieje spejalny typ wariantowy exn. Jest to nietypowy typ, gdy»mo»na na bie»¡o rozszerza¢ zestaw wariantów tworz¡yh ten typ. Warto±i tego typu nios¡informaj� o wyj¡tkowyh sytuajah uniemo»liwiaj¡yh wykonanie oblize«. Nowe wariantytypu exn mo»emy deklarowa¢ w nast�puj¡y sposób:

〈jednostka kompilaji〉 ::= 〈deklaraja wyj¡tku〉 | . . .
〈deklaraja wyj¡tku〉 ::= exeption 〈wariant〉45



Z wyj¡tkami mo»na robi¢ dwie podstawowe rzezy: podnosi¢ i przehwytywa¢. Podniesieniewyj¡tku, to wyra»enie, którego oblizenie �nie udaje si��, a pora»e tej towarzyszy warto±¢podnoszonego wyj¡tku (typu exn). Je±li oblizenie dowolnego podwyra»enia nie udaje si�na skutek podniesienia wyj¡tku, to tak samo nie udaje si� oblizenie aªego wyra»enia. Takwi� wyj¡tek, to rodzaj propaguj¡ego si� �bª�du w oblizeniah�. Podniesienie wyj¡tku manast�puj¡¡ posta¢, przy zym argument operaji raise musi by¢ typu exn:
〈wyra»enie〉 ::= raise 〈wyra»enie〉Przehwyenie wyj¡tku to konstrukja odwrotna do jego podniesienia. Mo»emy spróbowa¢oblizy¢ warto±¢ danego wyra»enia, liz¡ si� z mo»liwo±i¡ podniesienia wyj¡tku. Je±li wdanym wyra»eniu zostanie podniesiony wyj¡tek, to mo»emy go przehwyi¢ i poda¢, jakapowinna by¢ warto±¢ aªego wyra»enia w takim przypadku.

〈wyra»enie〉 ::= try 〈wyra»enie〉 with { 〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉 | }∗
〈wzorze〉 -> 〈wyra»enie〉Przykªad:exeption Dzielenie_przez_zero of float;;exeption Dzielenie_przez_zero of floatlet dziel x y =if y = 0.0 thenraise (Dzielenie_przez_zero x)else x /. y;;val dziel : float -> float -> float = <fun>let odwrotnos x =trydziel 1.0 xwithDzielenie_przez_zero _ -> 0.0;;val odwrotnos : float -> float = <fun>odwrotnos 42.;;- : float = 0.0238095238095238082odwrotnos 0.0;;- : float = 0.Standardowo zde�niowany jest wyj¡tek Failure of string oraz proedura:let failwith s =raise (Failure s);;Pami�tajmy, »e nale»y odró»nia¢ warto±i typu exn od podniesienia wyj¡tku.46



Dzielenie_przez_zero 4.5;;- : exn = Dzielenie_przez_zero 4.5raise (Dzielenie_przez_zero 4.5);;Exeption: Dzielenie_przez_zero 4.5.Uwaga: W niektóryh ¹ródªah wyj¡tki s¡ opisane jako konstrukja imperatywna. Prosz�jednak zwrói¢ uwag�, »e nie odwoªuj¡ si� one do takih poj�¢, jak zmienne, obiekty, stany,zy przypisanie. Dlatego te» wyj¡tki s¡ tu przedstawione jako mehanizm funkyjny.
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�wizenia�wizenie programistyzne na listy i inne struktury danyh:1. Lista n pierwszyh lizb naturalnyh.2. Wyszukanie n-tego elementu listy.3. Odwróenie listy rev.4. Sklejanie list �, append.5. Zdublowa¢ elementy listy.6. Napisz proedur� last, której wynikiem jest ostatni element listy.7. Napisz proedury head i tail, które dla zadanej listy l i lizby aªkowitej n zwraaj¡pierwsze/ostatnie n elementów listy l. Je±li lista lma mniej elementów ni» n, to wynikiempowinna by¢ aªa lista l. (Nazwy pohodz¡ od programów head i tail w Uniksie.) Cojest wynikiem tail (head l n) 1?8. Napisz proedur�, która list� par postai [(n1, x1); (n2, x2); . . . ; (nk, xk)] przeksztaªa wlist� postai [x1; . . . ;x1
︸ ︷︷ ︸

n1 razy

;x2; . . . ;x2
︸ ︷︷ ︸

n2 razy

; . . . ;xk; . . . ;xk
︸ ︷︷ ︸

nk razy

].9. Zaªó»my, »e dana jest lista [x1;x2; . . . ;xn]. Su�ksem tej listy nazwiemy ka»d¡ list�, któr¡mo»na uzyska¢ przez usuni�ie pewnej lizby (od 0 do n) jej poz¡tkowyh elementów.Tak wi� su�ksami danej listy b�dzie n.p. ona sama, pusta lista, a tak»e [x3;x4; . . . ;xn].Napisz proedur� tails : α list → α list list, która dla danej listy tworzy list�wszystkih jej su�ksów, uporz¡dkowan¡ wg malej¡yh ih dªugo±i.10. Dane s¡ dwie listy lizb aªkowityh uporz¡dkowane niemalej¡o. Obliz ile ró»nyhlizb wyst�puje na tyh listah.11. Napisz proedur� zsumuj, która dla danej niemalej¡ej listy dodatnih lizb aªkowityh
(a1 . . . an) obliza list� (b1 . . . bn), gdzie bi =

∑n
k=ai

ak. (Pami�taj o tym, »e je±li m > n,
∑n

k=m ak = 0.)12. Napisz program wybieraj¡y max i min z listy i dokonuj¡y jak najmniejszej lizbyporówna«.13. Napisz program wybieraj¡y wi�kszo±¢ z listy wi�kszo±iowej; uzasadnij jego popraw-no±¢.14. Napisz proedur� max_diff : int list → int, która dla niepustej listy [x1; . . . ;xn]znajdzie maksymaln¡ ró»ni� xj − xi dla 1 ≤ i < j ≤ n.15. Napisz proedur� podziel: int list → int list list, która dla danej listy postai
[a1; a2; . . . ; an], zawieraj¡ej permutaj� zbioru {1, 2, . . . , n} znajdzie jej podziaª na jaknajlizniejsz¡ list� list postai:

[[a1; a2; . . . ; ak1
]; [ak1+1; ak1+2; . . . ; ak2

]; . . . ; [akm−1+1; akm−1+2; . . . ; akm
]]48



tak¡ »e:
{a1, a2, . . . , ak1

} = {1, 2, . . . , k1} (równo±¢ zbiorów),
{ak1+1, ak1+2, . . . , ak2

} = {k1 + 1, k1 + 2, . . . , k2},...
{akm−1+1, akm−1+2, . . . , akm

} = {km−1 + 1, km−1 + 2, . . . , km}.Przyjmujemy, »e wynikiem dla listy pustej jest lista pusta.Przykªad: podziel [2; 3; 1; 6; 5; 4; 7; 9; 10; 11; 8] = [[2; 3; 1]; [6; 5; 4]; [7]; [9; 10; 11; 8]].16. Napisz proedur� mieszaj, która wywoªana dla danej listy, oblizy list� powstaª¡ przeznast�puj¡e przestawienie elementów: na pozyjah nieparzystyh maj¡ kolejno znajdo-wa¢ si� ⌈n
2 ⌉ poz¡tkowe elementy danej listy, a na pozyjah parzystyh maj¡ znajdo-wa¢ si� pozostaªe elementy danej listy, w odwrotnej kolejno±i. Na przykªad: mieszaj[1;2;3;4;5℄ = [1;5;2;4;3℄17. Napisz proedur� trójki: int list → (int * int * int) list, która dla zadanejlisty dodatnih lizb aªkowityh, uporz¡dkowanej rosn¡o, stworzy list� takih trójek

(a, b, c) lizb z danej listy, »e:
• a < b < c,
• lizby a, b i c speªniaj¡ nierówno±¢ trójk¡ta, zyli c < a+ b.18. Zde�niuj tak¡ proedur� przedziaªy: int list → int*int, »eprzedziaªy [a1; . . . ; an] = (k, l), gdzie jest to taka para lizb 1 ≤ k ≤ l ≤ n, dla którejsuma ak + · · · + al jest najwi�ksza.19. Rozwa»my nast�puj¡¡ metod� kompresji i¡gów lizb aªkowityh: Je»eli w oryginal-nym i¡gu ta sama lizba powtarza si� kilka razy z rz�du, to jej kolejne wyst¡pieniareprezentujemy za pomo¡ jednej tylko lizby. Konkretnie, i powtórze« lizby k repre-zentujemy w i¡gu skompresowanym jako 2i−1 · (2 · k − 1).Napisz proedur� dekompresuj: int list → int list dekompresuj¡¡ zadan¡ list�.Mo»esz zaªo»y¢, »e lista skompresowana nie zawiera zer.Podaj spey�kaj� (warunek poz¡tkowy i ko«owy) wszystkih de�niowanyh proe-dur i uzasadnij zwi�¹le ih peªn¡ poprawno±¢. W przypadku rekurenyjnyh proeduriterayjnyh warunek poz¡tkowy musi zawiera¢ niezmiennik iteraji.dekompresuj [1; 3; 3; 9; 42; 3℄;;- : int list = [1; 2; 2; 5; 11; 11; 2℄20. Palindrom, to taka lista p, »e p = rev p. Napisz proedur� palindrom : α list → int,która dla danej listy oblizy dªugo±¢ jej najdªu»szego spójnego fragmentu, który jestpalindromem.21. Napisz proedur� podziel : int -> 'a list -> 'a list list, która dla k > 0 ilisty [x1; . . . ;xn] podzieli j¡ na list� list postai:

[[x1;xk+1;x2k+1; . . . ]; [x2;xk+2;x2k+2; . . . ]; . . . ; [xk;x2k;x3k; . . . ]]Przykªad: podziel 3 [1;2;3;4;5;6;7℄ = [[1; 4; 7℄; [2; 5℄; [3; 6℄℄.49



22. [XIII OI℄ Maªy Ja± dostaª od rodziów na urodziny now¡ zabawk�, w której skªad who-dz¡ rurka i kr¡»ki. Rurka ma nietypowy ksztaªt � mianowiie jest to poª¡zenie pewnejlizby walów (o takiej samej grubo±i) z wyi�tymi w ±rodku (wspóªosiowo) okr¡gªymiotworami ró»nej ±redniy. Rurka jest zamkni�ta od doªu, a otwarta od góry. Kr¡»ki wzabawe Jasia s¡ walami o ró»nyh ±redniah i takiej samej grubo±i o wale tworz¡erurk�.Ja± wymy±liª sobie nast�puj¡¡ zabaw�. Maj¡ do dyspozyji pewien zestaw kr¡»kówzastanawia si�, na jakiej gª�boko±i zatrzymaªby si� ostatni z nih, gdyby wrzua¢ jekolejno do rurki entralnie (zyli dokªadnie w jej ±rodek). Ka»dy kolejny kr¡»ek powrzueniu spada dopóki si� nie zaklinuje (zyli nie oprze si� o wale, w którym wyi�tyjest otwór o mniejszej ±redniy ni» ±rednia kr¡»ka), albo nie natra� na przeszkod� wpostai innego kr¡»ka lub dna rurki.Napisz proedur� kr¡»ki: int list → int list → int, która na podstawie listy±redni otworów w kolejnyh walah tworz¡yh rurk�, oraz listy ±redni kolejno wrzu-anyh kr¡»ków oblizy gª�boko±¢, na której zatrzyma si� ostatni wrzuony kr¡»ek (lub0 je±li nie wszystkie kr¡»ki zmieszz¡ si� w rure).23. Wielomian postai a0 · x0 + a1 · x1 + · · · + an · xn reprezentujemy w postai listy
[a0; a1; . . . ; an]. Napisz proedur� mnó» : float list → float list → float listmno»¡¡ wielomiany.Uwaga: Pusta lista reprezentuje zerowy wielomian.24. Zde�niuj typ reprezentuj¡y drzewa o wierzhoªkah dowolnego (sko«zonego stopnia).Zde�niuj gar±¢ proedur operuj¡yh na takih drzewah (np. gª�boko±¢, lizb� elemen-tów, lista elementów w porz¡dku pre�ksowym/post�ksowym).25. Rozwa»my drzewo binarne, w którego wierzhoªkah pami�tane s¡ ró»ne dodatnie lizbyaªkowite. Dane s¡ dwie listy: wyniki obej±ia drzewa w porz¡dku in�ksowym i pre�k-sowym. Napisz proedur�, która odtwarza drzewo na podstawie takih dwóh list.26. Napisz proedur�, która dla dowolnego drzewa binarnego poprawia je tak, »e speªnia onosªabsz¡ wersj� warunku BST: dla dowolnego w�zªa, lewy syn nie jest wi�kszy, a prawynie jest mniejszy, ni» w�zeª.27. Napisz proedur� rozi�ie, która znajduje tak¡ kraw�d¹ w danym drzewie binarnym,»e po jej usuni�iu drzewo rozpada si� na dwa drzewa o minimalnej ró»niy lizb w�zªów.(Wynikiem proedury powinien by¢ dolny konie szukanej kraw�dzi.)28. Dana jest deklaraja typu drzew binarnyh:type tree = Node of tree * int * tree | Leaf;;Napisz proedur� czapeczka : tree → tree → int, która oblizy na ilu poziomah,id¡ od góry, dane drzewa s¡ identyzne, tzn. na tyh poziomah drzewa maj¡ ten samksztaªt, a w odpowiadaj¡yh sobie wierzhoªkah s¡ takie same lizby.29. Dany jest typ reprezentuj¡y drzewa binarne:50



type α drzewo =Drzewo of α drzewo * α * α drzewo |Lis;;Zde�niuj typ α przehadzka oraz proedury:buduj: α drzewo → α przehadzkaw_lewo: α przehadzka → α przehadzkaw_prawo: α przehadzka → α przehadzkaw_gore: α przehadzka → α przehadzkaobejrzyj: α przehadzka → αumo»liwiaj¡e �przehadzanie� si� po drzewie i ogl¡danie go. Wywoªanie buduj d po-winno konstruowa¢ przehadzk�, w której znajdujemy si� w korzeniu drzewa d. Wywo-ªanie w_lewo p powinno konstruowa¢ przehadzk� powstaª¡ przez przej±ie do lewegopoddrzewa. Analogiznie powinny dziaªa¢ proedury w_prawo i w_gore. Proeduraobejrzyj powinna zwrói¢ element przehowywany w wierzhoªku drzewa, w którymaktualnie jeste±my.Podzas przehadzki po drzewie mo»emy przebywa¢ jedynie w wierzhoªkah Drzewo _.Je±li nast¡pi próba wej±ia do li±ia Lis lub wyj±ia �ponad� korze«, nale»y podnie±¢wyj¡tek Poza_drzewem.30. Dane jest de�nija typu: type tree = Node of tree * tree | Leaf. Odlegªo±i¡mi�dzy dwoma wierzhoªkami (Node) w drzewie nazywamy minimaln¡ lizb� kraw�dzijakie trzeba przej±¢ z jednego wierzhoªka do drugiego. �redni¡ drzewa nazwiemy mak-symaln¡ odlegªo±¢ mi�dzy dwoma w�zªami (Node) w drzewie. Przyjmujemy, »e ±redniapustego drzewa (Leaf) jest równa 0.Napisz proedur� ±rednia : tree -> int, która obliza ±redni� danego drzewa.31. Zde�niuj typ reprezentuj¡y dni tygodnia, miesi¡e i dat�. Zde�niuj proedur� obli-zaj¡¡ na podstawie daty dzie« tygodnia. Mo»esz zaªo»y¢, »e dana jest proedurasylwester, która na podstawie roku okre±la jakiego dnia tygodnia byª Sylwester.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaTo du»y zestaw zada«. Nale»y na nie po±wi�i¢ ok. 2 zaj�¢, a i tak nie wszytkie zd¡»y si�zrobi¢. Narazie nie korzystamy z proedur wy»szyh rz�dów, nawet gdyby na wykªadzie byªaju» o nih mowa. Pozostaªe zadania studeni mog¡ rozwi¡za¢ sami powtarzaj¡ materiaª przedkolokwium.Ad. 12 Ozekujemy rozwi¡zania wykonuj¡ego o najwy»ej 3n
2 − 1 porówna«.Ad. 13 Szukamy rozwi¡zania o liniowej zªo»ono±i zasowej. Nale»y zwrói¢ uwag� na uza-sadnienie poprawno±i rozwi¡zania. Pomaga w tym sformuªowanie niezmiennika.Uwaga: To zadanie mo»na te» rozwi¡za¢ probabilistyznie, metod¡ Las Vegas: wylosujelement i sprawd¹ zy to wi�kszo±¢. Ozekiwana zªo»ono±¢ zasowa jest liniowa.Ad. 20 Ozekujemy rozwi¡zania o zªo»ono±i zasowej Θ(n2).
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Wykªad 5. Budowanie abstrakji za pomo¡ danyhTworz¡ struktur� danyh musimy podj¡¢ kilka deyzji projektowyh:
• jakie operaje powinny by¢ udost�pnione u»ytkownikowi struktury danyh, tzw. interfejs.
• jaki jest zbiór warto±i, które hemy reprezentowa¢, tzw. warto±i abstrakyjnyh,
• jaka struktura danyh b�dzie odpowiednia do reprezentowania warto±i abstrakyjnyh,tzw. warto±i konkretne, (jaki b�dzie typ danyh i które z warto±i tego typu b�d¡ po-prawnymi reprezentajami warto±i abstrakyjnyh, tzw. niezmiennik struktury danyh),
• maj¡ dan¡ warto±¢ konkretn¡, jaka jest odpowiadaj¡a jej warto±¢ abstrakyjna, tzw.funkja abstrakji,Wszystkie one okre±laj¡ sposób implementaji struktury danyh. Odpowiednio dobrany inter-fejs tworzy pewn¡ abstrakj� danyh w której jej funkjonalno±¢ jest oddzielona od implemen-taji. Powy»ej tej bariery posªugujemy si� warto±iami abstrakyjnymi, a poni»ej warto±iamikonkretnymi. Warto±i abstrakyjne, to takie, jakie widzi u»ytkownik typu, a konkretne tosposób ih implementaji. Diagram funkji abstrakji.Operaje tworz¡e interfejs mo»emy podzieli¢ na trzy kategorie:
• konstruktory � tworz¡ zªo»one warto±i z prostszyh,
• selektory � wyªuskuj¡ elementy lub badaj¡ ehy zªo»onyh warto±i,
• mody�katory � przeksztaªaj¡ zªo»one warto±i.Odpowiednio dobrane konstruktory i selektory mog¡ tworzy¢ dodatkow¡ abstrakj�, za po-mo¡ której s¡ zaimplementowane mody�katory. Wówzas implementaja mody�katorówkorzysta wyª¡znie z warto±i abstrakyjnyh i jest niezale»na od implementaji strukturydanyh. Zawsze, im mniejsze fragmenty kodu s¡ wra»liwe na potenjalne zmiany tym lepiej.W ten sposób ustalone interfejsy i abstrakje tworz¡ bariery oddzielaj¡e ró»ne poziomyabstrakji.programy korzystaj¡e ze zªo»onej struktury danyh mody�katoryimplementaja mody�katorów konstruktory i selektoryimplementaja struktury danyh prostsze typy i operaje na nihrealizaja typów w j�zyku programowania iwykorzystywane struktury danyh5.1 Przyªad: Lizby wymierne5.1.1 Abstrakja danyhSpróbujmy zaimplementowa¢ zgodnie z opisanym podej±iem pakiet arytmetyki lizb wymier-nyh. B�dziemy u»ywa¢ jednego konstruktora:
• uªamek l m tworz¡y uªamek l

m przy zaªo»eniu, »e m 6= 0,53



i trzeh selektorów:
• liznik q,
• mianownik q,
• równe q1 q2.Wymagamy przy tym, aby zahodziªy nast�puj¡e równo±i:

∀l,m∈N,m6=0
liznik (uªamek l m)mianownik (uªamek l m) =

l

m

∀q1,q2
równe q1 q2 ≡ liznik q1 · mianownik q2 = liznik q2 · mianownik q1Dowolna implementaja speªniaj¡a te warunki b�dzie nas satysfakjonowa¢. U»ytkownikpakietu mo»e polega¢ na spey�kaji, ale nie mo»e ni zakªada¢ o jej implementaji. Stosujemyzasad� pobo»nyh »yze« i odkªadamy implementaj� tyh trzeh operaji na pó¹niej.5.1.2 Mody�katoryMody�katory to operaje arytmetyzne. Mo»emy je zaimplementowa¢ zgodnie z nast�puj¡-ymi to»samo±iami:

l1
m1

+
l2
m2

=
l1m2 + l2m1

m1m2

l1
m1

− l2
m2

=
l1m2 − l2m1

m1m2

l1
m1

· l2
m2

=
l1l2
m1m2

l1/m1

l2/m2
=
l1m2

l2m1
dla l2 6= 0let add_wym x y =ulamek(liznik x * mianownik y + liznik y * mianownik x)(mianownik x * mianownik y);;let sub_wym x y =ulamek(liznik x * mianownik y - liznik y * mianownik x)(mianownik x * mianownik y);;let mul_wym x y =ulamek(liznik x * liznik y)(mianownik x * mianownik y)let div_wym x y =ulamek(liznik x * mianownik y)(mianownik x * liznik y) 54



Dzi�ki zastosowaniu podwójnej bariery abstrakji, implementaja mody�katorów nie zale»yod sposobu implementaji struktury danyh.Opróz mody�katorów mo»emy powy»ej bariery abstrakji oddzielaj¡ej warto±i kon-kretne od abstrakyjnyh zaimplementowa¢ selektor równe.let equal_wym x y =liznik x * mianownik y = liznik y * mianownik x;;5.1.3 Reprezentaja lizb wymiernyhChemy teraz okre±li¢ reprezentaj� lizb wymiernyh. W tym elu musimy okre±li¢:
• okre±li¢ zbiór warto±i konkretnyh reprezentuj¡yh lizby wymierne,
• okre±li¢ funkj� abstrakji, która ka»dej konkretnej warto±i przyporz¡dkowuje repre-zentowan¡ przez ni¡ warto±¢ abstrakyjn¡,
• wyspey�kowa¢ i zaimplementowa¢ proedury okre±laj¡e reprezentaj� struktury da-nyh (ulamek, liznik, mianownik).Najprostsza reprezentaja polega na pami�taniu pary: (liznik, mianownik). Warto±ikonkretne to wszystkie takie pary (l,m), w któryh m 6= 0. Funkja abstrakji parze (l,m)przyporz¡dkowuje uªamek l

m . Operaje uªamek, mianownik i liznik musz¡ speªnia¢ spe-y�kaje analogizne do tyh wyra»onyh za pomo¡ warto±i abstrakyjnyh, mo»na je wi�zde�niowa¢ tak:let ulamek l m = (l, m);;let liznik (l, m) = l;;let mianownik (l, m) = m;;5.1.4 Zmiana reprezentaji lizb wymiernyhPrzypu±¢my, »e hemy zmieni¢ reprezentaj� na tak¡, w której pami�tamy par� (liznik, mia-nownik), ale uªamka w postai skróonej. Tak wi�, nasz zbiór warto±i konkretnyh obejmujetakie pary (l,m), w któryh m 6= 0 oraz l i m s¡ wzgl�dnie pierwsze. Funkja abstrakjipozostaje bez zmian. Konstruktor uªamek musi dodatkowo skraa¢ uªamki. Operaje uªamek,mianownik i liznik mo»na zde�niowa¢ tak:let ulamek l m =let r = nwd l min ((l / r), (m / r));;let liznik (l, m) = l;;let mianownik (l, m) = m;;T� reprezentaj� mo»na dalej ulepsza¢ bior¡ pod uwag� znaki liznika i mianownika. Mo»nate», nie obliza¢ nwd przy ka»dej operaji, ale np. tylko w konstruktorah i selektorah.
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5.2 Kiedy bariery abstrakji s¡ wªa±iwe?To zy bariery abstrakji s¡ wªa±iwie poprowadzone mo»emy sprawdzi¢ wykonuj¡ nast�pu-j¡y eksperyment my±lowy:1. wymy±lamy zestaw zmian, które hieliby±my wprowadzi¢ w programie; zmiany te niepowinny mie¢ »adnego zwi¡zku z przyj�t¡ implementaj¡ a jedynie wynika¢ z rzezywi-styh potrzeb u»ytkownika,2. badamy, jakie fragmenty programu (na które dziel¡ program bariery abstrakji) trzebaby zmody�kowa¢,3. im mniej fragmentów w przypadku ka»dej zmiany nale»y zmieni¢, tym lepiej poprowa-dzone s¡ bariery abstrakji.5.3 Podsumowanie wprowadzonyh zasad
• Najpierw eluj, potem strzelaj � najpierw okre±lamy spey�kaj�, a potem do niejdorabiamy implementaj�, a nie odwrotnie,
• Tehnika pobo»nyh »yze« � rozwi¡zuj¡ problem top-down dzielimy go na pod-problemy, zakªadamy hwilowo, »e podproblemy s¡ rozwi¡zane i rozwi¡zujemy gªównyproblem, potem przyst�pujemy do rozwi¡zania podproblemów,
• Dekompozyja i abstrakja � problem powinni±my dzieli¢ na podproblemy zgodniez jego natur¡, wyodr�bniaj¡ jak najbardziej uniwersalne podproblemy,
• Bariery abstrakji � omówione tutaj.
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Wykªad 6. Proedury wy»szyh rz�dów jako abstrakje kon-strukji programistyznyhW tym wykªadzie zajmiemy si� �proedurami wy»szyh rz�dów�, tzn. proedurami przetwa-rzaj¡ymi proedury. Przedstawimy na przykªadah, w jaki sposób mo»na u»ywa¢ proedur,któryh argumentami i/lub wynikiem s¡ proedury jako abstrakja powtarzaj¡yh si� she-matów post�powania.Wze±niej zaznazyli±my, »e proedury s¡ w funkyjnyh j�zykah programowania oby-watelami pierwszej kategorii, zyli s¡ równie dobrymi warto±iami jak wszystkie inne. Wszzególno±i proedury mog¡ by¢ argumentami proedur lub ih wynikami. Argumenty pro-eduralne wyst�puj¡ równie» w imperatywnyh j�zykah programowania (np. w standardziePasala). Natomiast to, »e proedury mog¡ by¢ wynikami proedur, jest zym± haraktery-styznym dla j�zyków funkyjnyh2.6.1 Typy proeduralne i polimor�zmPrzyjrzyjmy si� kilku prostym przykªadom proedur wy»szyh rz�dów.let p f = funtion x -> f x + f (2 * x);;val p : (int -> int) -> int -> int = <fun>Argumentem proedury p jest proedura f, natomiast jej wynikiem jest proedura b�d¡awarto±i¡ λ-abstrakji. Zwró¢my uwag� na typ proedury p. Mo»emy go przezyta¢ jako(int -> int) -> (int -> int). Zarówno argument f, jak i wynik p s¡ proedurami typuint -> int.let twie f = funtion x -> f (f x);;val twie : ('a -> 'a) -> 'a -> 'a = <fun>twie (funtion x -> x * (x+1)) 2;;- : int = 42twie (funtion s -> "moium panie, " ^ s) "me wezwanie";;- : string = "moium panie, moium panie, me wezwanie"Argumentem proedury twie jest proedura f, natomiast jej wynikiem jest zªo»enie f zsam¡ sob¡. Zwró¢my uwag� na typ proedury twie. Typ tej proedury zytamy jako: ('a-> 'a) -> ('a -> 'a). Kompilator jest w stanie wywnioskowa¢, »e f jest proedur¡ i »e typjej argumentu musi by¢ taki sam, jak typ jej wyniku (inazej nie mo»na by jej zªo»y¢ samejze sob¡). Natomiast nie wie jaki to jest typ. Tak naprawd�, mo»e to by¢ dowolny typ.Mamy tu do zynienia z polimor�zmem � ta sama proedura mo»e by¢ wielu typów.Oznazenie 'a jest tzw. zmienn¡ typow¡. Je±li w typie wyst�puj¡ zmienne typowe, to takityp jest shematem opisuj¡ym wiele typów. Do takiego typu-shematu pasuje ka»dy takityp, który mo»emy z niego uzyska¢, podstawiaj¡ (równoze±nie) za zmienne typowe dowolnetypy. Przy tym za ró»ne zmienne typowe mo»emy podstawia¢ ró»ne typy, ale za wszystkiewyst¡pienia tej samej zmiennej typowej musimy podstawia¢ te same typy. Na przykªad,2To, »e w j�zykah imperatywnyh proedury mog¡ by¢ przekazywane jako argumenty, a nie mog¡ by¢wynikami, wynika ze sposobu kompilaji programów imperatywnyh.57



podstawiaj¡ za 'a typ int, uzyskujemy z typu ('a -> 'a) -> ('a -> 'a) typ (int ->int) -> (int -> int). Natomiast podstawiaj¡ za 'a typ 'a -> 'a, uzyskujemy typ (('a-> 'a) -> ('a -> 'a)) -> (('a -> 'a) -> ('a -> 'a)).Uwaga: Mehanizm podstawiania typów za zmienne typowe jest dokªadnie taki sam, jakpodstawianie termów, za zmienne w termah.Przykªad: Spójrzmy na nast�puj¡e zastosowanie twie:let zterokrotnie f = twie twie f;;val zterokrotnie : ('a -> 'a) -> 'a -> 'a = <fun>Proedura zterokrotnie dziaªa w nast�puj¡y sposób:
czterokrotnie f = (twice twice) f = twice (twice f) = twice f2 = f4Zwró¢my uwag�, »e dwa wyst¡pienia twie w de�niji zterokrotnie maj¡ ró»ne typy. Dru-gie wyst¡pienie operuje na proedurze f, a wi� jest typu ('a -> 'a) -> 'a -> 'a. Nato-miast pierwsze wyst¡pienie twie przetwarza drugie, a wi� jest typu (('a -> 'a) -> 'a ->'a) -> ('a -> 'a) -> 'a -> 'a. Jest to mo»liwe dzi�ki polimor�zno±i proedury twie.Skªadanie proedur mo»emy zde�niowa¢ nast�puj¡o:let ompose f g = funtion x -> f (g x);;val ompose : ('a -> 'b) -> (' -> 'a) -> ' -> 'b = <fun>Zwró¢my uwag�, »e mamy tu a» trzy zmienne typowe. Mamy tu nast�puj¡e zale»no±i mi�dzytypami skªadowyh:

• wynik g i argument f musz¡ by¢ tego samego typu,
• argument g i argument wyniku s¡ tego samego typu,
• wynik f i wynik wyniku ompose s¡ tego samego typu.Proedur� twie mo»emy teraz zde�niowa¢ w nast�puj¡y sposób:let twie f = ompose f f;;val twie : ('a -> 'a) -> 'a -> 'a = <fun>Mo»emy te» zde�niowa¢ wielokrotne skªadanie funkji:let id x = x;;val id : 'a -> 'a = <fun>let re iterate n f =if n = 0 then id else ompose (iterate (n-1) f) f;;val iterate : int -> ('a -> 'a) -> 'a -> 'a = <fun>
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6.2 Czy istniej¡ proedury wieloargumentowe?Typy proeduralne s¡ postai argument -> wynik. Poniewa» zarówno argument, jak i wynikmo»e by¢ typu proeduralnego, wi� typ mo»e zawiera¢ wi�ej �strzaªek�. Zastanówmy si� nadtypem proedur wieloargumentowyh. Rozwa»my nast�puj¡e dwie de�nije:let plus (x, y) = x + y;;val plus : int * int -> int = <fun>let plus x y = x + y;;val plus : int -> int -> int = <fun>Pierwsza proedura ma jeden argument, który jest par¡ lizb aªkowityh. Druga proedurama dwa argumenty b�d¡e lizbami aªkowitymi. Jej typ mo»na jednak zinterpretowa¢ tak:int -> (int -> int). Mo»na j¡ wi� traktowa¢ jak proedur� jednoargumentow¡, którejwynikiem jest proedura jednoargumentowa, której wynikiem jest suma. Inazej mówi¡,proedura ta bierze argumenty na raty. Przedstawiona powy»ej de�nija jest równowa»nanast�puj¡ej, lepiej oddaj¡ej mo»liwo±¢ brania argumentów po jednym:let plus = funtion x -> funtion y -> x + y;;val plus : int -> int -> int = <fun>Mo»na wi� powiedzie¢, »e istniej¡ wyª¡znie proedury jednoargumentowe, a proedury wie-loargumentowe s¡ tak naprawd� proedurami wy»szego rz�du. Taki sposób patrzenia na pro-edury wieloargumentowe mo»e by¢ wygodny. Je±li kolejno±¢ argumentów jest odpowiedniodobrana, to mo»emy zasem podawa¢ tylko z�±¢ z nih, otrzymuj¡ w wyniku potrzebn¡proedur�.let plus x y = x + y;;val plus : int -> int -> int = <fun>let in = plus 1;;val in : int -> int = <fun>Obie przedstawione formy przekazywania argumentów s¡ sobie równowa»ne. Dowodem na tos¡ poni»sze dwie proedury przeksztaªaj¡e jedn¡ posta¢ w drug¡ i odwrotnie. Jakiego typus¡ te proedury?let urry f = funtion x -> funtion y -> f (x, y);;let unurry f = funtion (x, y) -> f x y;;Standardow¡ postai¡ podawania argumentów proedury jest �urry�. Tak wi� przedstawioneprzykªady mo»na zde�niowa¢ i tak:let twie f x = f (f x);;let ompose f g x = f (g x);;let urry f x y = f (x, y);;let unurry f (x, y) = f x y;;
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6.3 Sumy z�±iowe szeregówPowiedzmy, »e interesuje nas przybli»anie szeregów przez oblizanie ih sum z�±iowyh. Mo-»emy zde�niowa¢ proedur� oblizaj¡¡ sum� z�±iow¡ dowolnego szeregu. Jej parametremjest proedura zwraaj¡a okre±lony element szeregu.let szereg f n =let re sum a n =if n = 0 then a else sum (a +. f n) (n - 1)insum 0.0 n;;val szereg : (int -> float) -> int -> float = <fun>Powiedzmy, »e hemy przybli»a¢ szereg ∑∞
i=1

1
(4i−3)(4i−1) = π

8 . �eby mó lizy¢ sumy z�-±iowe tego szeregu wystarzy, »e opiszemy jego elementy.let szereg_pi_8 n =szereg(funtion i -> 1. /. ((4. *. float i -. 3.) *. (4. *. float i -. 1.)))n;;val szereg_pi_8 : int -> float = <fun>let pi = 8. *. szereg_pi_8 1000;;val pi : float = 3.14109265362103818Proedura szereg mo»e sªu»y¢ do oblizania sum z�±iowyh dowolnyh szeregów. �ebyjednak dokona¢ takiej abstrakji, musi ona mie¢ parametr proeduralny.Przypomnienie hasªa �abstrakja proeduralna� � tutaj abstrahujemy nie proedury po-monize, ale wspólny shemat �proedury gªównej�, która operuje na ró»nyh proedurahlokalnyh.6.4 Ró»nizkowanie funkjiZde�niujmy najpierw ró»nizk�:let roznizka f x dx = (f (x +. dx) -. f x) /. dx;;val roznizka : (float -> float) -> float -> float -> float = <fun>Wówzas pohodn¡ mo»emy przybli»y¢ nast�puj¡o:let pohodna f x = roznizka f x epsilon;;val pohodna : (float -> float) -> float -> float = <fun>Zwró¢my uwag�, »e pohodna jest proedur¡ jednoargumentow¡ i wynikiem (pohodna f)jest funkja b�d¡a pohodn¡ f. Czyli na proedur� pohodna mo»emy patrze¢ albo jakna proedur� dwuargumentow¡, której wynikiem jest przybli»enie pohodnej danej funkjiw punkie, albo jak na proedur� jednoargumentow¡, której wynikiem jest funkja b�d¡apohodn¡ danej funkji. 60



pohodna (funtion x -> x) 42.69;;- : float = 1.000000082740371let g = pohodna (funtion x -> 7.0 *. x *. x +. 5.0);;val g : float -> float = <fun>g 3.0;;- : float = 41.99999921183916746.5 Szukanie zerPrzedstawimy dwie metody szukania zer funkji:
• przez bisekj� i
• ogóln¡ metod� Newtona (styznyh).W przypadku metody przez bisekj� mamy dany przedziaª, na ko«ah którego funkja przyj-muje przeiwne znaki. Badaj¡ znak funkji w ±rodku jeste±my w stanie zaw�zi¢ przedziaª opoªow�.Metoda Newtona, nazywana te» metod¡ styznyh, polega na iterowaniu nast�puj¡egoproesu: w punkie b�d¡ym aktualnym przybli»eniem zera funkji rysujemy styzn¡ do wy-kresu funkji; kolejnym przybli»eniem jest punkt przei�ia styznej z osi¡ X.Obie metody polegaj¡ na polepszaniu pewnego przybli»enia, a» do uzyskania satysfakjo-nuj¡ego wyniku.let re iteruj pozatek popraw zy_dobre wynik =if zy_dobre pozatek thenwynik pozatekelseiteruj (popraw pozatek) popraw zy_dobre wynik;;val iteruj : 'a -> ('a -> 'a) -> ('a -> bool) -> ('a -> 'b) -> 'b = <fun>Jest to ogólny shemat opisanego proesu iterayjnego. Porównajmy poszzególne skªadowetego proesu w przypadku obu metod:Parametr Metoda Newtona Metoda przez bisekj�pozatek punkt w pobli»u zera ko«e przedziaªu zawieraj¡ego zeropopraw przei�ie styznej do wykresu funkjiz osi¡ X podziaª przedziaªu na póªzy_dobre warto±¢ funkji w punkie jest bliskazeru warto±¢ funkji na ko«u przedziaªujest bliska zeruwynik dany punkt konie przedziaªu6.5.1 Metoda przez bisekj�Mamy dan¡ funkj� f oraz dwa punkty, l i p, w któryh funkja f przyjmuje warto±i prze-iwnyh znaków. Gdzie± pomi�dzy l i p funkja f ma zero. Staramy si� przybli»y¢ ten punkt.Uproszzenie: przyjmujemy, »e f l < 0 < f p, ho¢ dopuszzamy aby l < p lub l > p.61



let bisekja f l p =let re szukaj l p = ...inlet wartos_l = f land wartos_p = f pinif ujemne wartos_l && dodatnie wartos_p thenszukaj l pelseszukaj p l;;val bisekja : (float -> float) -> float -> float -> float = <fun>Wykorzystujemy proedur� iteruj.let szukaj l p =let zy_dobre x = ...and popraw x = ...initeruj(l, p)poprawzy_dobrefstPozostaªy do zde�niowania elementy proesu iterayjnego. Pomysª polega na zbadaniu znakufunkji f po ±rodku mi�dzy l i p. Zale»nie od tego znaku, zaw�»amy przedziaª poszukiwa« opoªow�.let zy_dobre x =abs_float (f (fst x)) < epsilonand popraw x =let l = fst xand p = snd xinlet srodek = average l pinif dodatnie (f srodek) then(l, srodek)else(srodek, p)Zwró¢my uwag�, »e proedura popraw jest proedur¡ lokaln¡, znajduj¡¡ si� wewn¡trz pro-edury szukaj. Dzi�ki temu ma dost�p do funkji f.Oto przykªad zastosowania szukania zer przez bisekj� do pierwiastkowania lizb:let sqrt a =let f x = a -. square xin bisekja f 0.0 (a +. 1.0);; 62



val sqrt : float -> float = <fun>sqrt 42.0;;- : float = 6.480740698407866.6 Metoda NewtonaDla uproszzenia, zakªadamy, »e dana funkja jest ró»nizkowalna. Pomijamy kwesti� wªa-sno±i stopu przedstawionego algorytmu i ewentualnego dzielenia przez 0. Metoda Newtonadziaªa w nast�puj¡y sposób: w punkie b�d¡ym aktualnym przybli»eniem zera funkji rysu-jemy styzn¡ do wykresu funkji; kolejnym przybli»eniem jest punkt przei�ia styznej z osi¡X.
x x x

1 2

x
3

4

5
x

Zastosujmy teraz proedur� iteruj do zaimplementowania metody styznyh Newtona. Za-uwa»my, »e je»eli naszym przybli»eniem zera jest x, to styzna do wykresu funkji przeina o±X w punkie x− (f x)
(f ′ x) .let id x = x;;val id : 'a -> 'a = <fun>let newton f x =let p = pohodna finlet zy_dobre x = abs_float (f x) < epsilonand popraw x = x -. (f x) /. (p x)initeruj x popraw zy_dobre id;;val newton : (float -> float) -> float -> float = <fun>Zwró¢my uwag� na to, »e proedura popraw-newton jest lokalna i ma dost�p do funkji f.Pod nazw¡ �metoda Newtona� znana jest te» metoda lizenia pierwiastków kwadratowyh.Jest to szzególny przypadek metody Newtona znajdowania zer, dla funkji f(x) = x2 − a.
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Funkja ta ma zera w punktah ±√
a. Ponadto f ′(x) = 2x, zyli nasz algorytm przeksztaªaprzybli»enie x w:

x− f(x)

f ′(x)
= x− x2 − a

2x
=

2x2 − x2 + a

2x
=
x2 + a

2x
=
x+ a

x

2zyli dokªadnie tak, jak to ma miejse w metodzie Newtona przybli»ania pierwiastków kwa-dratowyh. Zazynaj¡ w punkie 1 przybli»amy √
a.let sqrt a =let f x = a -. square xin newton f 1.;;val sqrt : float -> float = <fun>sqrt 17.64;;- : float = 4.20000000000023643Zauwa»my jeszze, »e wi�kszo±¢ zde�niowanyh w tym przykªadzie proedur to proedurywy»szyh rz�dów.6.7 Punkty staªe funkjiPunkt staªy funkji f to taki x, »e f(x) = x. W przypadku niektóryh funkji (i okre±lonyh

x-ów) i¡g x, f(x), f2(x), f3(x), . . . jest zbie»ny do pewnego punktu staªego f . Jest tak np.je»eli f jest przeksztaªeniem zw�»aj¡ym.Fakt: Je»eli f jest funkj¡ i¡gª¡, oraz i¡g x, f(x), f2(x), . . . jest zbie»ny, to limi→∞ f i(x)jest punktem staªym f .Mo»emy zaimplementowa¢ t� metod� przybli»ania punktów staªyh. Zastosujemy tutajproedur� iteruj z poprzedniego przykªadu:let punkt_staly f x =let blisko x = abs_float (x -. f x) < epsiloniniteruj x f blisko f;;val punkt_staly : (float -> float) -> float -> float = <fun>Przykªadow¡ funkj¡, której punkt staªy mo»na znale¹¢ t¡ metod¡ jest cos(x).punkt_staly os 1.0;;0.73908...Prosz� to sprawdzi¢ na jakim± nudnym wykªadzie � wystarzy i¡gle stuka¢ w klawisz cos.Oblizanie punktów staªyh mogliby±my zastosowa¢ do oblizania pierwiastków � punktstaªy funkji y → x
y to √

x. Jednak oblizenie:punkt_staly (funtion y -> x /. y) 1.0;;
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nie jest zbie»ne:
1 → x

1
= x→ x

x
= 1 → . . .W takih przypadkah zasami pomaga tehnika nazywana �wytªumieniem przez u±rednienie�.U±rednienie funkji f , to funkja x 7→ f(x)+x

2 . Zauwa»my, »e dla dowolnej funkji f , ma onadokªadnie takie same punkty staªe jak jej u±rednienie. Zamiast wi� szuka¢ punktów staªyh
f , mo»emy szuka¢ punktów staªyh u±rednienia f .let usrednienie f =funtion x -> average x (f x);;val usrednienie : (float -> float) -> float -> float = <fun>let sqrt x =punkt_staly (usrednienie (funtion y -> x /. y)) 1.0;;val sqrt : float -> float = <fun>Je±li zanalizujemy dziaªanie powy»szej proedury sqrt, to oka»e si�, »e znowu uzyskali±mymetod� pierwiastkowania Newtona.6.8 Proedury wy»szyh rz�dów i listyIstnieje zestaw standardowyh proedur wy»szyh rz�dów spejalnie przeznazonyh do prze-twarzania list. Wi�kszo±¢ proedur przetwarzaj¡yh listy jest budowana wedªug kilku po-wtarzaj¡yh si� shematów. Ujmuj¡ te shematy w postai proedur wy»szyh rz�dów,uzyskamy proedury wy»szyh rz�dów, o któryh jest mowa.Wszystkie przedstawione tu proedury wy»szyh rz�dów s¡ zde�niowane w module List.6.8.1 fold_leftJeden z najz�±iej wyst�puj¡yh shematów proedur przetwarzaj¡yh listy polega na tym,»e przegl¡damy kolejne elementy listy i oblizamy na ih podstawie pewien wynik. W trakieprzegl¡dania listy przehowujemy wynik po±redni, oblizony dla ju» przejrzanyh elementów.W ka»dym kroku przegl¡damy jeden element listy i uwzgl�dniamy go w wyniku po±rednim.Mo»emy powiedzie¢, »e kumulujemy wpªyw kolejnyh elementów listy na wynik. Po przejrzeniuwszystkih elementów listy mamy gotowy wynik.W shemaie tym mamy nast�puj¡e elementy zmienne:

• wynik dla pustej listy,
• proedura kumuluj¡a wpªyw kolejnyh elementów listy na wynik,
• list� do przetworzenia.Proedura realizuj¡a powy»szy shemat, przegl¡daj¡a elementy zgodnie z ih kolejno±i¡ nali±ie, nosi tradyyjn¡ nazw� fold_left i jest zde�niowana nast�puj¡o:let re fold_left f a l =math l with[℄ -> a |h::t -> fold_left f (f a h) t;;val fold_left : ('a -> 'b -> 'a) -> 'a -> 'b list -> 'a = <fun>65



Pierwszym parametrem jest proedura kumuluj¡a wynik. Ma ona dwa argumenty: dotyh-zas oblizony wynik i kolejny element listy do przetworzenia. Drugi argument to wynikdla pustej listy, a trzei to lista do przetworzenia. Zauwa»my, »e mamy tu do zynienia zrekurenj¡ ogonow¡.Oto kilka prostyh przykªadów.Przykªad: Poni»sze dwie proedury oblizaj¡ odpowiednio sum� i ilozyn wszystkih ele-mentów listy:let sum l = fold_left (+) 0 l;;val sum : int list -> int = <fun>let prod l = fold_left ( * ) 1 l;;val prod : int list -> int = <fun>Dªugo±¢ listy mo»emy równie» oblizy¢ u»ywaj¡ fold_left. Warto±i elementów listy niemaj¡ tu znazenia, tylko sama ih obeno±¢.let length l = fold_left (fun x _ -> x + 1) 0 l;;val length : 'a list -> int = <fun>Kumulowany wynik mo»e ozywi±ie by¢ zym± bardziej skomplikowanym ni» lizb¡. Otoimplementaja proedury odwraaj¡ej list� rev za pomo¡ fold_left.let rev l = fold_left (fun a h -> h::a) [℄ l;;val rev : 'a list -> 'a list = <fun>Proedura fold_left ma te» swoj¡ wersj� przeznazon¡ do przetwarzania dwóh list tejsamej dªugo±i:let re fold_left2 f a l1 l2 =math (l1, l2) with([℄, [℄) -> a |(h1::t1, h2::t2) -> fold_left2 f (f a h1 h2) t1 t2 |_ -> failwith "Listy ró»nej dªugo±i";;val fold_left2 : ('a -> 'b -> ' -> 'a) -> 'a -> 'b list -> ' list -> 'a =<fun>Przykªad: Proedur� fold_left2mo»emy np. zastosowa¢ do oblizania ilozynu skalarnegowektorów reprezentowanyh jako listy wspóªrz�dnyh.let ilozyn_skalarny l1 l2 =fold_left2 (fun a x y -> a + x * y) 0 l1 l2;;val ilozyn_skalarny : int list -> int list -> int = <fun>
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6.8.2 fold_rightJak ªatwo si� domy±li¢, je»eli istnieje proedura fold_left, to powinna by¢ te» proedurafold_right. I faktyznie jest. Ró»ni si� ona tym, »e elementy listy s¡ przegl¡dane w odwrotnejkolejno±i, ni» wyst�puj¡ na li±ie, zyli od prawej. Proedura ta jest zde�niowana nast�puj¡o:let re fold_right f l a =math l with[℄ -> a |h::t -> f h (fold_right f t a);;val fold_right : ('a -> 'b -> 'b) -> 'a list -> 'b -> 'b = <fun>Pierwszym parametrem jest proedura kumuluj¡a wynik. Ma ona dwa argumenty: kolejnyelement listy do przetworzenia i dotyhzas oblizony wynik. Drugi argument to lista doprzetworzenia, a trzei to wynik dla pustej listy.Zauwa»my, »e w de�niji tej proedury nie wyst�puje rekurenja ogonowa. Tak wi�, je»elikolejno±¢ przetwarzania elementów listy jest bez znazenia, to proedura fold_left mo»e by¢bardziej efektywna.Jednak w niektóryh oblizeniah du»o pro±iej jest przetwarza¢ elementy w kolejno±i od-wrotnej do tej, w jakiej wyst�puj¡ na li±ie. Przykªadem mog¡ by¢ tu opisane dalej proedurymap i filter. Oto kilka przykªadów zastosowania proedury fold_right.Przykªad: Oto proedury z poprzedniego przykªadu, zaimplementowane tym razem przyu»yiu fold_right:let sum l = fold_right (+) l 0;;val sum : int list -> int = <fun>let prod l = fold_right ( * ) l 1;;val prod : int list -> int = <fun>let length l = fold_right (fun _ x -> x + 1) l 0;;val length : 'a list -> int = <fun>Przykªad: Przypomnijmy sobie jedno z ¢wize«, polegaj¡e na napisaniu proedury flat-ten, która przeksztaªa list� list elementów w list� elementów poprzez sklejenie list skªadowyh.Proedur� t� mo»na szzególnie zwi�¹le i eleganko zaimplementowa¢ u»ywaj¡ fold_right.let flatten l = fold_right (�) l [℄;;val flatten : 'a list list -> 'a list = <fun>flatten [[1;2℄; [℄; [3℄; [℄; [4;5;6℄℄;;- : int list = [1; 2; 3; 4; 5; 6℄Proedury fold_left i fold_right s¡ najbardziej elementarne spo±ród proedur, któreprzedstawiamy w tym punkie. Porównuj¡ je pod tym k¡tem, okazuje si�, »e fold_left jestbardziej elementarna. Mo»na zarówno zde�niowa¢ fold_right za pomo¡ fold_left, jak iodwrotnie. Jednak de�niuj¡ fold_left za pomo¡ fold_right traimy ogonowo±¢ rekursji.67



let fold_right f l a =let rev = fold_left (fun a h -> h::a) [℄in fold_left (fun x h -> f h x) a (rev l);;val fold_right : ('a -> 'b -> 'b) -> 'a list -> 'b -> 'b = <fun>let fold_left f a l =fold_right (fun h p -> funtion x -> p (f x h)) l (fun x -> x) a;;val fold_left : ('a -> 'b -> 'a) -> 'a -> 'b list -> 'a = <fun>Zwró¢my uwag�, »e warto±¢ kumulowana przez fold_right to proedura. Proedura ta prze-ksztaªa wynik skumulowany przez fold_left na podstawie elementów listy, które nie zostaªyjeszze przejrzane przez fold_right, w wynik ostatezny.Podobnie jak fold_left, proedura fold_right równie» ma swój odpowiednik do prze-twarzania dwóh list równoze±nie.let re fold_right2 f l1 l2 a =math (l1, l2) with([℄, [℄) -> a |(h1::t1, h2::t2) -> f h1 h2 (fold_right2 f t1 t2 a) |_ -> failwith "Listy ró»nej dªugo±i";;val fold_right2 : ('a -> 'b -> ' -> ') -> 'a list -> 'b list -> ' -> ' =<fun>6.8.3 mapKolejny z�sto pojawiaj¡y si� shemat proedur przetwarzaj¡yh listy polega na tym, »e dowszystkih elementów listy stosujemy to samo przeksztaªenie. Shemat ten zostaª uj�ty wpostai proedury map, która stosuje zadan¡ proedur� do wszystkih elementów danej listy izwraa list� wyników. Oto implementaja tej proedury za pomo¡ fold_right:let map f l = fold_right (fun h t -> (f h)::t) l [℄;;val map : ('a -> 'b) -> 'a list -> 'b list = <fun>Przykªad: Przykªady u»yia map:map abs [6; -9; 4; -2; 0℄;;- : int list = [6; 9; 4; 2; 0℄map rev [[1;2℄; [℄; [3℄; [℄; [4;5;6℄℄;;- : int list list = [[2; 1℄; [℄; [3℄; [℄; [6; 5; 4℄℄Proedura map ma równie» swój odpowiednik do przetwarzania dwóh list tej samej dªu-go±i:let map2 f l1 l2 =fold_right2 (fun h1 h2 t -> (f h1 h2)::t) l1 l2 [℄;;val map2 : ('a -> 'b -> ') -> 'a list -> 'b list -> ' list = <fun>68



Przykªad: Przykªadem zastosowania proedury map2 mo»e by¢ sumowanie wektorów repre-zentowanyh jako listy tej samej dªugo±i:let suma_wektorow l1 l2 =map2 (+) l1 l2;;val suma_wektorow : int list -> int list -> int list = <fun>6.8.4 filterOstatni shemat proedur przetwarzaj¡yh listy, jaki przedstawimy w tym wykªadzie, toshemat proedury wybieraj¡ej z danej listy interesuj¡e nas elementy. Sprawdzamy pewienwarunek i zostawiamy tylko elementy speªniaj¡e go. Shemat ten realizuje proedura filter:let filter p l =fold_right (fun h t -> if p h then h::t else t) l [℄;;val filter : ('a -> bool) -> 'a list -> 'a list = <fun>Proedury filter i map s¡, w pewnym sensie, dualne do siebie � map przeksztaªa elementy,ale nie zmienia ih kolejno±i, ani nie dokonuje »adnej selekji, a filter nie zmienia warto±ielementów, ale dokonuje ih selekji.Przykªad: Proedury filter mo»emy u»y¢ do zaimplementowania sita Eratostenesa.let sito l =math l with[℄ -> [℄ |h::t -> filter (fun x -> x mod h <> 0) t;;val sito : int list -> int list = <fun>let gen n =let re pom a k = if k < 2 then a else pom (k::a) (k-1)in pom [℄ n;;val gen : int -> int list = <fun>let eratostenes n =let re erat l = if l = [℄ then [℄ else (List.hd l)::(erat (sito l))in erat (gen n);;val eratostenes : int -> int list = <fun>eratostenes 42;;- : int list = [2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41℄
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6.9 Zastosowania proedur wy»szyh rz�dówProedury wy»szyh rz�dów to jeden z tyh elementów j�zyka, który jest zysto funkyjny. Wj�zykah imperatywnyh proedury mog¡ by¢ parametrami proedur, lez nie wynikami. Wprzypadku j�zyków funkyjnyh mamy peªn¡ swobod�. Proedury maj¡ tu te same prawa, oinne warto±i.Zastosowania proedur wy»szyh rz�dów mo»na podzieli¢ na ztery grupy:
• Pewne poj�ia matematyzne, zwªaszza te dotyz¡e funkji, w naturalny sposób prze-kªadaj¡ si� na proedury wy»szyh rz�dów, np.: sumy z�±iowe szeregów, skªadaniefunkji, ró»nizkowanie funkji itp.
• Proedury s¡ jeszze jednym typem danyh. Przyjmuj¡ takie podej±ie, proeduryprzetwarzaj¡e dane, je±li te dane b�d¡ akurat proedurami, same b�d¡ proeduramiwy»szyh rz�dów.
• Proedury wy»szyh rz�dów s¡ równie» narz�dziem abstrakji. Je»eli ten sam fragmentkodu pojawia si� w kilku miejsah, to naturalnym jest wyªonienie go w postai (zwy-kªej) proedury. Je»eli ten sam shemat kodu pojawia si� w wielu miejsah, ale ró»nisi� wypeªniaj¡ymi go fragmentami, to shemat ten mo»emy uj¡¢ w postai proedurywy»szego rz�du, a fragmenty do wypeªnienia stan¡ si� parametrami proeduralnymi.Przykªadem mo»e by¢ tu proedura iteruj.
• Zastosowanie standardowyh proedur wy»szyh rz�dów przetwarzaj¡yh listy dajeszzególnie zwi�zªe de�nije operaji na listah.
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LaboratoriumZabawy z proedurami wy»szyh rz�dów:
• prze¢wiz skªadanie prostyh funkji,
• uniwersalne pot�gowanie (dostarzamy element neutralny i operaj� mno»enia, a wyni-kiem jest podnoszenie do pot�gi aªkowitej); zinstanjonuj uniwersalne pot�gowanie tak,»eby otrzyma¢: pot�gowanie lizb aªkowityh, pot�gowanie lizb zmiennopozyyjnyh,podnoszenie funkji do pot�gi (inne?).
• ró»nizkowanie i aªkowanie funkji,
• Punktem staªym funkji y → x

yn−1 jest n
√
x. Zaimplementuj oblizanie n-tego pierwiastkaz x za pomo¡ oblizania punktu staªego i tªumienia przez u±rednianie. Wyznaz eks-perymentalnie, ile razy nale»y stosowa¢ tªumienie w zale»no±i od n. (Podpowied¹:

k-krotne u±rednienie funkji f , to funkja postai: fun x→ x·(2k−1)+f(x)
2k .)

• Zaimplementuj pierwiastkowanie, jako instanj� szukania zer funkji.
• Zadanie o Origami, zas 2 tygodnie, warto±¢, 3*.Dana jest lista prostyh zorientowanyh wyznazaj¡a i¡g zªo»e« papieru. Kartka pa-pieru to kwadrat jednostkowy. Ka»da prosta jest reprezentowana przez par� ró»nyhpunktów. Punkt to para wspóªrz�dnyh x i y. Papier jest skªadany w ten sposób, »e zprawej strony prostej (patrz¡ w kierunku od pierwszego punktu do drugiego) jest prze-kªadany na lew¡. Napisz proedur� origami, która dla wywoªania origami l p oblizaile warstw papieru znajdzie si� w punkie p po zªo»eniu papieru zgodnie z prostymi zlisty l (Przyjmujemy, »e na linii zªo»enia s¡ obie skªadane warstwy papieru.)Rozwi¡zuj¡ to zadanie nale»y wykorzysta¢ funkyjny harakter j�zyka.�wizenia1. Pot�gowanie funkji � wersja prostsza i szybsza, obie z dowodami poprawno±i. Zasy-muluj ih dziaªanie na prostyh przykªadah:iterate 2 (funtion x -> x * (x+1)) 2iterate 3 (funtion x -> x * (x+1)) 1rozrysowuj¡ ramki. W przypadku szybszego pot�gowania funkji o tak na prawd� jestoblizane szybiej: funkja wynikowa, zy jej warto±¢?2. Nieh f : R → R b�dzie funkj¡ 1�1 i �na� oraz tak¡, »e f(0) = 0, f jest rosn¡ai |f(x)| ≥ |x|. Zaimplementuj proedur� odwrotno±¢, której wynikiem dla parametru
f b�dzie przybli»enie f−1 z dokªadno±i¡ zadan¡ przez staª¡ epsilon (zyli je±li g =
(odwrotno±¢ f), to ∀x |g(x) − f−1(x)| ≤ epsilon).3. Wygªadzenie funkji z odst�pem dx polega na u±rednieniu f(x− dx), f(x) i f(x+ dx).Napisz proedur� wygªadzaj¡¡ dan¡ funkj� z zadanym odst�pem.71



4. Zaimplementuj aproksymaj� funkji za pomo¡ szeregu Taylora. Twoja proedura po-winna mie¢ nast�puj¡e parametry: lizb� sumowanyh wyrazów szeregu, punkt, wktórym badana jest przybli»ana funkja. Wynikiem powinno by¢ przybli»enie funk-ji. Zastosuj przybli»enie pohodnej oraz sumy z�±iowe szeregów, przedstawione nawykªadzie.
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Wykªad 7. Model oblize«W tym wykªadzie przedstawimy uproszzon¡ semantyk� operayjn¡ poznanego fragmentuOamla. Z jednej strony b�dzie to model wykonywania oblize« na tyle dokªadny, »e pozwolinam okre±li¢ wyniki, a pó¹niej równie» zªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ oblize«. Z drugiejstrony b�dzie on uproszzony, gdy» pewne kwestie pominiemy, np. kontrol� typów, rozmaiteoptymalizaje wykonywane przez kompilator, zy sposób realizaji tyh elementów j�zyka,któryh jeszze nie poznali±my. Wyja±nimy te» pewne szzegóªy wykonywania oblize«, którepomin�li±my wze±niej.7.1 �rodowisko i ramki.Przedstawiaj¡ podstawy Oamla mówili±my o ±rodowisku przypisuj¡ym nazwom staªe ihwarto±i. Dodatkowo takih ±rodowisk mo»e by¢ wiele: ±rodowisko zawieraj¡e wszystkieaktualnie globalnie zde�niowane staªe, ±rodowiska powstaj¡e na potrzeby de�niji lokalnyhi wywoªa« proedur.�rodowisko jest zrealizowane jako lista jednokierunkowa, tzw. lista ramek. Ka»da ramkazawiera identy�kator (lub identy�katory) i ih warto±i (lub wska¹niki do takih warto±i) orazwska¹nik do kolejnej ramki tworz¡ej ±rodowisko. Poszukuj¡ w ±rodowisku warto±i staªej,przegl¡damy kolejne ramki ±rodowiska. Pierwsza ramka, która zawiera nazw� staªej, okre±lajej warto±¢.Dalej b�dziemy uto»samia¢ ±rodowisko ze wska¹nikiem do pierwszej ramki tworz¡ej ±ro-dowisko. �rodowisko reprezentowane przez list� ramek bez pierwszej ramki b�dziemy nazywa¢±rodowiskiem otazaj¡ym, a wska¹nik prowadz¡y z jednej ramki do kolejnej b�dziemy nazy-wa¢ wska¹nikiem do ±rodowiska otazaj¡ego.
Srodowisko

������

a = 4
x = 6
y = 97.2 De�nije globalneProwadz¡ interakj� z kompilatorem, praujemy w kontek±ie tzw. aktualnego ±rodowiska(globalnego). Ka»da dodana de�nija zmienia to ±rodowisko. Zde�niowanie nowyh warto±ipowoduje dodanie nowej ramki zawieraj¡ej zde�niowane warto±i. Dotyhzasowe ±rodowiskostaje si� ±rodowiskiem otazaj¡ym tej ramki. Utworzona ramka staje si� nowym aktualnym±rodowiskiem (globalnym).Mehanizm ten pozwala na przesªanianie istniej¡yh w ±rodowisku staªyh. Je±li zde�niu-jemy now¡ staª¡ o takiej samej nazwie, to b�dzie ona znajdowaªa si� we wze±niejszej ramei to wªa±nie ona b�dzie znajdowana w aktualnym ±rodowisku. Jednak poprzednio zde�nio-wana staªa nie jest usuwana ze ±rodowiska. Jak zobazymy, b�dzie to miaªo znazenie przyoblizaniu proedur odwoªuj¡yh si� do wze±niej zde�niowanyh staªyh.Przykªad:
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Sr.akt. Sr.ot.

let a = 2 * b + a;;

let b = "ala";;

a=10 b=4 a=2

let b = 2 * a;;

let a = 2;;

b="ala"Ramka mo»e zawiera¢ wi�ej ni» jedn¡ staª¡, je»eli w de�niji u»yjemy spójnika and.Przykªad:
Sr.akt.

Sr.ot.a=2

b=4

a=8

b=8

let a = 2 and b = 4;;

let a = 2 * b and b = 4 * a;;

a;;

b;;

7.3 Warto±i typów danyhWarto±i prostyh typów wbudowanyh (takie jak int, bool, zy float) s¡ pami�tane wramkah wprost. Warto±i typów zªo»onyh s¡ pami�tane jako wska¹niki do odpowiednihstruktur wska¹nikowyh reprezentuj¡yh te warto±i. Dzi�ki przyj�iu takiej konwenji, re-prezentaja dowolnej warto±i zajmuje zawsze w rame staª¡ pami�¢. (Dotyzy to zarównowarto±i przehowywanyh w ramkah, jak i przekazywanyh oblizanyh warto±i wyra»e«.)W rezultaie de�niuj¡ staªe o zªo»onyh warto±iah nie kopiujemy tyh warto±i, a jedyniewska¹niki do nih. Dodatkowo, poniewa» raz powstaªe warto±i nie ulegaj¡ zmianie, strukturydanyh reprezentuj¡e ró»ne warto±i mog¡ wspóªdzieli¢ pewne fragmenty.Warto±i ró»nyh zªo»onyh typów danyh s¡ generalnie reprezentowane jako rekordy zªo-»one ze wska¹ników do warto±i skªadowyh:
• Element produktu kartezja«skiego jest reprezentowany jako n-tka wska¹ników do two-rz¡yh go warto±i wspóªrz�dnyh.
• Rekord � podobnie jak produkt kartezja«ski jest reprezentowany jako rekordy zªo»onyz wska¹ników do warto±i pól.
• Warianty bez argumentów s¡ pami�tane jako staªe wyznazaj¡e operator, a wariantyz argumentami s¡ pami�tane jako pary: staªa wyznazaj¡a operator i wska¹nik doargumentu.
• Lista pusta jest reprezentowana jako staªa, a lista niepusta jest reprezentowana jakopara: gªowa i ogon.
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6 942

Sr.ot.Sr.akt. p =

let q = (42, p, p);;

let p = (6,9);;

q =

7.4 Warto±i proeduralneNa warto±¢ proedury skªadaj¡ si� trzy elementy:
• nazwy parametrów formalnyh proedury,
• tre±¢ proedury i
• wska¹nik do ±rodowiska, w którym zde�niowano proedur�.Pierwsze dwa elementy przekªadaj¡ si� w trakie kompilaji na kod proedury. Natomiastwska¹nik do ±rodowiska, w którym zde�niowano proedur�, mo»e by¢ ustalony dopiero wtrakie oblize« � dotyzy to np. proedur lokalnyh. Reasumuj¡, warto±¢ proedury jestreprezentowana jako para wska¹ników: do kodu skompilowanej proedury i do ±rodowiska, wktórym proedura zostaªa zde�niowana. W przypadku proedur rekurenyjnyh �±rodowisko,w którym zde�niowano proedur�� zawiera jej wªasn¡ de�nij�.Uwaga: Formalnie rzez bior¡, ka»da proedura ma tylko jeden argument. Jednak w sytu-ajah, gdy takie uproszzenie nie b�dzie prowadzi¢ do nieporozumie«, b�dziemy dopuszza¢obiekty proeduralne z wieloma argumentami. Uproszzenie takie jest mo»liwe wtedy, gdy wzastosowaniah proedury wszystkie jej parametry otrzymuj¡ warto±i.7.4.1 Zastosowanie proedury do argumentówZastosowanie proedury, zyli oblizenie jej warto±i, polega na:
• wylizeniu warto±i wszystkih potrzebnyh elementów: proedury i jej argumentów,
• stworzeniu nowej ramki, dla której ±rodowiskiem otazaj¡ym jest ±rodowisko, w którymzde�niowano proedur�, a nazwom parametrów formalnyh przyporz¡dkowano warto±iargumentów,
• wylizeniu w takim ±rodowisku warto±i wyra»enia stanowi¡ego tre±¢ proedury.
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Przykªad: Wprowadzenie de�niji:let x = 2;;let square x = x * x;;let pitagoras x y = square x + square y;;powoduje nast�puj¡e rozszerzenie ±rodowiska:
x x*x

Sr.akt. x=2 Sr.ot.square= pitagoras= 

square x +

square y
x,yOblizenie wyra»enia:pitagoras x (x + 1) + pitagoras x ((square x) + 1);;b�dzie przebiega¢ nast�puj¡o:

42

  

x x*x

x=2

x=2

y=3

x=2

y=5 x=2

x=3 x=2

x=2

x=5

x*x=25

square x +
square y

square x +
square y

pitagoras= square= 

x*x=4

x*x=4

pitagoras x (x+1) + pitagoras x ((square x) + 1) =

pitagoras 2 3 + pitagoras 2 ((square 2) + 1) =

13 + pitagoras 2 ((sqare 2) + 1) =

13 + pitagoras 2 5  =

13 + 29 =  

=4+9=13 x*x=4

x*x=9

x,y square y
square x +

=4+25=29

Sr.ot.Sr.akt.
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Przykªad: Prze±led¹my oblizenie prostego wyra»enia zawieraj¡ego λ-abstrakj�:
Sr.akt. Sr.ot. x=7

x x

x=7

(function x −> x) 7

Przykªad: Zastosowanie proedury rekurenyjnej:let re silnia n =if n < 2 then 1 else n * silnia (n - 1);;silnia 3;;
silnia=  Sr.ot.

n if n<2 then 1
else n*silnia (n−1)

Sr.akt.

n=1

if...=1

n=3

3*silnia 2=6
if...=

silnia 3

if...=

n=2

2*silnia 1=2

7.4.2 Rekurenja ogonowaJe±li warto±i zwraane przez wszystkie wywoªania rekurenyjne, bez »adnego przetwarzania,s¡ przekazywane jako wynik danej proedury, to mówimy o rekurenji ogonowej. W przypadkurekurenji ogonowej, w momenie wywoªania rekurenyjnego nie musimy tworzy¢ nowej ramki� mo»emy wykorzysta¢ istniej¡¡ ramk�, zmieniaj¡ jedynie pami�tane w niej warto±i ar-gumentów. W przypadku rekurenji ogonowej koszt pami�iowy zwi¡zany z ramkami dlakolejnyh wywoªa« rekurenyjnyh jest staªy, gdy» jest to tylko jedna ramka.Przykªad: Oto proedura oblizaj¡a silni� z rekurenj¡ ogonow¡. Zwró¢my uwag� na do-datkowy parametr a, w którym kumuluje si� wynik. Takie dodatkowe parametry s¡ nazywaneakumulatorami. Dzi�ki zastosowaniu akumulatora mamy rekurenj� ogonow¡.let re s a x =if x <= 1 then a else s (a * x) (x - 1);;let silnia x = s 1 x;;silnia 3;; 77



Sr.ot.silnia=  Sr.akt.

s 1 xx

x=3

s 1 x=6
if...=6

a=1,3,6
x=3,2,1

s=

silnia 3=6

if x<=1 then aa,x else s (a*x) (x−1)Przykªad: Oto proedura oblizaj¡a lizby Fibonaiego z rekurenj¡ ogonow¡ i akumula-torem.let re fibpom a b n =if n = 0 then a else fibpom b (a + b) (n - 1);;let fib n = fibpom 0 1 n;;fib 5;;
Sr.akt.

n fibpom 0 1 n

Sr.ot.

n=5

a,b,n fibpom b (a+b) (n−1)

fib=  fibpom=

a=0,1,1,2,3,5
b=1,1,2,3,5,8
n=5,4,3,2,1,0

if... = 5

fibpom 0 1 n = 5 

fib 5 = 5

if n=0 then a else

7.4.3 De�nije lokalneMówili±my wze±niej, »e wyra»enie postai:let a = b in cjest podobne do zastosowania λ-abstrakji postai:(funtion a -> c) b 78



Sposób oblizania wyra»enia let ...in ... jest analogizny do sposobu oblizania takiej
λ-abstrakji:

• tworzona jest ramka zawieraj¡a de�nij� symboli lokalnyh (otazaj¡ym j¡ ±rodowi-skiem jest aktualne ±rodowisko),
• w tak powstaªym ±rodowisku wylizana jest warto±¢ wyra»enia stoj¡ego po in,
• po zym przywraane jest aktualne ±rodowisko sprzed oblizenia aªego wyra»enia.Je»eli de�nije lokalne s¡ pozagnie»d»ane, to powstaje odpowiednio wi�ej ramek z warto±iamisymboli lokalnyh.Przykªad: Nast�puj¡y przykªad pokazuje sposób realizaji de�niji lokalnyh.let f x =let y = x + 2inlet z = 2 * yinx + y + z;;f 9;;

Sr.akt.

let y=x+2
in let z=2*y
   in x+y+z

x=9

let z=2*y
in x+y+z

y=11 z=22

x+y+z=42

Sr.ot.f=

x let y=x+2
in let z=2*y
   in x+y+z

f 9 = 42

Przykªad: Niniejszy przykªad ilustruje mniej typow¡ kombinaj� u»yia de�niji lokalnyhi proedur.let f =let g x = x - 8infun x -> g (2 * x);;let h x = f (x * x);;h 5;; 79



Zwró¢my uwag� na proedur� pomoniz¡ g. Proedura ta jest widozna tylko wewn¡trzproedury f, a jednak jej de�nija ma tylko jedn¡ instanj�.
Sr.akt.

g=

x f(x*x)
g(2*x)x

x=50

x−8=42

g(2*x)

x=25x=5

f(x*x)

Sr.ot.f=h= 

x−8x

h 5

Przykªad:let f x y =letg a = a * x * ying x + g y;;f 4 2 - f 2 1;;W tym przykªadzie, w ka»dym wywoªaniu proedury f powstaje osobna instanja proedurylokalnej g. Jest to naturalne zwa»ywszy, »e proedura g korzysta z argumentów wywoªaniaproedury f.
a*x*ya

x=4
y=2

let g a=a*x*y
in g x+g y

a=4

a*x*y=32

a=2

a*x*y=16

g=

g x+g y=48

f=

let g a=a*x*y
in g x+g y

x=2
y=1

a=1

a*x*y=2

a=2

a*x*y=4

g=

g x+g y=6

let g a=a*x*yx,y in g x−g y

Sr.ot.

f 4 2 − f 2 1

Sr.akt.
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7.5 Ramki a rekordy aktywajiRamkom odpowiadaj¡ w j�zykah imperatywnyh rekordy aktywaji. Rekord aktywaji toporja informaji towarzysz¡a pojedynzemu wywoªaniu proedury. W rekordah aktywajipami�tane s¡ np. warto±i zmiennyh lokalnyh. Rekordy aktywaji s¡ pami�tane na stosie.W momenie powrotu z wywoªania proedury, zwi¡zany z nim rekord aktywaji jest niszzony.Poka»emy na przykªadah, »e w naszym modelu oblizeniowym tak nie jest. Wynika to zfunkyjnego harakteru j�zyka oraz z tego, »e proedury mog¡ by¢ wynikami proedur. Ramka,zawieraj¡a lokalne de�nije lub argumenty proedury, nie musi stawa¢ si� od razu zb�dna,gdy» mog¡ na ni¡ wskazywa¢ warto±i proeduralne. Je±li spojrzymy na wszystkie ramki, tonie tworz¡ one listy ani stosu, ale drzewo (wska¹niki na otazaj¡e ±rodowisko prowadz¡ wgór� tego drzewa). Ramki, które trzeba trzyma¢ w pami�i, bo s¡ potrzebne te» nie musz¡tworzy¢ listy, tylko drzewo. Zjawisko to wyst�puje np. wówzas, gdy wynikiem proedury jestproedura maj¡a dost�p do lokalnie zde�niowanyh symboli.Przykªad: Niniejszy przykªad pokazuje sytuaj�, gdy ramki powstaªe w zasie wywoªaniaproedury mog¡ by¢ potrzebne po jego zako«zeniu.let f x =let g y = x * yin g;;let h = f 6;;h 7;;
x*yy

x=6

let g y=x*y
in g

y=7

x*y=42

let g y=x*y
in gx

g=

f= Sr.ot.h=Sr.akt.

h 7

f 6

g

Ramka zawieraj¡a de�nij� proedury g powstaje w wyniku wywoªania f 6, ale jest potrzebnapó¹niej, do oblizenia h 7.Przykªad: Poni»szy przykªad ilustruje sposób przekazywania wielu argumentów, tak jak tojest realizowane � po jednym na raz.let g x =leta = x * xinfun y -> y + a;; 81



let h x = (g x) x;;h 6;;
Sr.ot.h= g=

(g x)xx

x=6 a=36

y y+a

y=6

Sr.akt.

in fun y−>y+ax let a=x*x

y+a=42

x=6

(g x) xh 6

in fun y−>y+a
let a=x*x

fun y−>y+a

7.6 Od±mieanieW przedstawionym modelu oblize« aªy zas s¡ tworzone ramki i elementy struktur danyh.Co wi�ej, jak widzieli±my, nie mo»emy usuwa¢ ramek powstaªyh na potrzeby de�niji lokal-nyh i zastosowa¢ proedur po oblizeniu wyników, gdy» mog¡ one by¢ nadal potrzebne. Gdybrakuje wolnej pami�i, uruhamiany jest proes od±mieania. Proes ten usuwa wszystkie teramki i elementy struktur danyh, które nie s¡ dost�pne i tym samym nie mog¡ by¢ ju» donizego potrzebne.W tym elu przeszukuje si� struktur� wska¹nikow¡ ramek i danyh. Za punkt wyj±ia sªu»¡wszystkie te ±rodowiska, w kontek±ie któryh s¡ aktualnie oblizane wyra»enia, plus aktualne±rodowisko globalne. Wszystkie te ramki i rekordy, które s¡ z nih dost�pne (po±rednio lubbezpo±rednio) s¡ potrzebne. Natomiast te, które s¡ niedost�pne, mog¡ by¢ usuni�te.Oblizaj¡ zªo»ono±¢ zasow¡ programów mo»emy pomin¡¢ koszt od±mieania. Zwykleod±mieanie jest tak zrealizowane, »e jego koszt zamortyzowany jest staªy. Mo»na go wlizy¢w koszt zasowy tworzenia nowyh ramek i rekordów, obi¡»aj¡ utworzenie ka»dej ramki irekordu staªym kosztem zasowym.Oblizanie kosztu pami�iowego jest skomplikowane. Nale»y prze±ledzi¢ pl¡tanin� powsta-j¡yh ramek i rekordów, sprawdzi¢ które s¡ w danym momenie niezb�dne, a które mog¡zosta¢ od±mieone i okre±li¢ minimaln¡ wielko±¢ pami�i niezb�dnej do przeprowadzenia obli-ze«. Dodatkowo mo»emy przyj¡¢ konwenj�, »e rozmiar danyh nie wliza si� do zªo»ono±ipami�iowej. Wynika to z harakteru programowania funkyjnego. Przekazane dane nie mog¡by¢ mody�kowane przez program.
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�wizenia�wizenia na listy (i nie tylko) z elementami proedur wy»szyh rz�dów:1. Napisz proedur� exists, która dla danego predykatu i listy sprawdzi, zy na li±ie jestelement speªniaj¡y predykat. Wykorzystaj wyj¡tki tak, aby nie przegl¡da¢ listy, gdy toju» nie jest potrzebne.2. Napisz proedur� neguj¡¡ predykat non: ('a -> bool) -> ('a -> bool). Za po-mo¡ tej proedury oraz proedury exists zde�niuj proedur� forall, która sprawdza,zy dany predykat jest speªniony przez wszystkie elementy danej listy. Czy zastosowaniewyj¡tków w implementaji proedury exists nadal powoduje, »e przegl¡dane s¡ tylkoniezb�dne elementy listy?3. Zapisz proedur� append za pomo¡ fold_right/fold_left.4. Napisz proedur� oblizaj¡¡ funkj� b�d¡¡ sum¡ listy funkji.5. Napisz proedur� oblizaj¡¡ funkj� b�d¡¡ zªo»eniem listy funkji.6. Zapisz za pomo¡ map i flatten proedur� heads, której wynikiem dla danej listy list,jest lista pierwszyh elementów niepustyh list skªadowyh. Puste listy skªadowe niepowinny wpªywa¢ na wynik.7. Napisz proedur� oblizaj¡¡ sum� elementów listy wyst�puj¡yh po ostatniej lizbieujemnej (lub wszystkih, je»eli na li±ie nie ma lizb ujemnyh).8. Napisz proedur� sumy : int list -> int list, która dla danej listy [x1, . . . , xn] obli-za list� postai: [x1, x1 + x2, x1 + x2 + x3, . . . , x1 + x2 + · · · + xn].Przykªad: sumy [1; 5; 2; 7; 12; 10; 5℄ = [1; 6; 8; 15; 27; 37; 42℄.9. Maksymalne plateau w li±ie (bez rekurenji).10. Zde�niuj, za pomo¡ � i filter uproszzon¡ wersj� algorytmu quik-sort. W algorytmietym elementy sortowanej listy dzielimy na nie wi�ksze i wi�ksze od pierwszego elementulisty, po zym obie listy wynikªe z podziaªu rekurenyjnie sortujemy.11. Obliz i¡g ró»niowy zadanej listy lizb aªkowityh.12. Obliz list� zªo»on¡ z pierwszyh elementów kolejnyh i¡gów ró»niowyh danej listy.13. Dany jest i¡g nawiasów, otwieraj¡yh i zamykaj¡yh. Napisz proedur� nawiasy,która oblizy minimaln¡ lizb� nawiasów które nale»y obrói¢, tak aby uzyska¢ poprawnewyra»enie nawiasowe. Je»eli nie jest to mo»liwe, to nale»y podnie±¢ wyj¡tek NieDaSi�.exeption NieDaSi�type nawias = Otwieraj¡y | Zamykaj¡yval nawiasy : nawias list → int14. Dana jest lista lizb zmiennopozyyjnyh [x1;x2; . . . ;xn]. Jej u±rednienie, to lista po-stai: [x1+.x2

2.0 ; . . . ; xn−1+.xn

2.0 ]. U±rednieniem listy jednoelementowej oraz pustej jest listapusta.Napisz proedur� usrednienie, która dla danej listy oblizy jej u±rednienie.83



15. Dana jest lista [x1; . . . ;xn]. Napisz proedur� sumy : int list -> int, która znajdujemaksymaln¡ sum� postai xi + xi+1 + · · · + xj . (Ozywi±ie dana lista mo»e zawiera¢lizby ujemne.) Pusta suma (równa 0) jest równie» dopuszzalna.16. Napisz funkj� od_ko«a_do_ko«a : intlist → int, która dla danej niepustej listy
[a1; ...; an] oblizy mini=1,2,...,n |ai − an+1−i|.17. Zaªó»my, »e dana jest lista [x1;x2; . . . ;xn]. Su�ksem tej listy nazwiemy ka»d¡ list�, któr¡mo»na uzyska¢ przez usuni�ie pewnej lizby (od 0 do n) jej poz¡tkowyh elementów.Tak wi� su�ksami danej listy b�dzie n.p. ona sama, pusta lista, a tak»e [x3;x4; . . . ;xn].Napisz (za pomo¡ fold_left/fold_right) proedur� tails : α list → α list list,która dla danej listy tworzy list� wszystkih jej su�ksów, uporz¡dkowan¡ wg malej¡yhih dªugo±i.18. Napisz proedur� pojedyncze : α list → α list, która dla danej listy wybierze z niejte elementy, które wyst�puj¡ dokªadnie raz z rz�du, np.:

pojedyncze [1; 1; 3; 5; 5; 5; 3; 5] = [3; 3; 5]19. Lista trójek [(l1, s1, r1); . . . ; (lk, sk, rk)] : (α list ∗ int ∗ int) list reprezentuj� list�elementów typu α w nast�puj¡y sposób. Trójka (l, s, r), gdzie l = [x1;x2; . . . ;xs] jest
s-elementow¡ list¡ elementów typu α, reprezentuje i¡g r-elementowy, poprzez ykliznepowtarzanie elementów i¡gu l:

x1, x2, . . . , xs, x1, x2, . . . , xs, x1, . . .
︸ ︷︷ ︸

r elementówZ kolei lista trójek reprezentuje list� powstaªa w wyniku konkatenaji list odpowiadaj¡-yh poszzególnym trójkom.Napisz proedur� dekompresja : (α list ∗ int ∗ int) list → int → α, która dla danejlisty trójek i indeksu i wyznaza i-ty element listy wynikowej.20. Rozwa»my nast�puj¡¡ metod� kompresji i¡gów lizb aªkowityh: Je»eli w oryginal-nym i¡gu ta sama lizba powtarza si� kilka razy z rz�du, to jej kolejne wyst¡pieniareprezentujemy za pomo¡ jednej tylko lizby. Konkretnie, i powtórze« lizby k repre-zentujemy w i¡gu skompresowanym jako 2i−1 · (2 · k − 1).Napisz proedur� kompresuj: int list → int list kompresuj¡¡ zadan¡ list�. Listawynikowa powinna by¢ ozywi±ie jak najkrótsza.kompresuj [1; 2; 2; 5; 11; 11; 2℄;;- : int list = [1; 6; 9; 42; 3℄21. Napisz proedur� buduj_permutaje:α list list → α → α, która przyjmuje per-mutaj� w postai rozkªadu na ykle i zwraa j¡ w postai proedury.Lista skªadowa postai [a1; . . . ; an], gdzie ai 6= aj dla 1 ≤ i < j ≤ n, reprezentuje ykl,zyli permutaj� przeprowadzaj¡¡ ai na a(i mod n)+1 dla 1 ≤ i ≤ n. Mo»esz zaªo»y¢, »elisty skªadowe s¡ niepuste. 84



Lista list [c1; . . . ; ck], gdzie listy ci dla 1 ≤ i ≤ k reprezentuj¡ ykle, reprezentuje per-mutaj� zªo»on¡ z tyh ykli. Mo»esz zaªo»y¢, »e wszystkie ykle s¡ rozª¡zne.Przyjmujemy, »e dla warto±i x nie wyst�puj¡yh na »adnej z list ci mamy:
buduj_permutacje [c0; . . . ; ck] x = xW szzególno±i, przyjmujemy, »e pusta lista reprezentuje permutaj� identyzno±iow¡.let p = buduj_permutaje [[2; 1℄; [8; 3; 4℄; [5; 7; 6; 10℄; [11℄℄;;map p [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12℄;;-: int list = [2; 1; 4; 8; 7; 10; 6; 3; 9; 5; 11; 12℄22. Napisz proedur� podziaª : int list -> int list list, która dla danej listy lizbaªkowityh l = [x1;x2; . . . ;xn] podzieli j¡ na list� list [l1; . . . ; lk], przy zym:

• l = l1@ . . .@lk,
• dla ka»dej listy li wszystkie elementy na takiej li±ie s¡ tego samego znaku,
• k jest najmniejsze mo»liwe.Przykªad:podziaª [1;3;0;-2;-2;-4;9℄ = [[1; 3℄; [0℄; [-2;-2;-4℄; [9℄℄23. Napisz proedur� podziaª : int list -> int list list, która dla danej listy lizbaªkowityh l = [x1;x2; . . . ;xn] podzieli j¡ na list� list [l1; . . . ; lk], przy zym:
• l = l1@ . . .@lk,
• ka»da z list li jest ±i±le rosn¡a,
• k jest najmniejsze mo»liwe.Przykªad:podziaª [1;3;0;-2;-2;4;9℄ = [[1; 3℄; [0℄; [-2℄; [-2;4;9℄℄24. Zadeklaruj typ danyh reprezentuj¡y abstrakyjn¡ skªadni� wyra»e« arytmetyznyh.Napisz proedur� oblizaj¡¡ warto±¢ wyra»enia.Rozszerz skªadni� wyra»e« o zmienne. Proedura oblizaj¡a warto±¢ wyra»enia b�dziewymaga¢ dodatkowego parametru � warto±iowania zmiennyh, zyli funkji, któranazwie zmiennej przyporz¡dkowuje jej warto±¢.25. Dane s¡: de�nija typu tree i proedura fold_tree:type 'a tree = Node of 'a tree * 'a * 'a tree | Leaf;;let re fold_tree f a t =math t withLeaf -> a |Node (l, x, r) -> f x (fold_tree f a l) (fold_tree f a r);;85



U»yj proedury fold_tree do zaimplementowania:(a) Polizenia lizby w�zªów w drzewie.(b) Polizenia wysoko±i drzewa.() Polizenia ±redniy drzewa.(d) Sprawdzenia zy drzewo jest drzewem BST (dla drzewa lizb float).(e) Zaimplementowania proedury map_tree� odpowiednika proedury map dla drzew.(f) Powiemy, »e warto±¢ w w�¹le drzewa jest widozna, je»eli na ±ie»e od tego w�zªado korzenia drzewa nie ma wi�kszej warto±i (w sensie standardowego porz¡dku >).W szzególno±i lizba w korzeniu drzewa jest zawsze widozna, a lizby mniejszeod niej nie s¡ nigdy widozne.Napisz proedur� widozne: int drzewo → int, która dla zadanego drzewa(zawieraj¡ego wyª¡znie nieujemne lizby aªkowite) wyznazy list� widoznyhlizb.(g) Skonstruowania listy elementów znajduj¡yh si� w wierzhoªkah drzewa, w kolej-no±i in�ksowej.26. Przuypomnij sobie de�nij� typu danyh drzew dowolnego stopnia. Wymy±l i napiszodpowiedniki proedur map, fold i filter dla takih drzew.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaTo du»y zestaw zada«. Nale»y na niego po±wi�i¢ ok. 2 zaj�¢. Zamiast proedur rekuren-yjnyh nale»y stosowa¢ standardowe proedury wy»szyh rz�dów przetwarzaj¡e listy. Wzadaniah wymagaj¡yh u»yia fold-ów zwraamy uwag�, której proedury nale»y u»y¢:fold_left, fold_right, zy te» nie ma to znazenia. Dopóki na wykªadzie nie b�dzie mowyo rz�dah funkji i analizie zªo»ono±i, nieformalnie analizujemy, zy rekurenja ogonowa wfold_left daje staªy koszt pami�iowy, zy te» i tak musi on by¢ liniowy. Po omówieniuanalizy zªo»ono±i na wykªadzie analizujemy zªo»ono±¢ rozwi¡za«.Nie wszystkie zadania zd¡»y si� zrobi¢ � pozostaªe studeni mog¡ rozwi¡za¢ sami w ra-mah przygotowania do kolokwium. Warto jednak zrobi¢ zadanie 25 dotyz¡e przetwarzaniadrzew.Ad. 10 Nale»y zwrói¢ uwag� na przypadki brzegowe, w szzególno±i na to, zy rekurenjamo»e si� zap�tli¢.Ad. 25 Nale»y zwrói¢ uwag� na zªo»ono±¢ zasow¡. Uzyskanie liniowej zªo»ono±i mo»ewymaga¢ kumulowania za pomo¡ fold_tree nie wyniku, ale odpowiedniej proedurykonstruuj¡ej wynik.
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Wykªad 8. Analiza kosztów8.1 Rz�dy funkji
f(x) = Θ(g(x)) ⇔ ∃c1,c2∈real,c1,c2>0,n0∈nat∀n∈nat,n≥n0

c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)

f(x) = O(g(x)) ⇔ ∃c∈real,c>0,n0∈nat∀n∈nat,n≥n0
0 ≤ f(n) ≤ cg(n)

f(x) = Ω(g(x)) ⇔ ∃c∈real,c>0,n0∈nat∀n∈nat,n≥n0
0 ≤ cg(n) ≤ f(n)Dla funkji nieujemnyh zahodz¡ ponadto nast�puj¡e fakty:

f(x) = Θ(g(x)) ⇔ f(x) = Ω(g(x)) ∧ f(x) = O(g(x))

f(x) = Ω(g(x)) ⇔ g(x) = O(f(x))Przykªady: Jak si� maj¡ do siebie funkje:
• n2 + 100 000,
• 0.000001n

1

2 ,
• 4,
• 22n,
• log2 n,
• 2

√
4n,

• nn,
• ln(10n),
• 4n,
• n!,
• 10n,
• 0.8.2 Przedstawienie kosztu jako funkjiKoszt, to ilo±¢ (okre±lonego) zasobu potrzebnego do wylizenia wyniku. Ilo±¢ ta zale»y odkonkretnyh danyh. Je±li oznazymy przez D zbiór mo»liwyh danyh, to lizb� potrzebnyhzasobów mo»emy okre±li¢ funkj¡ ϕ : D → N .Zwykle interesuje nas ilo±¢ potrzebnyh zasobów w zale»no±i od okre±lonego aspektudanyh, np.:
• rozmiaru danyh,
• rozmiaru maierzy,
• je±li dane to jedna lizba, to od samyh danyh,88



• dokªadno±¢ przybli»enia (lizba miejs dziesi�tnyh).Taki aspekt danyh, wzgl�dem którego mierzymy koszt mo»emy okre±li¢ za pomo¡ funkji µJak poª¡zy¢ te dwie funkje? Dla okre±lonego aspektu danyh mo»emy mie¢ wiele ró»nyhkosztów, zale»nie od wyboru konkretnyh danyh.
~ϕ ◦ ~µ−1 : N → P(N)Wybieraj¡ koszt najmniejszy lub najwi�kszy mówimy o koszie pesymistyznym lub optymi-styznym.

max ◦ ~ϕ ◦ ~µ−1 : N → N

min ◦ ~ϕ ◦ ~µ−1 : N → NTakie funkje mo»emy ju» porównywa¢ o do rz�dów wielko±i.Jak mierzy¢ koszt ±redni? D � zmienna losowa. Wówzas ϕ(D) i µ(D) te» s¡ zmiennymilosowymi. Koszt ±redni, to:
E(ϕ(D) | µ(D) = n)Programy niedeterministyzne. Je±li program jest niedeterministyzny, to dla konkretnyhdanyh mo»e wymaga¢ nie tyle konkretnyh ilo±i zasobów, ale ilo±i wymaganyh zasobówtworz¡ zbiór. Wówzas ϕ nie jest funkj¡, ale relaj¡, a powy»sze wzory pozostaj¡ bez zmian.8.3 Koszt zasowyLizba elementarnyh operaji potrzebnyh do wylizenia zadanej warto±i, jako funkja [roz-miaru℄ danyh. Co to s¡ operaje elementarne:

• odzytanie warto±i symbolu ze ±rodowiska (staªa, lizba) � 1,
• zastosowanie proedury do argumentów � koszt oblizenia wszystkih elementów (w tymproedury) + koszt wylizenia tre±i proedury (w przypadku operatorów wbudowanyhkoszt ih oblizania wynosi 1, hyba »e powiedziane jest inazej) + lizba elementówkombinaji,
• if� koszt oblizenia warunku i zale»nie od wyniku koszt oblizenia odpowiedniej z�±i,
• wyra»enie funtion � 1 (uwaga: koszt ujawnia si� dopiero przy zastosowaniu do argu-mentów),
• dopasowywanie wzorów math-with � ª¡zna dªugo±¢ wzorów + koszt oblizeniawyra»enia odpowiadaj¡ego dopasowanemu wzorowi.
• wyra»enie let-in � zgodnie z rozwini�iem do λ-wyra»enia i kombinaji, zyli kosztwylizenia de�niowanyh lokalnie warto±i + wylizenie wªa±iwego wyra»enia + 2,
• rekurenja � równanie rekurenyjne na kosztah.Przykªad:
• nierekurenyjny przykªad z let: 89



let f =let g x = 3 * xinfuntion x -> g (2 * x);;f 7;;
• silnia,8.4 Koszt pami�iowyLizymy pami�¢ zajmowan¡ przez ramki zawieraj¡e potrzebne symbole, pami�¢ zajmowan¡przez tworzone warto±i plus pami�¢ potrzebn¡ do oblizania wyra»e«. Na potrzeby tegowykªadu, nie wlizamy danyh, natomiast wlizamy warto±i po±rednie i wynik. Co to znazypotrzebne symbole:
• wszystkie symbole widozne w ±rodowisku (nie przysªoni�te) s¡ potrzebne,
• je±li warto±i¡ potrzebnego symbolu jest proedura, to symbole wyst�puj¡e w ±rodowi-sku wskazywanym przez t� proedur� s¡ potrzebne,
• je±li potrzebna jest warto±¢ zªo»ona (np. lista, lub para), to potrzebne s¡ równie» jejskªadowe.Warto±i mog¡ by¢ wspóªdzielone, tzn. na t� sam¡ warto±¢ mo»e wskazywa¢ kilka wska¹ników.Warto±i:
• lizby, znaki i warto±i logizne maj¡ rozmiar 1,
• n-tka ma rozmiar n,
• lista ma rozmiar taki jak jej dªugo±¢ (a w przypadku list niesko«zonyh � lizba re-kordów tworz¡yh list�) + ª¡zne rozmiary elementów,
• warto±i algebraizne � wielko±¢ drzewa,
• rozmiar warto±i funkyjnyh � 1 + lizba symboli w wyra»eniu.Brak ogólnej zasady oblizania kosztu pami�iowego. Nale»y prze±ledzi¢ sposób oblizaniazgodnie z modelem ±rodowiskowym i okre±li¢ ile pami�i (maksymalnie) wymaga oblizenie.Nale»y przy tym uwzgl�dni¢ wspóªdzielenie warto±i i rekurenj� ogonow¡.Mimo aªego skomplikowania lizenia kosztów, zwªaszza pami�iowego, jest to proste.Zasada 90%�10%. Poniewa» interesuje nas tylko rz¡d kosztu, mo»emy stosowa¢ uproszzeniaju» w trakie jego wylizania:
• koszt staªy = Θ(1),
• w równaniah rekurenyjnyh, opisuj¡yh koszty funkji rekurenyjnyh, skªadniki niezawieraj¡e odwoªa« rekurenyjnyh mo»emy zast¡pi¢ równymi o do rz�du,
• zasami pro±iej jest oszaowa¢ rz¡d funkji ni» j¡ dokªadnie wylizy¢.90



8.5 Przykªad: Pot�gowanieMo»emy skorzysta¢ ze wzorów:
bn = b · bn−1

b0 = 1Co mo»emy zaimplementowa¢ od razu jako:let re potega b n =if n = 0 then 1 else b * potega b (n-1);;Lizba kroków jest równa n, ka»dy krok ma staªy koszt i wymaga staªej ilo±i pami�i. Kosztzasowy i pami�iowy s¡ rz�du T (n) = M(n) = Θ(n).Koszt pami�iowy mo»emy polepszy¢ do M(n) = Θ(1) stosuj¡ rekurenj� ogonow¡:let potega b n =let re iter n a =if n = 0 then a else iter (n-1) (a*b)initer n 1;;przy zym iter n a = a · bn. Koszt zasowy pozostaje jednak bez zmian.Mo»emy jednak skorzysta¢ z innego wzoru na pot�gowanie:
b0 = 1

b2n =
(
b2
)n

b2n+1 = b · b2nktóry zapisujemy jako:let potega b n =let re pot b n a =if n = 0 then aelse if parzyste n then pot (square b) (n / 2) aelse pot b (n - 1) (a * b)inpot b n 1;;przy zym pot b n a = a · bn. Mamy tutaj rekurenj� ogonow¡, wi� koszt pami�iowy jeststaªy, M(n) = Θ(1). Jaka jest jednak lizba kroków? Mo»na pokaza¢ przez indukj�, »e je»elinasz algorytm wymaga k kroków (dla k ≥ 2), to 2k/2−1 ≤ n ≤ 2k−2. St¡d, zªo»ono±¢ zasowajest rz�du T (n) = Θ(log n).8.6 Przykªad: stopie« parzysto±i[[Zmieni¢ na logarytm aªkowitolizbowy.℄℄Przypomnijmy sobie zadanie 1 z wykªadu 2. Stopie« parzysto±i lizby aªkowitej x, tonajwi�ksza taka lizba naturalna i, »e x dzieli si� przez 2i. Lizby nieparzyste maj¡ stopie«parzysto±i 0, lizby 2 i −6 maj¡ stopie« parzysto±i 1, a lizby 4 i 12 maj¡ stopie« parzysto±i2. Przyjmujemy, »e 0 ma stopie« parzysto±i −1.Standardowe rozwi¡zanie tego zadania ma nast�puj¡¡ posta¢:91



let re stopien_parzystosi n =if n = 0 then -1else if n mod 2 = 0 then 1 + stopien_parzystosi (n/2)else 0;;Z ka»dym krokiem iteraji n jest dzielone przez 2. Tak wi�, dla n 6= 0, kroków tyh nieb�dzie wi�ej ni» log2 |n|+ 1, przy zym ogranizenie to jest osi¡gane dla n = 2k. Czyli zªo»o-no±¢ zasowa jest rz�du T (n) = O(log |n|). Poniewa» rekurenja nie jest ogonowa, zªo»ono±¢pami�iowa jest taka sama, jak zasowa M(n) = Θ(log |n|).Zªo»ono±¢ pami�iow¡ ªatwo poprawi¢ do M(n) = Θ(1), stosuj¡ rekurenj� ogonow¡:let stopien_parzystosi n =let re pom a n =if n mod 2 = 0 then pom (a+1) (n/2)else ainif n = 0 then -1 else pom 0 n;;Nie jest to jednak rozwi¡zanie optymalne. Zªo»ono±¢ zasow¡ mo»na istotnie polepszy¢. Po-my±lmy o zapisie binarnym lizby równej stopniowi parzysto±i n. Powiedzmy, »e najstarszybit tej lizby najduje si� na pozyji i. Lizb� i mo»emy wyznazy¢ badaj¡ podzielno±¢ n przezlizby postai 21, 22, 24, . . . , 22i

, 22i+1 . Kolejne bity wyznazamy badaj¡ stopie« parzysto±ilizby n

22i .let stopien_parzystosi n =let re pom a k p n =if n mod 2 <> 0 then aelselet s = p*pinif n mod s = 0 then pom a (2*k) s nelse (assert (n mod p = 0); pom (a+k) 1 2 (n / p))inif n = 0 then -1 else pom 0 1 2 n;;Dla proedury pomonizej pom speªniony jest nast�puj¡y niezmiennik: p = 2k i p | n lub
2 ∤ n, oraz nast�puj¡y warunek ko«owy: pom a k n = a+ stopien_parzystosci n.Wyznazenie pozyji i najstarszego bitu wyniku wymaga i + 1 kroków. Wyznazaj¡kolejny bit wyniku nie korzystamy z wze±niej oblizanyh warto±i, tylko wyznazamy go odpoz¡tku, jako najstarszy bit lizby |n|

22i , itd. St¡d zªo»ono±¢ zasowa algorytmu jest rz�du
T (n) = O((log log |n|)2). Dzi�ki zastosowaniu rekurenji ogonowej zªo»ono±¢ pami�iowa jestrz�du M(n) = Θ(1).Zªo»ono±¢ zasow¡ mo»na jeszze polepszy¢. Wyznazaj¡ pozyj� i najstarszego bitu wy-niku oblizamy lizby 21, 22, 24, . . . , 22i

, 22i+1 . Je±li je zapami�tamy, to mo»emy je wykorzysta¢do wyznazenia kolejnyh bitów wyniku.let stopien_parzystosi n =let re pom a k ((h::t) as l) n =if n mod 2 <> 0 then a 92



elselet s = h * hinif n mod s = 0 then pom a (2*k) (s::l) nelse if n mod h = 0 then pom (a+k) (k/2) t (n/h)else pom a (k/2) t ninif n = 0 then -1 else pom 0 1 [2; 1℄ n;;Dla proedury pomonizej pom speªniony jest nast�puj¡y niezmiennik: l = [2k; 2k−1; ...; 2; 1],oraz nast�puj¡y warunek ko«owy: pom a k l n = a + stopien_parzystosci n. Najpierwkonstruowana jest lista l, a» do momentu gdy k = i, a nast�pnie warto±i z tej listy s¡ u»ywanedo wyznazenia kolejnyh bitów wyniku. Zªo»ono±¢ zasowa jest rz�du T (n) = Θ(log log |n|).Ze wzgl�du na rozmiar listy l, zªo»ono±¢ pami�iowa jest równie» rz�du M(n) = Θ(log log |n|).[[Dorobi¢ rozwi¡zanie dziaªaj¡e w zasie Θ
(

log log x
log y

) � oparte o lizby yFibi .℄℄8.7 Przykªad: algorytm Euklidesa przez odejmowanielet re nwd x y =if x = y then x elseif x > y thennwd (x - y) yelsenwd x (y - x);;Dla x, y > 0 mamy (nwd x y) = NWD(x, y).Jaka jest zªo»ono±¢ zasowa (ze wzgl�du na n = x + y)? Lizba wykonywanyh krokówmo»e by¢ liniowa, np. dla (nwd x 1), zyli T (n) = Ω(n). Gorsza nie b�dzie, bo z ka»dymkrokiem maleje warto±¢ x + y, T (n) = O(n), zyli T (n) = Θ(n). Mamy tu do zynienia zrekurenj¡ ogonow¡, wi� zªo»ono±¢ pami�iowa jest staªa, M(n) = Θ(1).8.8 Przykªad: algorytm Euklidesa przez dzielenielet nwd a b =let re e a b =if b = 0 then a else e b (a mod b)inif a > b then e a b else e b a;;Jakie s¡ wymagania wobe argumentów? (max(a, b) > 0, min(a, b) ≥ 0) Ile operaji arytme-tyznyh wykona ten algorytm (ze wzgl�du na min(a, b))?Lemat 1 (Lame). Oznazmy przez (ai, bi) pary warto±i a i b, dla któryh powy»szy algorytmwykonuje i kroków. Wówzas bi ≥ Fibi−1.Dowód. Dowód indukyjny.1. je±li jeden krok, to b1 = 0, 93



2. je±li dwa kroki, to b ≥ 1,3. je±li wi�ej kroków, to (ak+1, bk+1) → (ak, bk) → (ak−1, bk−1), to ak = bk+1, ak−1 = bk,
bk−1 = ak mod bk, zyli ak = qbk + bk−1 dla q ≥ 1, zyli bk+1 ≥ bk + bk−1.Lizby Fibonaiego mo»na przybli»a¢ wzorem:Fibn ≈

(
1+

√
5

2

)n

√
5zyli koszt zasowy T (a+ b) = O(log(a+ b)). Z drugiej strony mamyFibn+1 mod Fibn = (Fibn + Fibn−1) mod Fibn = Fibn−1zyli dla a = Fibn+1 i b = Fibn algorytm wykonuje n kroków. St¡d T (a+ b) = Θ(log(a+ b)).Koszt pami�iowy ze wzgl�du na rekurenj� ogonow¡ wynosi M(n) = Θ(1).8.9 Przykªad: algorytm Euklidesa przez parzysto±¢Zastosowanie zasady dziel i zwyi�»aj.let nwd x y =let re pom x y a =if x = y then a * xelse if parzyste x && parzyste y then pom (x / 2) (y / 2) (2 * a)else if parzyste x then pom (x / 2) y aelse if parzyste y then pom x (y / 2) aelse if x > y then pom (x - y) y a else pom x (y - x) ainpom x y 1;;Algorytm ten wykorzystuje jedynie odejmowanie i mno»enie/dzielenie/modulo 2. Ze wzgl�duna zapis binarny lizb operaje te maj¡ koszt O(dªugo±¢ zapisu lizby), nawet dla bardzodu»yh lizb. Jakie s¡ wymagania wobe argumentów? (a, b > 0) Ile operaji arytmetyznyhwykona ten algorytm?Oznazmy przez (ai, bi) pary warto±i a i b, dla któryh powy»szy algorytm wykonuje

i kroków. Mamy ai+1 ≥ ai, bi+1 ≥ bi, b1 = a1 > 0. W pierwszyh trzeh przypadkah
ai+1bi+1 ≥ 2aibi. W zwartym przypadku ai+1bi+1 ≥ 2ai−1bi−1. Przez indukj� pokazujemy,»e

aibi ≥ 2⌊ i−1

2 ⌋St¡d algorytm wykona O(log(ab)) = O(log max(a, b)) kroków.Z drugiej strony, ai+1 + bi+1 ≤ 2(ai + bi). Czyli ai + bi ≤ 2i−1(a1 + b1). St¡d algorytmwykona Ω(log(a+b)) = Ω(log max(a, b)) kroków. Tak wi� algorytm wykona Θ(log max(a, b))kroków.Ka»dy krok niesie ze sob¡ staªy koszt zasowy, st¡d koszt zasowy wynosi T (max(a, b)) =
Θ(log max(a, b)). Mamy tu do zynienia z rekurenj¡ ogonow¡, st¡d staªa zªo»ono±¢ pami�-iowa, M(max(a, b)) = Θ(1).Jakie b�d¡ koszty algorytmu w przypadku dªugih lizb? (*dªugo±¢ lizb)94



8.10 Przykªad: Lizby FibonaiegoPrzyjrzyjmy si� ró»nym algorytmom lizenia lizb Fibonaiego. Najprostszy z nih, i zarazemnajmniej efektywny, opiera si� na rekurenyjnym wzorze de�niuj¡ym lizby Fibonaiego.Fib0 = 0 Fib1 = 1 Fibn+1 = Fibn + Fibn−1let re fib n =if n < 2 then n else fib (n - 1) + fib (n - 2);;Jaka jest zªo»ono±¢ zasowa tego rozwi¡zania? Wyobra¹my sobie, »e oblizaj¡ Fibn rozwi-jamy podan¡ de�nij� rekurenyjn¡, a» do uzyskania sumy zer i jedynek. Uzyskamy sum�zawieraj¡¡ Fibn jedynek i nie wi�ej ni» Fibn zer. Wiemy (z EMD), »e Fibn ≈
“

1+
√

5

2

”n

√
5

.Tak wi� zªo»ono±¢ zasowa tego algorytmu to T (n) = Θ(Fibn) = Θ
((

1+
√

5
2

)n). Poniewa»rekurenja w rozwi¡zaniu nie jest ogonowa, wi� zªo»ono±¢ pami�iowa jest takiego rz�du, jakgª�boko±¢ rekurenji, zyli M(n) = Θ(n).Bardziej efektywne jest
• z parami i rekurenj¡ ogonow¡,let fib n =let re fibpom a b n =if n = 0 thenaelsefibpom b (a + b) (n - 1)infibpom 0 1 n;;
• w koszie zasowym rz�duΘ(log n) i staªym pami�iowym (nie korzystaj¡ ze wzoru na
n-t¡ lizb� Fibonaiego).let mnoz ((x11, x12), (x21, x22)) ((y11, y12), (y21, y22)) =((x11 * y11 + x12 * y21, x11 * y12 + x12 * y22),(x21 * y11 + x22 * y21, x21 * y12 + x22 * y22));;let square x = mnoz x x;;let f = ((0, 1), (1, 1));;let id = ((1, 0), (0, 1));; 95



let potega b n =let re pot b n a =if n = 0 then aelse if parzyste n then pot (square b) (n / 2) aelse pot b (n - 1) (mnoz a b)inpot b n id;;let fib n =let ((_, v), _) = potega f nin v;;8.11 Test na lizby pierwszeJak sprawdzi¢ zy dana lizba jest lizb¡ pierwsz¡? Nale»y sprawdzi¢, zy ma jakie± dzielniki,do √
n.let min_dzielnik n =let re dziel k =if square k > n then nelse if (n mod k) = 0 then kelse dziel (k + 1)indziel 2;;Dzi�ki rekurenji ogonowej koszt pami�iowy jest staªy. Lizba kroków nie przekraza √

n,zyli zªo»ono±¢ zasowa jest rz�du O(
√
n).8.12 Test Fermata i Millera-RabinaOto algorytm Millera-Rabina sprawdzania, zy dana lizba jest pierwsza.Tw. 1 (Maªe twierdzenie Fermata). Je±li n jest lizb¡ pierwsz¡, a a jest dowoln¡ dodatni¡lizb¡ mniejsz¡ ni» n, to an−1 ≡ 1 mod n.Fakt 1. Je±li n ma nietrywialny pierwiastek 1, zyli istnieje takie 1 < k < n − 1, »e k2 ≡

1 mod n, to n nie jest lizb¡ pierwsz¡.Dowód. Nieh p b�dzie tym nietrywialnym pierwiastkiem. Wówzas (p−1)·(p+1) = p2−1 = 0.Równoze±nie p−1 6= 0 i p+1 6= 0, a wi� Zn nie jest iaªem, zyli n nie jest lizb¡ pierwsz¡.Nasz algorytm polega na wylosowaniu lizby a i sprawdzeniu, zy speªnione jest tw. Fer-mata. Ponadto oblizaj¡ an−1mod n sprawdzamy, zy �mod n� to iaªo. Je»eli nie, to n niemo»e by¢ lizb¡ pierwsz¡.Je±li jest to iaªo, to mamy dwa √
1: 1 i n− 1. Je»eli znajdziemy inny (nietrywialny) √1,to nie jest to iaªo i n nie mo»e by¢ lizb¡ pierwsz¡.96



Przykªad: We¹my n = 15. Ewidentnie 15 = 3·5 nie jest lizb¡ pierwsz¡. Mamy nast�puj¡epierwiastki jedynki: 12 = 1 ≡ 1 mod 15, 42 = 16 ≡ 1 mod 15, 112 = 121 ≡ 1 mod 15,
142 = 196 ≡ 1 mod 15. Przy tym 4 i 11 nie s¡ trywialnymi pierwiastkami z 1.Oblizaj¡ an−1 mod n sprawdzamy wszystkie pojawiaj¡e si� warto±i, zy nie s¡ nie-trywialnymi pierwiastkami z 1. Przypadki, gdy natra�amy na taki pierwiastek sygnalizujemypodnosz¡ wyj¡tek.exeption Pierwiastek;;let re expmod b k n =let test x =if not (x = 1) && not (x = n - 1) && (square x) mod n = 1 thenraise Pierwiastekelsexinif k = 0 then 1 elseif parzyste k then (square (test (expmod b (k / 2) n))) mod nelse ((test (expmod b (k-1) n)) * b) mod n;;Mo»na pokaza¢, »e je»eli n jest lizb¡ nieparzyst¡ i nie jest lizb¡ pierwsz¡, to przynajmniejdla poªowy 1 < a < n − 1 oblizanie an−1 mod n odkryje nietrywialny pierwiastek 1. Takpoprawiony test Fermata jest znany jako test Millera-Rabina.let randtest n =if parzyste n thenn = 2else if n = 3 then trueelsetryexpmod (Random.int (n-3) + 2) (n-1) n = 1with Pierwiastek -> false;;Z pewnym prawdopodobie«stwem test ten mo»e stwierdzi¢, »e lizba, która nie jest pierwsza,jest pierwsza. Spróbujmy oszaowa¢ prawdopodobie«stwo pomyªki. Zaªó»my, »e n nie jestlizb¡ pierwsz¡ i n > 3. Dodatkowo zaªó»my, »e dla wylosowanego a speªnione jest kryteriumFermata. Prawdopodobie«stwo pomyªki mo»emy oszaowa¢ z góry prawdopodobie«stwem po-myªki testu na nietrywialne pierwiastki z 1. To prawdopodobie«stwo nie przekraza natomiast
1
2 . Tak wi� test ten z prawdopodobie«stwem o najmniej 1

2 daje poprawn¡ odpowied¹ (a taknaprawd� z du»o wi�kszym), a z prawdopodobie«stwem nie przekrazaj¡ym 1
2 uzna lizb�,która nie jest pierwsza, za pierwsz¡.Powtarzaj¡ taki test k zmniejszamy prawdopodobie«stwo bª�du poni»ej (1

2)k. Ch¡, abyprawdopodobie«stwo testu spadªo poni»ej ε nale»y go powtórzy¢ ⌈log 1

2

ε⌉.Gadka o algorytmah randomizayjnyh. Dwie klasy:
• Monte Carlo � zªo»ono±¢ zawsze dobra, ale z maªym prawdopodobie«stwem mo»e dawa¢zªe wyniki, lub wyniki nieznaznie zaburzone,97



• Las Vegas � zawsze daje dobre wyniki, ale z maªym prawdopodobie«stwem dziaªadªu»ej; ±rednia zªo»ono±¢ musi by¢ OK.Je±li hemy by¢ pewni wyniku z prawdopodobie«stwem p, to powtarzamy ten test
− log2(1 − p) razy. Koszt pojedynzego testu, pami�iowy i zasowy, jest rz�du Θ(log n).Poniewa» lizba powtórze« testu jest staªa, wi� koszt aªego algorytmu jest rz�du Θ(log n).
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�wizenia1. Piramida to ostrosªup, którego podstawa jest kwadratem, a bozne ±iany to tójk¡tyrównobozne. Zleono Ci pomalowanie boznyh ±ian piramidy. Maluj¡ piramid�,mo»esz wzi¡¢ ze sob¡ wiaderko farby, które starza na pomalowanie 1m2 powierzhni,o trwa 1 minut�. Zarówno wej±ie na wysoko±¢ h metrów, jak i zej±ie na dóª, trwaj¡po h
2 minut. Podstawa piramidy ma dªugo±¢ n metrów. Podaj, jakiego rz�du jest zaspotrzebny do pomalowania aªej piramidy.2. Zastanówmy si�, jaka energia jest potrzebna do napompowania koªa rowerowego. Dlaustalonej obj�to±i d�tki, jakiego rz�du jest ta energia w zale»no±i od i±nienia?3. Algorytm mno»enia rosyjskih hªopów. [[Da¢ na wykªad.℄℄4. Dana jest para funkji f i g, z lizb aªkowityh w lizby aªkowite. Wiadomo, »e f jest±i±le rosn¡a, a g jest ±i±le malej¡a. Napisz tak¡ proedur� znajd¹ : (int → int)

→ (int → int) → int, »e dla w = znajd¹ f g, mamy:
|f(w) − g(w)| = min

i∈Z

|f(i) − g(i)|Mo»esz zaªo»y¢, »e istniej¡ takie lizby aªkowite i i i′, »e f(i) < g(i) oraz f(i′) > g(i′).Podaj zªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ swojego rozwi¡zania.5. [CEOI 2003, uproszzone zadanie Hanoi℄ Wiadomo (z EMD), »e »eby przeªo»y¢ n kr¡»-ków w ªamigªówe �wie»e Hanoi� trzeba wykona¢ 2n − 1 ruhów. Napisz proedur�hanoi: int list -> int -> int, która dla zadanej kon�guraji kr¡»ków oraz sªupka,na którym poz¡tkowo znajduj¡ si� wszystkie kr¡»ki wyznazy minimaln¡ lizb� ruhówpotrzebnyh do uzyskania danej kon�guraji.Sªupki s¡ reprezentowane jako lizby aªkowite od 1 do 3. Kon�guraja to lista numerówsªupków, na któryh maj¡ si� znale¹¢ kr¡»ki, w kolejno±i od najwi�kszyh kr¡»ków donajmniejszyh.6. Chi«ski ªa«uh (przynie±¢ i pokaza¢). W jednym ruhu mo»na zawsze zdj¡¢ lub zaªo»y¢pierwsze ogniwo ªa«uha. Ponadto, je»eli zdj�te s¡ ogniwa o numerah 1, 2, . . . , k − 2,ogniwo nr k− 1 jest zaªo»one, to w jednym ruhu mo»na zdj¡¢ lub zaªo»y¢ ogniwo nr k.Poz¡tkowo wszystkie ogniwa ªa«uha s¡ zaªo»one. Napisz proedur�, której wynikiemjest lista ruhów prowadz¡yh do zdj�ia n ogniw ªa«uha. Obliz zªo»ono±¢ zasow¡i pami�iow¡ rozwi¡zania. Je±li zªo»ono±¢ zasowa jest wi�ksza od pami�iowej (Θ(2n)),to popraw program u»ywaj¡ akumulatora i nie u»ywaj¡ sklejania list.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 1 Ozywi±ie jest to Θ(n3). Wyobra¹my sobie pomalowany fragment ±iany piramidy.Jego pomalowanie zajmuje zas proporjonalny do pionowego wyinka piramidy wyzna-zonego przez ten fragment ±iany. Tak wi� pomalowanie aªej piramidy zajmuje zasproporjonalny do jej obj�to±i.
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Wykªad 9. Zasada dziel i zwyi�»aj na przykªadzie sortowaniaSformuªowanie problemu. Dany jest i¡g n elementów, ze zbioru (nieogranizonej moy),na którym jest okre±lony porz¡dek liniowy < i (opróz de�niowania warto±i) jest to jedynadost�pna operaja na elementah. Nale»y utworzy¢ uporz¡dkowany i¡g elementów, b�d¡ypermutaj¡ danego i¡gu. Koszt porównania elementów jest staªy. Chemy oszaowa¢ kosztpesymistyzny sortowania.Eliminaja algorytmów randomizowanyh Je±li nasz algorytm jest randomizayjny, toustalamy z góry i¡g losowanyh lizb i analizujemy go, jak deterministyzny.Drzewa deyzyjne Ww�zªah wewn�trznyh mamy warunki dotyz¡e danyh. W li±iahumieszzamy wyniki. Oblizenie polega na przej±iu od korzenia drzewa do li±ia.Fakt 2. Je±li drzewo binarne ma k li±i, to ma wysoko±¢ nie mniejsz¡ ni» log2 k. (Dowód na¢wizenia.)Lemat 2. 3n · n! ≥ nnDowód. Indukyjnie. 3 ≥ 1.
3n+1n!(n+ 1) ≥ 3(n + 1)nn ≥ e(n+ 1)nn ≥

(

1 +
1

n

)n

(n + 1)nn = (n+ 1)n+1Tw. 2. Pesymistyzny koszt sortowania jest rz�du Ω(n log n).Dowód. Rozpatrujemy wszystkie mo»liwe wykonania naszego algorytmu dla i¡gu n ró»nyhelementów. Przebieg oblizenia zale»y tylko od porówna« tyh elementów. Wszystkie takieoblizenia mo»emy przedstawi¢ sobie w postai drzewa deyzyjnego, w którego w�zªah mamyporównania danyh elementów.Drzewo to ma o najmniej n! li±i, gdy» mamy n! mo»liwyh wyników. Z lematu i faktuwynika, »e wysoko±¢ drzewa h
h ≥ log2 n! ≥ log2

(
nn

3n

)

= n log2(
n

3
) = Ω(n log n)Analiza kilku algorytmów sortowania. Jak realizujemy zasad� dziel i zwyi�»aj.9.1 Seletion sortIdea algorytmu � redukja = wybór maksimum. Realizaja:let selet_max (h::t) =fold_left(fun (m, r) x -> if x > m then (x, m::r) else (m, x::r))(h, [℄) t;; 101



let seletion_sort l =let przenies (s, l) =let (m, r) = selet_max lin (m::s, r)initeruj([℄, l)przenies(fun (_, l) -> l = [℄)(fun (s, _) -> s);;Analiza kosztu.9.2 Insertion sortIdea algorytmu � redukja = posortuj list� bez jednego elementu i wstaw go do posortowanejlisty.let wstaw l x =(filter (fun y -> y <= x) l) �(x :: (filter (fun y -> y > x) l));;let insertion_sort l = fold_left wstaw [℄ l;;Zªo»ono±¢ zasowa wstaw jest liniowa ze wzgl�du na dªugo±¢ przetwarzanej listy, a zªo»ono±¢zasowa insertion_sort jest rz�du Θ(n2). Zªo»ono±¢ pami�iowa jest rz�du Θ(n), gdy» wka»dej hwili pami�tamy tylko kilka list o dªugo±iah nie przekrazaj¡yh n.Mo»na te» poprawi¢ troh� zªo»ono±¢ tego algorytmu. Oznazmy przez i lizb� inwersji wdanym i¡gu. Przyjrzyjmy si� nast�puj¡ej wersji sortowania przez wstawianie:.let wstaw x l =let re wst a x l =math l with[℄ -> rev(x::a) |h::t ->if x > h then wst (h::a) x telse rev (x::a) � lin wst [℄ x l;;let insertion_sort l = fold_right wstaw l [℄;;W ka»dym kroku iteraji w proedurze wst pozbywamy si� jednej inwersji zwi¡zanej z ele-mentem x. Stosuj¡ taki algorytm wstawiania otrzymujemy sortowanie dziaªaj¡e w zasie
Θ(n+ i). Ozywi±ie lizba inwersji mo»e by¢ rz�du Θ(n2). W nast�pnym punkie zobazymyzastosowanie takiej implementaji sortowania przez wstawianie.
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9.3 Sortowanie Shell'aShe shall sort sea shells with a Shell-sort.. . . Sortowanie Shell'a to uogólnienie sortowania przez wstawianie. Skªada si� on z wielu faz.W ka»dej fazie dzielimy i¡g na k krótszyh i¡gów, ka»dy zªo»ony z o k-tyh elementów. Naprzykªad dla k = 2 mamy dwa i¡gi, jeden zªo»ony z elementów na parzystyh pozyjah i jedenzªo»ony z elementów na nieparzystyh elementów. Ka»dy z k i¡gów sortujemy niezale»nie,za pomo¡ sortowania przez wstawianie.Na faz� sortowania mo»na te» spojrze¢ tak: Elementy sortowanego i¡gu wpisujemy wier-szami do tabeli o k kolumnah, nast�pnie ka»d¡ kolumn� sortujemy za pomo¡ sortowaniaprzez wstawianie, po zym odzytujemy elementy wierszami.W rezultaie uzyskujemy i¡g (x1, . . . , xn), który jest k-posortowany, tzn. xi ≤ xi+k dla
1 ≤ i ≤ n − k. Naszym elem jest uzyskanie i¡gu posortowanego, zyli 1-posortowanego.W kolejnyh fazah parametr k jest oraz mniejszy, a» w ostatniej fazie mamy k = 1. Tymsamym ozywiste jest, »e uzyskujemy i¡g posortowany. Po o wi� poprzedzaj¡e fazy?Koszt sortowania przez wstawianie jest niewielki, je»eli sortujemy i¡g, który jest ju» �prawieposortowany�. Idea sortowania Shella polega na tym, »e w ka»dej kolejnej fazie sortujemyprzez wstawianie wªa±nie takie i¡gi, które s¡ �prawie posortowane�.9.4 Sortowanie przez salanieIdea algorytmu � podziel list�, posortuj powstaªe listy i sal je. Realizaja:let re merge_sort l =let split l =fold_left (fun (l1, l2) x -> (l2, x::l1)) ([℄, [℄) land merge l1 l2 =let re mrg a l1 l2 =math l1 with[℄ -> (rev a) � l2 |(h1::t1) ->math l2 with[℄ -> (rev a) � l1 |(h2::t2) ->if h1 > h2 thenmrg (h2::a) l1 t2elsemrg (h1::a) t1 l2inmrg [℄ l1 l2inmath l with[℄ -> [℄|[x℄ -> [x℄|_ ->let(l1, l2) = split lin 103



merge (merge_sort l1) (merge_sort l2);;Analiza zªo»ono±i.Pami�¢: Rozwa»my ile pami�i jest zaj�tej przy najwi�kszym zagª�bieniu rekurenyjnym. Mamyoryginaln¡ list� (n) oraz jej dwie poªówki (n). Jedna z tyh poªówek mo»e by¢ posor-towana (n/2), a druga jeszze nie. Analogiznie, jedna z poªówek jest podzielona nadwie ¢wiartki (n/2), a jedna z ¢wiartek mo»e by¢ posortowana (n/4), itd. W efekieuzyskujemy zªo»ono±¢:
M(n) = 1.5n +M(n/2) ≤ 1.5

∑

k≥0

n

2k
= Θ(n)Czas: Ka»da faza wymaga liniowego zasu plus dwa razy wywoªuje fazy dla swoih poªówek.

T (1) = 1

T (n) = 2n+ T (⌈n
2
⌉) + T (

⌊n

2

⌋

)Czyli dla n = 2k mamy:
T (n) = 2n+ 2T (

n

2
) =

k∑

i=0

2n = 2(k + 1)n = Θ(n log n)Mo»na pokaza¢, »e T (n) jest monotonizna, a wi� T (n) = Θ(n log n) dla dowolnyh n.
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�wizenia1. Tomek ma zabawk�, z której wystaj¡ drewniane sªupki ró»nej wysoko±i. Jednym ude-rzeniem mªotka mo»e wbi¢ lub wysun¡¢ wybrany sªupek o 1.Napisz proedur� sªupki, która dla danej listy poz¡tkowyh wysoko±i sªupków oblizyminimaln¡ lizb� uderze« mªotka potrzebnyh do wyrównania wysoko±i sªupków.2. Dysponujemy pewn¡ pul¡ wolnyh bloków pami�i. W tyh blokah musimy umie±i¢pewien zestaw zmiennyh, przy zym:
• w jednym bloku mo»e znajdowa¢ si� o najwy»ej jedna zmienna,
• blok, w którym znajduje si� dana zmienna nie mo»e by¢ od niej mniejszy.Napisz proedur� da_si�: int list → int list → bool, która na podstawie listywielko±i wolnyh bloków oraz listy wielko±i zmiennyh ustali, zy da si� rozmie±i¢zmienne w blokah.3. Napisz funkj� elementy : α list → int list → α list, która dla list [x1;x2; . . . , xn]i [y1; y2; . . . ; ym] zwraa list� [xy1

;xy2
; . . . ;xym ]. Mo»esz zaªo»y¢, »e lizby aªkowite yiw drugiej li±ie s¡ z przedziaªu [1, n], gdzie n oznaza dªugo±¢ pierwszej listy.4. [II OI℄ Napisz proedur� trójk¡t : int list → bool, która dla danej listy [x1;x2; . . . ;xn]dodatnih lizb aªkowityh sprawdzi, zy lista zawiera trójk� elementów xi, xj i xk (dla

i 6= j, j 6= k, i 6= k) speªniaj¡yh nierówno±¢ trójk¡ta, tzn.:
2 · max(xi, xj , xk) ≤ xi + xj + xkPodaj zªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ swojego rozwi¡zania. (Uwaga: Je»eli lizby aª-kowite maj¡ ogranizony zakres, to mo»na to zadanie rozwi¡za¢ w staªym zasie.)5. Dana jest (niepusta) lista [x1;x2; . . . ;xn] oraz lizba d. Szukamy takih elementów xi i

xj , dla któryh warto±¢ |xi − xj| jest jak najbli»sza d (tzn. warto±¢ ||xi − xj| − d| jestminimalna).Napisz proedur� ró»nia : int list → int → int, która dla danej listy orazwarto±i d wyznaza ró»ni� elementów |xi − xj | najbli»sz¡ d.Podaj zªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ swojego rozwi¡zania.6. Dana jest lista lizb aªkowityh [x1; . . . ;xn]. Napisz proedur� pierwsze : int list →
int list, która zwrói tak¡ jej spójn¡ podlist�, »e:

• ka»de dwa elementy podlisty s¡ wzgl�dnie pierwsze,
• zawiera ona maksymaln¡ mo»liw¡ lizb� elementów.7. [XII OI, zadanie Sumy Fibonaiego℄ System Zekendorfa, to taki system, w którymlizba jest reprezentowana jako i¡g zer i jedynek, a kolejne yfry maj¡ takie znazenie,jak kolejne lizby Fibonaiego (1, 2, 3, 5, . . . ). Ponadto, w reprezentaji lizby nie mog¡pojawia¢ si� dwie jedynki obok siebie.Lizby reprezentujemy jako listy zer i jedynek. Zaimplementuj dodawanie w systemieZekendorfa. 105



Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 1 Do wyznazenia mediany nale»y u»y¢ sortowania.Ad. 9 Wymaga u»yia stosu.Ad. 10 Rozszerz rozwi¡zanie zadania 9.Ad. 11 Rozszerz rozwi¡zanie zadania 9.Ad. 7 Stosunkowo ªatwo mo»na rozwi¡za¢ to zadanie w zasie O(n2), a du»o trudniej w zasie
O(n).
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Wykªad 10. Zasada dziel i zwyi�»aj na przykªadzie sortowaniad.10.1 Quik-sortAlgorytm quik-sort opiera si� na nast�puj¡ym pomy±le: dzielimy elementy i¡gu wzgl�demwybranego elementu (pierwszego lub losowego) na mniejsze i wi�ksze, nast�pnie sortujemy jeniezale»nie i sklejamy.let re quik_sort l =let split l x = (filter (fun y -> y < x) l,filter (fun y -> y = x) l,filter (fun y -> y > x) l)inif length l < 2 then l elselet x = nth l (Random.int (length l))inlet (ll, le, lg) = split l xin(quik_sort ll) � le � (quik_sort lg);;Pesymistyzna zªo»ono±¢ tego algorytmu nie jest najlepsza, gdy» nie jest on odporny na wybórelementów w porz¡dku rosn¡ym. W takim przypadku:
M(0) = 1

M(n) = Θ(n) +M(n− 1) = Θ(n2)

T (0) = 1

T (n) = Θ(n) + T (n− 1) = Θ(n2)Zbadajmy jednak jak sprawa wygl¡da ±rednio.Tw. 3. Algorytm Quik-sort, dla losowej permutaji zbioru {1, . . . , n} ma ozekiwan¡ zªo»o-no±¢ zasow¡ Θ(n log n).Dowód. Mo»emy si� skupi¢ na lizbie wykonywanyh porówna«, gdy» jest ona taka sama jakzªo»ono±¢ zasowa algorytmu. Oznazmy przez Cn � zmienn¡ losow¡ oznazaj¡¡ lizb�porówna« przy sortowaniu n elementów.W trakie sortowania rozdzielamy list� na dwie listy. Poka»emy, »e ka»da z tyh podlistte» jest losow¡ permutaj¡.Lemat 3. Nieh wybrany element sortowanej listy jest równy s. Listy, na które jest rozdzielanadana lista s¡ losowymi permutajami zbiorów {1, . . . , s− 1}, {s} i {s + 1, . . . , n}.Dowód lematu. Dla ustalonego s, na wej±iu mo»emy mie¢ n! mo»liwyh list. Element s mo»eby¢ na n pozyjah, na ka»dej z równym prawdopodobie«stwem, zyli dla ustalonej pozyji iwarto±i elementu s pozostaje nam (n − 1)! mo»liwyh permutaji. Wystarzy wi� pokaza¢,»e ka»da para wynikowyh permutaji odpowiada dokªadnie:
(n− 1)!

(s− 1)! · 1 · (n− s)!
=

(
n− 1
s− 1

)107



ró»nyh permutaji na wej±iu. Zauwa»my, »e dla ustalonyh list wynikowyh, podziaª n −
1 elementów (poza s) w li±ie wej±iowej na te, które tra�ªy do pierwszej i ostatniej listyjednoznaznie wyznazaj¡ list� wej±iow¡. Takih rozdziaªów jest jednak dokªadnie

(
n− 1
s− 1

)

Oznazmy te» przez:
• cn,k,s � prawdopodobie«stwo wykonania k porówna« pod warunkiem, »e wybrany ele-ment jest równy s,
• cn,k � prawdopodobie«stwo wykonania dokªadnie k porówna«,
• Cn(z) =

∑

k≥0 cn,kz
k � funkj� tworz¡¡ lizby porówna«. Zauwa»my, »e C0(z) =

C1(z) = 1.Koszt fazy algorytmu wynosi 3 ·n, a wielko±¢ wywoªywanyh faz wynosi odpowiednio s−1i n− s, zyli:
∑

k≥0

cn,k,sz
k =

∑

k≥3n

zk ·
(

k−3n∑

i=0

cs−1,i · cn−s,k−3n−i

)

= z3n ·
∑

k≥0

zk ·
(

k∑

i=0

cs−1,i · cn−s,k−i

)

=

= z3n ·
∑

k≥0

k∑

i=0

(

zics−1,i · zk−icn−s,k−i

)

= z3n ·
∑

j≥0

∑

i≥0

(
zics−1,i · zjcn−s,j

)
=

= z3n ·




∑

i≥0

cs−1,iz
i



 ·




∑

j≥0

cn−s,jz
j



 = z3nCs−1(z)Cn−s(z)Poniewa» ró»ne s s¡ równoprawdopodobne, wi�:
cn,k =

n∑

s=1

1

n
cn,k,sCzyli

Cn(z) =
∑

k≥0

cn,kz
k =

∑

k≥0

n∑

s=1

cn,k,sz
k

n
=

n∑

s=1

∑

k≥0 cn,k,sz
k

n
=

n∑

s=1

z3nCs−1(z)Cn−s(z)

nSt¡d mamy zale»no±¢ rekurenyjn¡:
C0(z) = C1(z) = 1

Cn(z) =
1

n
z3n

n∑

s=1

Cs−1(z)Cn−s(z)
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Nas interesuje tylko C ′
n(1), któr¡ b�dziemy oznaza¢ w skróie przez C ′

n. Zauwa»my, »e
C ′

0 = C ′
1 = 0. Poniewa» Cn(1) = 1, mamy:

C ′
n =

1

n
(3n)13n−1

n∑

s=1

Cs−1(1)Cn−s(1) +
1

n
13n

n∑

s=1

(
C ′

s−1Cn−s(1) + Cs−1(1)C
′
n−s

)
=

=
1

n
(3n)n+

1

n

n∑

s=1

(
C ′

s−1 + C ′
n−s

)Otrzymujemy wi� to»samo±¢:
C ′

n = 3n+
1

n

n∑

s=1

(
C ′

s−1 + C ′
n−s

)
= 3n+

1

n

n∑

s=1

2C ′
s−1 = 3n+

2

n

n−1∑

s=0

C ′
sktóra intuiyjnie oddaje fakt, »e w ramah ka»dego wywoªania rekurenyjnego wykonujemy

3n porówna«, plus porównania w dwóh wywoªaniah rekurenyjnyh. Przy tym wszystkiemo»liwe podziaªy n− 1 elementów na dwa krótsze i¡gi do posortowania s¡ równoprawdopo-dobne.Poniewa» C ′
0 = 0, mamy st¡d:

nC ′
n = 3n2 + 2

n−1∑

s=1

C ′
sst¡d za±:

nC ′
n − (n− 1)C ′

n−1 = 3n2 − 3(n − 1)2 + 2
n−1∑

s=1

C ′
s − 2

n−2∑

s=1

C ′
s = 6n− 3 + 2C ′

n−1tak wi�:
nC ′

n = (n+ 1)C ′
n−1 + 6n− 3zyli:

C ′
n

n+ 1
=
C ′

n−1

n
+

6n− 3

n(n+ 1)
=
C ′

n−1

n
+

6

(n+ 1)
− 3

n(n+ 1)Poniewa» C ′
0 = C ′

1 = 0, wi�:
C ′

n

n+ 1
≤ 6

n+ 1
+

6

n
+ · · · + 6

3
= 6(Hn+1 −

3

2
)Czyli:

C ′
n ≤ 6(n + 1)(Hn+1 −

3

2
)Poniewa»:

Hn = lnn+ γ + Θ(n−1)gdzie γ jest staª¡ Eulera, wi�:
E(Cn) = C ′

n ≤ 6(n + 1)(ln(n+ 1) +O(1)) = 6n ln(n+ 1) +O(n) = Θ(n log n)109



10.2 Heap-sort10.2.1 Kolejka priorytetowaPosªu»my si� ponownie pobo»nymi »yzeniami. Zaªó»my, »e mamy dost�pn¡ struktur� danyhzwan¡ kolejk¡ priorytetow¡. W koleje takiej przehowujemy elementy ze zbioru z okre±lonymporz¡dkiem liniowym. Warto±i (abstrakyjne) tego typu mo»emy sobie przedstawi¢ jakozbiory (lub lepiej multi-zbiory) warto±i elementów. Dost�pne s¡ nast�puj¡e operaje i poj�iadotyz¡e takiej kolejki:
• type 'a pri_queue � typ kolejek,
• empty_queue : 'a pri_queue � pusta kolejka,
• empty : : 'a pri_queue -> bool � predykat sprawdzaj¡y zy kolejka jest pusta,
• put : 'a pri_queue -> 'a -> 'a pri_queue � wªó» element do kolejki,
• getmax : 'a pri_queue -> ('a * 'a pri_queue) � wyjmij z kolejki najwi�kszy ele-ment,
• exeption Empty_Queue� wyj¡tek podnoszony, gdy próbujemy wyj¡¢ element z pustejkolejki.10.2.2 SortowanieMaj¡ dost�pn¡ tak¡ kolejk� mo»emy zrealizowa¢ np. sortowanie:let heap_sort l =let wloz = fold_left put empty_queue land wyjmij (l, q) =let (m, r) = getmax qin (m::l, r)initeruj([℄, wloz)wyjmij(fun (_, q) -> empty q)(fun (l, _) -> l)10.2.3 Realizaja listowa � seletion sortMo»liwyh jest wiele realizaji kolejek priorytetowyh. Zaznijmy od nieefektywnej, ale prostejrealizaji listowej. Elementy kolejki pami�tamy na li±ie, w dowolnej kolejno±i. Funkjaabstrakji przyporz¡dkowuje li±ie multizbiór jej elementów.type 'a pri_queue = 'a listlet empty_queue = [℄let empty q = q = [℄let put q x = x::qlet getmax q = 110



math q with[℄ -> raise Empty_Queue |_ -> selet_max q(Proedura selet_max pohodzi z sortowania przez wybieranie.) Algorytm sortowania opartyna takiej realizaji kolejki, to sortowanie przez wybieranie.10.2.4 Realizaja listowa � insertion sortMo»emy te» zastosowa¢ inn¡ implementaj� listow¡ kolejki priorytetowej. Konkretne warto-±i kolejek, to dowolne listy o elementah uporz¡dkowanyh nierosn¡o. Funkja abstrakji,podobnie jak poprzednio, przyporz¡dkowuje koleje multizbiór jej elementów. Jednak tymrazem jest to funkja 1�1.type 'a pri_queue = 'a listlet empty_queue = [℄let empty q = q = [℄let put q x =(filter (fun y -> y > x) q) �(x :: (filter (fun y -> y <= x) q))let getmax q =math q with[℄ -> raise Empty_Queue |h::t -> (h, t)Algorytm sortowania oparty na takiej realizaji kolejki, to sortowanie przez wstawianie.10.2.5 StógKolejk� priorytetow¡ mo»na pami�ta¢ efektywniej, w postai tzw. stogu. Stóg jest to drzewobinarne, w którego w�zªah s¡ przehowywane lizby i w którym dla ka»dego w�zªa speªnionyjest nast�puj¡y warunek: warto±¢ przehowywana w w�¹le jest wi�ksza lub równa wszystkimwarto±iom przehowywanym w poddrzewie, którego ten w�zeª jest korzeniem. Stóg reprezen-tujemy w nast�puj¡y sposób:type 'a pri_queue =Leaf |Node of 'a * 'a pri_queue * 'a pri_queue * intOperaje na stogu implementujemy nast�puj¡o:let empty_queue = Leaflet empty q = q = Leaflet size q =math q withLeaf -> 0 |Node (_, _, _, n) -> n 111



let re put h x =(* Pomonizy selektor. *)let get_root (Node (r, _, _, _)) = r(* Pomonizy modyfikator. *)and set_root (Node (_, l, p, n)) r = Node (r, l, p, n)in(* Skleja warto±¢ r i dwa poddrzewa: l i p, w jedno drzewo. *)(* Warto±i w korzeniu i korzeniah l i p rotuje tak, aby *)(* byª spelniony warunek kopa. *)let rotate r l p =let n = size l + size p + 1inmath (l,p) with(Leaf, Leaf) -> Node (r, Leaf, Leaf, n) |(_, Leaf) ->if r >= get_root l then Node (r, l, Leaf, n)else Node (get_root l, set_root l r, Leaf, n)|(Leaf, _) ->if r >= get_root p then Node (r, Leaf, p, n)else Node (get_root p, Leaf, set_root p r, n) |_ ->let rl = get_root land rp = get_root pinlet (r1, rl1, rp1) =if r >= rl thenif r >= rp then (r, rl, rp) else (rp, rl, r)elseif rl >= rp then (rl, r, rp) else (rp, rl, r)inNode (r1, set_root l rl1, set_root p rp1, n)inmath h withLeaf -> Node (x, Leaf, Leaf, 1) |Node (r, l, p, n) ->if size l <= size p then rotate r (put l x) pelse rotate r l (put p x)let getmax h =let re del h =math h withLeaf -> h |Node (r, Leaf, Leaf, n) -> Leaf |Node (r, l, Leaf, n) -> l |Node (r, Leaf, p, n) -> p |Node (r, (Node (rl, _, _, _) as l),(Node (rp, _, _, _) as p), n) ->112



if rl >= rp thenNode (rl, del l, p, n - 1)elseNode (rp, l, del p, n - 1)inmath h withLeaf -> raise Empty_Queue|Node (x, _, _, _) ->(x, del h)Zaªó»my, »e dokonujemy n operaji put i n operaji getmax.Fakt 3. Wysoko±¢ drzewa stogu nie przekraza ⌊log2 n⌋.Dowód. Zauwa»my, »e gdyby byªy tylko operaje wstawiania (lub najpierw wstawialiby±myelementy, a potem je wyjmowali), to drzewo nie miaªoby przez to wi�kszej wysoko±i. Je±limamy same wstawienia, to zauwa»my, »e dla ka»dego w�zªa zahodzi nast�puj¡y warunek:lizba wierzhoªków w lewym poddrzewie i lizba wierzhoªków w prawym poddrzewie ró»ni¡si� o o najwy»ej 1. St¡d wynika, »e je»eli mamy same wstawienia, to mamy drzewo zrów-nowa»one. Poniewa» zrównowa»one drzewo binarne o n wierzhoªkah ma wysoko±¢ ⌊log2 n⌋uzyskujemy tez�.Zauwa»my, »e koszt (zasowy i pami�iowy) operaji wstawiania jest proporjonalny do
log2 k, gdzie k jest aktualn¡ lizb¡ elementów w drzewie, zyli wynosi Θ(log k) = O(log n).Natomiast koszt (zasowy i pami�iowy) usuwania jest o najwy»ej proporjonalny do wy-soko±i drzewa, zyli jest O(log n). St¡d koszt zasowy sortowania za pomo¡ stogu wynosi
Θ(n log n). Pami�iowy jest ozywi±ie Θ(n).10.3 Koszt zamortyzowanyPrzy okazji stogu zastanówmy si� nad takim problemem: je±li mamy i¡g wstawie« i usuni�¢elementów ze stogu, przy zym (zwykle) stóg zawiera istotnie mniej elementów ni» n, to zypotra�my lepiej oszaowa¢ koszt operaji wstawiania i usuwania? Jak zauwa»yli±my wze±niej,koszt wstawiania jest proporjonalny do logarytmu z lizby w�zªów w stogu, a koszt usuwaniajest o najwy»ej proporjonalny do wysoko±i stogu. Zauwa»my, »e wysoko±¢ stogu mo»e by¢istotnie wi�ksza ni» log2 z lizby aktualnie przehowywanyh w nim elementów.Okazuje si�, »e mo»emy �sumaryznie� przyj¡¢, »e:

• koszt operaji wstawiania jest O(log n), gdzie n jest aktualnym rozmiarem stogu,
• koszt operaji usuwania jest staªy.To drugie stwierdzenie jest troh� dziwne. Co to jednak znazy �sumaryznie�? To znazy,»e je»eli polizymy sum� kosztów wszystkih operaji w i¡gu, zgodnie z t¡ zasad¡, to wynikb�dzie poprawny.Wyobra¹my sobie, »e wykonywanie oblize« wymaga energii (proporjonalnej do zasu ihtrwania), a my staramy si� oszaowa¢ ilo±¢ zu»ytej energii. Jednak w trakie wkªadania ele-mentów do stogu zu»ywamy energi� nie tylko na oblizenia. Wstawiany element musi by¢umieszzony odpowiednio wysoko w stogu. Musimy go wi� podnie±¢ na odpowiedni¡ wyso-ko±¢, a tym samym nada¢ mu pewn¡ energi� potenjaln¡ proporjonaln¡ do jego wysoko±i.113



Tak si� skªada, »e wstawiaj¡ element wykonujemy dokªadnie tyle samo kroków, o wysoko±¢,na jakiej element jest umieszzany, a wi� zu»ywamy energi� rz�du O(log2 n). Przy tym,wszelkie niezrównowa»enia w ksztaªie stogu mog¡ ten koszt tylko zmniejszy¢.Z kolei, gdy wyjmujemy element ze stogu, to wykonujemy szereg rotaji. Ka»da rotajawykonuje si� w staªym zasie i powoduje obni»enie jednego elementu w stogu o jedn¡ jednostk�wysoko±i. Mo»emy wi� pokry¢ energi� potrzebn¡ do wykonania oblize« energi¡ potenjaln¡obni»anego elementu. Tak wi� usuwanie, ho¢ troh� mo»e potrwa¢, b�dzie wymagaªo (onajwy»ej) staªej ilo±i energii.Ozywi±ie nasz i¡g nie musi usuwa¢ ze stogu wszystkih elementów, wi� z�±¢ zu»ytejprzez nas energii mo»e pozosta¢ zmagazynowana w stogu. Energia pustego stogu jest równazero, a energia ka»dego innego stogu jest dodatnia. Tak wi� nie �po»yzamy� znik¡d energii, ao najwy»ej troh� jej pozostawiamy zmagazynowanej w stogu. A zatem, ª¡zny zas oblize«jest o najwy»ej taki, jak ilo±¢ zu»ytej energii.Bardziej formalnie, post�pujemy nast�puj¡o:
• okre±lamy funkj� potenjaªu zale»n¡ od warto±i naszej struktury danyh,
• je±li w kolejnym kroku przehodzimy do nowej warto±i struktury danyh, to dolizamydo kosztu kroku ró»ni� nowej i starej warto±i funkji potenjaªu,
• po zako«zeniu oblize« mo»emy od kosztu odj¡¢ ró»ni� mi�dzy warto±i¡ funkji po-tenjaªu dla ko«owej i poz¡tkowej warto±i struktury danyh.10.4 Kolejka FIFO � przykªad kosztu zamortyzowanegoKolejka FIFO to taka kolejka, z której wyjmujemy elementy w takiej kolejno±i, w jakiejbyªy wstawiane. Jak zaimplementowa¢ kolejk�, dla której operaje maj¡ koszt staªy? Mo»nauzyska¢ koszt staªy zamortyzowany.Elementy kolejki przehowujemy na dwóh listah. Do jednej dokªadamy elementy, az drugiej wyjmujemy. W momenie, gdy kolejka elementów do wyjmowania jest pusta, to�przelewamy� elementy z jednej kolejki do drugiej, odwraaj¡ ih kolejno±¢. Dodatkowopami�tamy rozmiar kolejki i pierwszy jej element.type 'a fifo = {front: 'a list; bak: 'a list; size: int};;let empty_queue = {front=[℄; bak=[℄; size=0};;let size q = q.size;;let is_empty_queue q = size q = 0;;let balane q =math q with{front=[℄; bak=[℄} -> q |{front=[℄; bak=b; size=s} -> {front=rev b; bak=[℄; size=s} |_ -> q;;let put {front=f; bak=b; size=n} x = 114



balane {front=f; bak=x::b; size=n+1};;let first q =math q with{front=[℄} -> failwith "Pusta kolejka" |{front=x::_} -> x;;let remove q =math q with{front=_::f} -> balane {front=f; bak=q.bak; size=q.size-1} |_ -> empty_queue;;Zanalizujmy koszt zamortyzowany operaji. Funkja potenjaªu to length q.bak. Proe-dury is_empty_queue, size i first maj¡ koszt staªy i nie zmieniaj¡ funkji potenjaªu. Dlapustej kolejki funkja potenjaªu jest równa 0. Proedura put ma koszt staªy i powodujezwi�kszenie funkji potenjaªu o 1, o daje staªy koszt zamortyzowany. Proedura removemo»e mie¢ koszt liniowy, ze wzgl�du na proedur� balane. Jednak ta ostatnia wykonuje tylekroków, o ile zmniejsza funkj� potenjaªu. Tak wi� koszt zamortyzowany proedury removejest staªy.
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�wizenia1. Sformuªuj warunek okre±laj¡y, zy element ma by¢ wstawiony do lewego, zy prawegopoddrzewa, aby kolejne elementy byªy wstawiane na kolejnyh poziomah od lewej doprawej.2. Napisz funkj�, która przeksztaªi zadane drzewo w stóg, zahowuj¡ jego ksztaªt (wrozwi¡zaniu mo»na wykorzysta¢ zmody�kowan¡ proedur� rotate z wykªadu). Jakajest zªo»ono±¢ tej proedury? W jaki sposób zale»y ona od ksztaªtu drzewa?3. Napisz funkj�, która �wywa»y� zadany stóg, to znazy tak poprzestawia w nim elementy,aby miaª minimaln¡ wysoko±¢. Jaka jest jej zªo»ono±¢?4. Rozszerzy¢ implementaj� kolejek FIFO o wkªadanie i wyjmowanie elementów z obydwustron (w koszie zamortyzowanym staªym).5. Zaimplementuj k-max-kolejk�, zyli kolejk�, do której mo»na wkªada¢ elementy i dowia-dywa¢ si� jakie jest maksimum z k ostatnio wªo»onyh elementów. Dokªadniej, powinnyby¢ dost�pne nast�puj¡e operaje na k-max-kolejkah:
• init : int → α max_queue� tworzy now¡ pust¡ kolejk� z okre±lonym parametrem
k,

• put : α max_queue → α→ α max_queue � wkªada element do kolejki,
• get_max : α max_queue → α � zwraa maksimum z k ostatnih elementówwªo»onyh do kolejki.Wszystkie operaje na koleje powinny dziaªa¢ w staªym zasie zamortyzowanym.6. Napisz proedur� przedziaª : int list -> int -> int, która dla danej listy [x1; . . . ;xn]oraz dla lizby aªkowitej r ≥ 0 oblizy tak¡ lizb� aªkowit¡ c, »e |{i : |xi − c| ≤ r}| jestmaksymalne.Przykªad: przedziaª [2; -2; 5; -1; 11; 8; 4; 5; 8; 7℄ 2 = 6.7. Dana jest lista [x1; . . . ;xn] i staªa 0 ≤ k < n. Obliz list� [y1; . . . ; yn], gdzie yi =

max(xmax(i−k,1), . . . , xi).8. Mamy dan¡ list� lizb aªkowityh l = [a1, . . . , an]. Lizb� ai nazywamy k-maksimum, je-»eli jest ona wi�ksza od amax(i−k,1), . . . , ai−1, ai+1, amin(i+k,n). Napisz funkj� kmax: int
→ int list → int list, dla której wynikiem kmax k l jest podlista listy l zªo»onaz samyh k-maksimów.9. Zadanie o katastrofah lotnizyh: Dana jest lista lizb aªkowityh [x1; . . . ;xn]. Dlaka»dego i trzeba polizy¢ najwi�ksze takie ki, »e xi = max(xi−ki+1, . . . xi). Przyjmujemy,»e x0 = ∞.10. Dana jest lista [x1; . . . ;xn]. Dla 1 ≤ i < j ≤ n powiemy, »e elementy xi i xj widz¡ si�nawzajem, je»eli min(xi, xj) ≥ max(xi+1, . . . , xj−1).Napisz proedur� widozne, która oblizy ile elementów i¡gu jest widoznyh z kolej-nyh jego elementów. Np. widozne [1; 8; 5; 6; 4℄ = [1; 3; 2; 3; 1℄.116



11. Dana jest lista lizb aªkowityh [x1; . . . ;xn]. Dla ka»dego i trzeba polizy¢ najwi�kszetakie otozenie xi, zyli podi¡g xi−ki
, . . . xi+ki

, »e xi = max(xi−ki
, . . . xi+ki

).12. [SICP, �w 2.29℄ Mobil, to ruhoma konstrukja o budowie rekurenyjnej. Mobil maruhome ramiona, jak w wadze szalkowej, okre±lonej dªugo±i. Na ko«u ka»dego zramion zawieszony jest i�»arek o okre±lonej masie, lub mniejszy mobil.
• Zaimplementuj struktur� danyh reprezentuj¡¡ mobile.
• Napisz proedur� oblizaj¡¡ wag� mobila.
• Napisz proedur� sprawdzaj¡¡, zy mobil jest wywa»ony.* [BOI 1999 � uproszzone℄ Napisz proedur�, która zrównowa»y dany mobil tak,aby jego odwa»niki miaªy dodatnie wagi aªkowite, a jego aªkowita masa byªaminimalna.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 5 Rozwi¡zuj¡ to zadanie nale»y skorzysta¢ z rozwi¡zania zadania 4 i zadania 9 z po-przedniego wykªadu.Ad. 7 Nale»y skorzysta¢ z rozwi¡zania zadania 5.Ad. 8 Nale»y skorzysta¢ z rozwi¡zania zadania 7 lub bezpo±rednio z 5.
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Wykªad 11. Moduªy11.1 WprowadzenieKa»dy du»y system powinien by¢ podzielony na mniejsze, ªatwiejsze do ogarni�ia skªadowe.Jednoze±nie, interakje mi�dzy tymi skªadowymi powinny by¢ ogranizone do niezb�dnegominimum. Stosuj¡ tak¡ strukturalizaj� jeste±my w stanie ogarn¡¢, je±li nie aªy system, tojedn¡ skªadow¡ na raz, wraz ze wszystkimi elementami maj¡ymi wpªyw na ni¡. W przypadkuprogramów, takie skªadowe to moduªy.Moduª mo»na okre±li¢ jako fragment systemu polegaj¡y na wykonaniu wyodr�bnionegozadania programistyznego. Ka»dy moduª ma ±i±le okre±lony interfejs � zestaw obiektówprogramistyznyh, które realizuje. Jedne moduªy mog¡ korzysta¢ z obiektów zaimplemento-wanyh przez inne. Zwykle sformuªowaniu zadania programistyznego towarzyszy (mniej lubbardziej formalna) spey�kaja wªasno±i, które powinny posiada¢ obiekty programistyzneimplementowane przez moduª.Moduª ma harakter zarnej skrzynki (ang. blak-box approah). Na zewn¡trz moduªuwidozne s¡ wyª¡znie te obiekty programistyzne, które tworz¡ interfejs. Natomiast sposóbih implementaji, jak i ew. obiekty pomonize s¡ ukryte wewn¡trz moduªu. Spey�kajamoduªu nie powinna odwoªywa¢ si� do sposobu implementaji moduªu, a jedynie do takihwªa±iwo±i moduªu, które mo»e zaobserwowa¢ u»ytkownik moduªu. Co wi�ej, u»ytkownik nietylko nie ma mo»liwo±i, ale i nie powinien (w swym programie) wnika¢ w sposób implementajimoduªu (ang. information hiding).Takie zasady konstrukji moduªów pozwalaj¡ (po podzieleniu systemu na moduªy) naniezale»ne ih opraowywanie. Podobnie, moduªy mo»na te» niezale»nie kompilowa¢. Napoziomie j�zyka programowania, wszystkie informaje koniezne do skompilowania moduªu s¡zawarte w interfejsah wykorzystywanyh przez niego moduªów.W Oamlu mo»emy osobno de�niowa¢ interfejsy i implementaje moduªów. Interfejsy mo-duªów nazywamy sygnaturami natomiast ih implementaje strukturami. Dodatkowo istniejepoj�ie moduªów sparametryzowanyh � funktorów. S¡ to moduªy, które maj¡ okre±lonyinterfejs, a tak»e korzystaj¡ z moduªów o okre±lonyh interfejsah, ale nie spreyzowanej im-plementaji. Dopiero po podaniu implementaji uzyskujemy wynikowy moduª. Funktorymo»na traktowa¢ jak konstrukje przeksztaªaj¡e moduªy w moduªy.11.2 Proste strukturyDe�niuj¡ struktur� zbieramy razem de�nije poj�¢, które ta struktura ma udost�pnia¢, ota-zamy je sªowami strut . . . end i nadajemy moduªowi nazw�.
〈definija〉 ::= module 〈Identyfikator〉 = 〈struktura〉
〈struktura〉 ::= strut { 〈definija〉 }∗ endTak zde�niowana struktura udost�pnia wszystkie poj�ia zde�niowane wewn¡trz � manajwi�kszy z mo»liwyh interfejsów. Do poj�¢ zde�niowanyh wewn¡trz struktury mo»emydosta¢ si� stosuj¡ nazwy kwali�kowane postai:
〈identyfikator〉 ::= 〈Identyfikator〉 . 〈identyfikator〉119



Mo»emy te» �otworzy¢� struktur�, tzn. wyªuska¢ z niej wszystkie udost�pniane przez ni¡poj�ia tak, aby byªy dost�pne bez kwali�kowania nazw¡ moduªu.
〈jednostka kompilaji〉 ::= open 〈Identyfikator〉Przykªad: Proste przykªady moduªów:module Modulik =struttype typik = int listlet lista = [2; 3; 7℄let prod l = fold_left ( * ) 1 lend;;Modulik.prod Modulik.lista;;open Modulik;;prod lista;;module Pusty =strutend;;Przykªad: Moduªy mog¡ zwiera¢ wewn¡trz moduªy:module M =strutmodule A =strutlet a = 27endmodule B =strutlet b = 15endend;;M.A.a + M.B.b;;
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11.3 SygnaturySygnatura, to interfejs moduªu � okre±la, które elementy struktury maj¡ by¢ dost�pne nazewn¡trz. Wszystko zego nie wida¢ w sygnaturze jest ukryte. Sygnatura mo»e zawiera¢deklaraje:
• warto±i, z podaniem typu warto±i,
• typu wraz z jego de�nij¡,
• typu abstrakyjnego (bez podania de�niji),
• sygnatury lokalnej
• wyj¡tków.

〈definija〉 ::= module type 〈Identyfikator〉 = 〈sygnatura〉
〈sygnatura〉 ::= sig { 〈deklaraja〉 }∗ end
〈deklaraja〉 ::= type { 〈parametr typowy〉 }∗ 〈identyfikator〉 [ = 〈typ〉 ] |val 〈identyfikator〉 : 〈typ〉 |module type 〈Identyfikator〉 = 〈sygnatura〉 |exeption 〈wariant〉Przykªad: Taka sobie sygnatura:module type S =sigtype abstrakyjnytype konkretny = int * floatval x : abstrakyjny * konkretnymodule type Pusty = sig endexeption Wyjatek of abstrakyjnyend;;Przykªad: Sygnatura kolejek FIFO:module type FIFO =sigexeption EmptyQueuetype 'a queueval empty : 'a queueval insert : 'a queue -> 'a -> 'a queueval front : 'a queue -> 'aval remove : 'a queue -> 'a queueend;;Sygnatury mo»na rozszerza¢. De�niuj¡ jedn¡ sygnatur� mo»na �wi¡gn¡¢� do niej zawar-to±¢ innej sygnatury. 121



Przykªad: Sygnatura kolejek dwustronnyh:module type QUEUE =siginlude FIFOval bak : 'a queue -> 'aval insert_front : 'a queue -> 'a -> 'a queueval remove_bak : 'a queue -> 'a queueend;;Sygnatury mo»na ukonkretnia¢. Na przykªad, je»eli sygnatura zawiera typ abstrakyjny,to mo»na go ukonkretni¢. Mo»na poda¢ jaka ma by¢ jego implementaja.Przykªad:module type LIST = FIFO with type 'a queue = 'a list;;11.4 �¡zenie struktur i sygnaturPodaj¡ jawnie sygnatur� dla struktury ogranizamy wgl¡d do ±rodka sygnatury. Mo»na tozrobi¢ na kilka sposobów: tre±¢ sygnatury i struktury mo»na poda¢ expliite, lub odwoªa¢ si�do zde�niowanej sygnatury/struktury.
〈definija〉 ::= module 〈Identyfikator〉 [ : 〈sygnatura〉 ] = 〈struktura〉
〈struktura〉 ::= 〈struktura〉 : 〈sygnatura〉
〈struktura〉 ::= 〈Identyfikator〉
〈sygnatura〉 ::= 〈Identyfikator〉Przykªad: Ró»ne sposoby de�niowania moduªu FIFO:module Fifo_implementation =strutexeption EmptyQueuetype 'a queue = 'a listlet empty = [℄let insert q x = q � [x℄let front q =math q with[℄ -> raise EmptyQueue |h::_ -> hlet remove q =math q with[℄ -> raise EmptyQueue |_::t -> tend;; 122



module Fifo : FIFO = Fifo_implementation;;module Fifo = (Fifo_implementation : FIFO);;module Fifo : sig ... end = strut ... end;;Podobnie jak mo»na rozszerza¢ sygnatury, mo»na te» rozszerza¢ moduªy:Przykªad: Lizby wymierne z dwiema barierami abstrakji. Zwró¢my uwag�, »e operajearytmetyzne s¡ zaimplementowane bez znajomo±i implementaji struktury danyh uªamków.module type ULAMKI =sigtype tval ulamek : int -> int -> tval liznik : t -> intval mianownik : t -> intend;;module type RAT =siginlude ULAMKIval plus : t -> t -> tval minus : t -> t -> tval razy : t -> t -> tval podziel : t -> t -> tval rowne : t -> t -> boolend;;module Ulamki : ULAMKI =struttype t = int * intlet ulamek l m = (l, m)let liznik (l, _) = llet mianownik (_, m) = mend;;module Rat : RAT =strutinlude Ulamkilet plus x y =ulamek(liznik x * mianownik y + liznik y * mianownik x)(mianownik x * mianownik y)let minus x y =ulamek 123



(liznik x * mianownik y - liznik y * mianownik x)(mianownik x * mianownik y)let razy x y =ulamek(liznik x * liznik y)(mianownik x * mianownik y)let podziel x y =ulamek(liznik x * mianownik y)(mianownik x * liznik y)let rowne x y =(liznik x * mianownik y) = (liznik y * mianownik x)end;;11.5 Jak wyodr�bnia¢ moduªy?Jakimi zasadami kierowa¢ si� dziel¡ program na moduªy? Ka»dy program mo»na podzieli¢ namoduªy: pierwsze 100 linii, drugie 100 linii, itd. Ozywi±ie nie ka»dy podziaª jest wªa±iwy.Podziaª programu na moduªy powinien by¢ taki, aby:
• powi¡zania mi�dzy moduªami byªy jak najmniejsze; jak najmniej szzegóªów budowyjednego moduªu miaªo wpªyw na budow� innego moduªu,
• jeden moduª powinien konentrowa¢ si� na jednej deyzji projektowej, jednym �sekreie�;nie nale»y ª¡zy¢ nie zwi¡zanyh ze sob¡ sekretów w jednym module.Powy»sze zasady s¡ znane pod nazw¡ separation of onerns.Rozwa»aj¡ kilka mo»liwyh podziaªów na moduªy mo»emy porówna¢ je stosuj¡ nast�pu-j¡y eksperyment my±lowy. Przygotowujemy list� potenjalnyh zmian w programie. Lista tanie mo»e by¢ wydumana, ani nie mo»e to by¢ lista zmian, które ªatwo wprowadzi¢ do programu,ale lista realnyh zmian, które mog¡ wynika¢ z potrzeb u»ytkownika programu. Dla ka»dejz tyh zmian i ka»dego z podziaªów na moduªy badamy ile moduªów nale»y zmody�kowa¢ welu wprowadzenia danej zmiany. Im wi�ej moduªów, tym gorzej.Przykªad: [D.L.Parnas, On the Criteria To Be Used in Deomposing Systems into Modules,CACM 12 (15), 1972℄ Przykªad problemu: tekst, rotaje yklizne wierszy. Mo»liwe podziaªymog¡ organizowa¢ si� albo wokóª faz dziaªania programu, albo wokóª danyh. Ten drugi sposóbjest lepszy.
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�wizeniaZde�niuj sygnatury/struktury odpowiadaj¡e podanym poni»ej poj�iom. Staraj si� wyko-rzysta¢ zde�niowane wze±niej poj�ia.1. Sygnatur� póªgrupy (typ elementów i operaja ª¡zna).2. Sygnatur� monoidu (póªgrupa z elementem neutralnym). Monoid:
• lizb aªkowityh z dodawaniem,
• funkji (na lizbah aªkowityh) z operaj¡ skªadania,
• list z operaj¡ sklejania,
• maierzy 2 × 2 z operaj¡ mno»enia.3. Sygnatura grupy (monoid z elementami odwrotnymi).4. Sygnatura pier±ienia (dodawanie, mno»enie, jedynka, zero, elementy przeiwne).5. Pier±ie« lizb aªkowityh.6. Sygnatura iaªa (pier±ie« z elementami odwrotnymi).7. Ciaªo lizb rzezywistyh.8. Sygnatura relaji binarnej na elementah tego samego zbioru (np. relaja równowa»no±i,porz¡dek). Przykªadowe relaje.9. Sygnatura porz¡dku z operajami kresu górnego i dolnego. Porz¡dek liniowy na lizbahaªkowityh z operajami max i min.
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Wykªad 12. FunktoryFunktory to moduªy sparametryzowane. Cz�sto jeden moduª importuje inne moduªy. Skororozdzielili±my poj�ia interfejsu (sygnatury) i implementaji (struktury), to mo»emy zapisy-wa¢ moduªy korzystaj¡e z innyh moduªów w bardziej abstrakyjny sposób. Je»eli spojrzymyna sygnatur� jak na spey�kaj� wykorzystywanego moduªu, to zgodnie z zasad¡ ukrywaniainformaji information hiding, istotne powinny by¢ jedynie spey�kaje wykorzystywanyhmoduªów, a nie ih implementaje. Podstawienie dowolnej implementaji speªniaj¡ej zadan¡spey�kaj�/sygnatur� powinno da¢ po»¡dane rezultaty. Moduª taki mo»emy zapisa¢ w po-stai sparametryzowanej � podajemy sygnatury parametrów, po podstawieniu w ih miejseodpowiednih implementaji otrzymujemy wynikowy moduª.Na funktory mo»emy te» patrze¢ jak na funkje na strukturah � przetwarzaj¡ one moduªyparametry w moduªy wynikowe.[[Skªadnia funktorów w BNFie.℄℄Przykªad: Kolejka priorytetowa. Na elementah kolejki musi by¢ okre±lony porz¡dek li-niowy.type porownanie = Mniejsze | Rowne | Wieksze;;module type PORZADEK_LINIOWY =sigtype tval porownaj : t -> t -> porownanieend;;Kolejka priorytetowa powinna mie¢ sygnatur� postai:module type PRI_QUEUE_FUNC = funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->sigexeption EmptyQueuetype elem = Elem.ttype queueval empty : queueval put : elem -> queue -> queueval min : queue -> elemval removemin : queue -> queueend;;Zwró¢my uwag� na to, »e typ queue jest abstrakyjny, a elem nie. Ukrywamy w ten sposóbstruktur� kolejki. Natomiast okolwiek b�dzie wiadome o typie Elem.t b�dzie nadal wiadome otypie elem. Jest to koniezne z tego powodu, »e inazej nie byliby±my w stanie wªo»y¢ »adnegoelementu do kolejki. Implementaj� kolejki priorytetowej mo»emy zrealizowa¢ w nast�puj¡ysposób:module PriQueue : PRI_QUEUE_FUNC =funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->struttype elem = Elem.t 126



exeption EmptyQueuetype queue = elem listlet empty = [℄let re put x q =math q with[℄ -> [x℄ |h::t -> if Elem.porownaj x h = Mniejsze thenx :: qelseh::(put x t)let min q =math q with[℄ -> raise EmptyQueue |h::_ -> hlet removemin (q:queue) =math q with[℄ -> raise EmptyQueue |_::t -> tend;;Kolejka priorytetowa lizb aªkowityh mo»e by¢ zrealizowana w taki sposób:module IntOrder =struttype t = intlet porownaj (x:int) (y:int) =if x < y then Mniejsze elseif x > y then Wieksze else Rowneend;;module IntQueue = PriQueue (IntOrder);;W module IntOrder struktura typu t jest jawna. Dzi�ki temu b�dzie wiadomo, »e elementykolejki s¡ typu int.Innym podstawowym poj�iem zwi¡zanym z porz¡dkami liniowymi jest sortowanie.module type SORTING = funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->sigtype elem = Elem.tval sortuj : elem list -> elem listend;;Jeden z algorytmów sortowania, to heap-sort.module HeapSort (PrQ : PRI_QUEUE_FUNC): SORTING =funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->struttype elem = Elem.tmodule PQ = PrQ (Elem) 127



open PQlet wkladaj l =fold_left (fun h x -> put x h) empty llet re wyjmuj q a =if q = empty thenrev aelsewyjmuj (removemin q) (min q :: a)let sortuj l = wyjmuj (wkladaj l) [℄end;;module Sortowanie = HeapSort (PriQueue);;module S = Sortowanie (IntOrder);;S.sortuj [1;7;3;6;5;2;4;8℄;;Jak wida¢ z powy»szego przykªadu, je»eli b�dziemy zapisywa¢ moduªy w postai funkto-rów, to b�dziemy z nih tworzy¢ ªatwo wymienne elementy.12.1 Funktory wy»szyh rz�dówTak jak istniej¡ proedury wy»szyh rz�dów, istniej¡ równie» funktory wy»szyh rz�dów. S¡to funktory, któryh parametrami i/lub wynikiem s¡ funktory. Oto przykªad, stanowi¡ykontynuaj� poprzedniego przykªadu:Przykªad: Opieraj¡ si� na sortowaniu mo»emy wprowadzi¢ oblizanie mediany. Potrzebu-jemy do tego porz¡dku liniowego i jakiego± algorytmu sortowania.module type MEDIANA =funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->sigtype elem = Elem.texeption PustaListaval mediana : elem list -> elemend;;module Mediana : funtor (Sort : SORTING) -> MEDIANA =funtor (Sort : SORTING) ->funtor (Elem : PORZADEK_LINIOWY) ->struttype elem = Elem.texeption PustaListamodule S = Sort (Elem)let mediana l =let s = S.sortuj land n = List.length l 128



inif n = 0 thenraise PustaListaelseList.nth s (n / 2)end;;module M = Mediana (HeapSort (PriQueue)) (IntOrder);;M.mediana [4;3;5;6;2;1;7℄;;Przykªad: Pomysª: Przestrzenie metryzne i grona przestrzeni. Funktory sklejaj¡e prze-strzenie w grona oraz funktory okre±laj¡e sposoby ª¡zenia gron w zªo»one przestrzenie me-tryzne. Uzupeªni¢.
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�wizenia
• Monoid skªadania funkji � funktor, który dla okre±lonego typu t konstruuje monoid zfunkj¡ identyzno±iow¡ i operaj¡ skªadania funkji (na t).
• Zde�niuj funktor, który dla danego monoidu de�niuje operaj� pot�gowania.
• Przypomnij sobie sygnatur� relaji binarnej z poprzednih ¢wize«. Napisz funktor,który przeksztaªa dan¡ relaj� w jej domkni�ie zwrotno-symetryzne.
• Podaj sygnatur� implementaji struktury danyh lizb zespolonyh (wyª¡znie konstruk-tory i selektory biegunowe i prostok¡tne). Sygnatura powinna pasowa¢ do dowolnej im-plementaji: biegunowej, prostok¡tnej lub mieszanej. Naszkiuj implementaj� resztypakietu lizb zespolonyh, jako funktor, którego parametrem jest implementaja struk-tury danyh, a wynikiem w peªni funkjonalny pakiet.
• Przypomnijmy sobie pakiet lizb wymiernyh z poprzedniego wykªadu. Mo»na go za-pisa¢ w postai funktora, sparametryzowanego (wybranym typem) lizb aªkowityh.Podaj sygnatur� lizb aªkowityh zawieraj¡¡ wszystkie operaje potrzebne do zaim-plementowania pakietu lizb wymiernyh ze skraaniem uªamków. (Potrzebne s¡: ope-raje arytmetyzne, równo±¢, modulo i ew. porównywanie.) Naszkiuj budow� funktoraimplementuj¡ego taki pakiet lizb wymiernyh.
• Wyobra¹my sobie pakiet implementuj¡y wielomiany, wraz z rozmaitymi operajami nawielomianah: suma, ró»nia, ilozyn, iloraz, reszta z dzielenia, porównanie, pohodna,itp. Pakiet taki mo»e by¢ sparametryzowany typem lizb (iaªem), nad którym roz-patrujemy wielomiany. Podaj odpowiednie sygnatury i naszkiuj sposób implementajipakietu wielomianów jako funktora. Czy implementaja jest na tyle ogólna, aby pakietdziaªaª nie tylko dla lizb zmiennopozyyjnyh, ale równie» dla zespolonyh i wymier-nyh?
• Korzystaj¡ z wyników poprzednih ¢wize« podaj, jak mo»na skonstruowa¢ pakiet funk-ji wymiernyh? (Jest to pakiet lizb wymiernyh, któryh wspóªzynniki s¡ wielomia-nami.)
• Korzystaj¡ z wyników poprzednih ¢wize« podaj, jak mo»na skonstruowa¢ pakiet wie-lomianów dwóh zmiennyh? (S¡ to wielomiany jednej zmiennej, któryh wspóªzynnikis¡ wielomianami drugiej zmiennej.)
• Porównaj funktory z mehanizmem dziedzizenia w programowaniu obiektowym. W jakisposób mo»na zasymulowa¢ hierarhi� klas za pomo¡ funktorów? Co z rzutowaniemtypów? Co z metodami wirtualnymi? (Nie wiem zy to dobre zadanie. Mo»e tak, amo»e jest ju» zbyt pó¹no, ale jaki± zwi¡zek widz�.)
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Wykªad 13. Programowanie imperatywneParadygmat programowania imperatywnego opiera si� na nast�puj¡ej analogii: Zwykle sys-tem oblizeniowy modeluje pewien fragment istniej¡ego ±wiata rzezywistego. W ±wieierzezywistym mamy do zynienia z obiektami, które w miar� upªywu zasu zmieniaj¡ swojestany. W systemie oblizeniowym mo»emy je modelowa¢ za pomo¡ obiektów oblizeniowyh,które te» mog¡ zmienia¢ stany.13.1 ReferenjeProgramy imperatywne mo»na pisa¢ wykorzystuj¡ referenje:
• referenje, let r = ref x;;,
• wyªuskanie warto±i, !r,
• dynamizna zmiana warto±i, r := 5Kªopoty z polimor�zmem. Referenja wskazuje na warto±¢ przynajmniej tak ogóln¡ jak typreferenji. Wyªuskuj¡ wskazywan¡ warto±¢ polimor�zn¡ mo»emy j¡ ukonkretni¢. Przypi-suj¡ warto±¢ mo»emy poda¢ warto±¢ bardziej ogóln¡. Przypisuj¡ warto±¢ konkretniejsz¡powodujemy ukonkretnienie typu referenji!let f x y = x;;val f : 'a -> 'b -> 'a = <fun>let g x y = x + 1;;val g : int -> 'a -> int = <fun>let h x y = x + y;;val h : int -> int -> int = <fun>let i x y = if y then x else 2 * x;;val i : int -> bool -> int = <fun>let r = ref g;;r := f;;r := h;; �- zmienia si� typ r!r := i;; �- bª¡d13.2 Konstrukje imperatywneW momenie, gdy mamy operaje imperatywne, istotne staj¡ si� ih efekty ubozne (a nieko-nieznie warto±¢) oraz kolejno±¢ wykonania. Przydatne staj¡ si� nast�puj¡e konstrukje:
• ±rednik ;,
• nawiasy begin ...end,
• tablie (poni»ej),
• p�tla for: for v = wyr to wyr do ... done,
• p�tla while: while wyr do ... done,
• wyra»enie warunkowe postai: if w then x,131



• wypisywanie: print_...,
• wzytywanie: read_....13.3 Tablie
• make n x = nowa tablia rozmiaru n wypeªniona warto±iami x,
• init n f = nowa tablia rozmiaru n wypeªniona kolejno warto±iami f i,
• [| ... |℄ � konstruktor tabli,
• length a = dªugo±¢ tabliy,
• a.(n) = get a n = n-ty element tabliy a, elementy s¡ numerowane od 0 do length a- 1,
• a.(n) <- x = set a n x = unit powoduje ustawienie warto±i a.(n) na x.13.4 Obiekty i stanyW jaki sposób mo»emy tworzy¢ obiekty oblizeniowe zdolne do zmiany stanu? Obiektamitakimi s¡ referenje. Mo»na jednak tworzy¢ obiekty lokalne, dost�pne tylko wybranym proe-durom. Obiekt mo»e by¢ proedur¡, wraz z warto±iami lokalnymi widoznymi tylko dla niej.Mo»e ona zmienia¢ te warto±i za pomo¡ przypisania (:=).let generator s =let r = ref sinfuntion x -> beginr := !r + x;!rend;;Zauwa»my, »e ka»de wywoªanie proedury generator wi¡»e si� z powstaniem osobnej ramkizawieraj¡ej argument s. Wynikiem ka»dego takiego wywoªania jest proedura, która mo»ezmienia¢ warto±¢ zapami�tan¡ jako s.let o = generator 0;;o 22;;- : int = 22o 20;;- : int = 4213.5 Przykªad: konto bankoweStan obiektu jest wyznazony przez zawarte w nim zmienne stanowe. Dobrym zwyzajem jestwprowadzenie bariery abstrakji oddzielaj¡ej zmienne stanowe obiektu od �±wiata zewn�trz-nego�. Obiekt powinien natomiast udost�pnia¢ metody umo»liwiaj¡e zmian� jego stanu.Ustalamy wi� interfejs obiektu zªo»ony z metod zmiany stanu obiektu. Ukrywamy natomiastimplementaj� stanu obiektu za pomo¡ jego zmiennyh stanowyh.132



Mo»emy tutaj zastosowa¢ tehnik� przesyªania komunikatów � to obiekt sam zmieniaswój stan na skutek otrzymania komunikatu opisuj¡ego zdarzenie powoduj¡e zmian�.Poniewa» zwykle operujemy na wielu obiektah, powinni±my zastosowa¢ tehnik� herme-tyzaji. Ka»dy obiekt powinni±my zamkn¡¢ w osobnym �pudeªku�. Jedynie metody udost�p-niane przez obiekt mog¡ mie¢ dost�p do wn�trza obiektu. Dodatkowo mamy konstruktor �proedur� tworz¡¡ nowe obiekty.let konto poz =let saldo = ref pozinlet wplata kwota =if kwota > 0 then beginsaldo := !saldo + kwota;!saldoend else failwith "Ujemna lub zerowa kwota"and wyplata kwota =if kwota > 0 thenif kwota <= !saldo then beginsaldo := !saldo - kwota;!saldoend else failwith "Brak ±rodków na konie"else failwith "Ujemna lub zerowa kwota"in(wplata, wyplata);;let (wpla, wypla) = konto 0;;wpla 50;;wypla 8;;Co by si� staªo gdyby de�nija konto nie miaªa argumentu poz, lez zazynaªa si� tak:let konto =let saldo = ref 0in ...13.6 Cena programowania imperatywnegoKonstrukje imperatywne maj¡ swoj¡ en�. To programowanie imperatywne wymusza np.wprowadzenie ±rodowiskowego modelu oblize« w takiej postai, w jakiej zostaª wze±niejprzedstawiony. Ale na tym nie konie.Konstrukje imperatywne powoduj¡ kªopoty z poj�iem to»samo±i. Kiedy x i y to tosamo? Czy wtedy, kiedy warto±¢ x i y jest taka sama? Ale przeie» warto±i obiektów mog¡si� zmienia¢. To mo»e wtedy, gdy ka»da zmiana warto±i x powoduje analogizn¡ zmian� y?To nie s¡ ªatwe pytania.Musimy wypraowa¢ jaki± j�zyk do opisu to»samo±i obiektów oblizeniowyh. B�dziemymówi¢, »e:
• (w danej hwili) x i y s¡ równe, je»eli ih warto±i s¡ równe, sprawdza to predykat =,133



• obiekty x i y s¡ to»same, je»eli s¡ sobie równe i zmiana warto±i jednego powodujeanalogizn¡ zmian� drugiego; to»samo±¢ sprowadza si� do tego, »e oba obiekty znajduj¡si� w tym samym miejsu w pami�i, sprawdza to predykat ==,
• obiekty x i y s¡ niezale»ne, je»eli zmiana stanu jednego z nih nie powoduje »adnejzmiany stanu drugiego z nih.Cena imperatywno±i obejmuje te» wery�kaj� programów imperatywnyh i ih piel�gnaj�.Analiza programów imperatywnyh jest bardzo trudna, ze wzgl�du na koniezno±¢ ±ledzeniazale»no±i wynikaj¡yh z kolejno±i wykonywania instrukji � �zy ta instrukja powinnaby¢ najpierw, zy tamta?� Ponadto, mody�kowanie programów imperatywnyh, dodawanienowyh instrukji, zmiana kolejno±i instrukji, jest ¹ródªem wielu bª�dów w programah, gdy»ªatwo przeozy¢ niektóre z zale»no±i. Bª�dy te nie wyst�puj¡ w programah funkyjnyh.Cena ta ro±nie jeszze bardziej je»eli dopu±imy wspóªbie»ne wykonanie kilku proeduroperuj¡yh na tyh samyh obiektah. Wówzas bardzo trudno jest przewidzie¢ wszystkiemo»liwe senariusze ih wykonania i przewidzie¢ wszystkie mo»liwe przeploty mody�kaji sta-nów obiektów. Przekonaie si� o tym sami na programowaniu wspóªbie»nym, he he . . . .13.7 Funkyjnie, zy imperatywnie?Kiedy programowa¢ funkyjnie, a kiedy imperatywnie? To »e programowanie imperatywnema swoj¡ en� nie oznaza, »e wszystko i zawsze nale»y programowa¢ funkyjnie. Tak jakdobry mehanik powinien zna¢ wszystkie narz�dzia i stosowa¢ je zgodnie z przeznazeniem,tak samo dobry programista powinien zna¢ wszystkie tehniki programistyzne i paradygmatyprogramowania i wybiera¢ te, które najlepiej nadaj¡ si� do rozwi¡zania danego zadania. Niewbijamy gwo¹dzi kluzem franuskim i nie dokr�amy iekn¡ego kranu mªotkiem!Niektóre algorytmy (np. dynamizne) du»o ªatwiej jest zapisa¢ z u»yiem imperatywnyhstruktur danyh, np. tabli. Nie przeszkadza to jednak takiemu ih zde�niowaniu, aby aªaimperatywno±¢ byªa ukryta przed u»ytkownikiem, stanowiªa sekret implementaji.Poni»ej przedstawiono kolejny przykªad mehanizmu, który mo»na zaimplementowa¢ ele-ganko tylko wtedy, gdy jego sere b�dzie imperatywne.Niektóre z kolei algorytmy ªatwiej jest zapisa¢ funkyjnie. Dotyzy to zwªaszza algoryt-mów operuj¡yh na proedurah wy»szego rz�du, wszelkiego rodzaju drzewah i algorytmówrekurenyjnyh. W takih przypadkah nale»y stosowa¢ programowanie funkyjne.13.8 Przykªad: metoda Monte CarloMetoda Monte Carlo jest to metoda przybli»ania pewnyh warto±i. Polega ona na wielokrot-nym losowaniu danyh z pewnego zbioru i sprawdzaniu, zy dane te maj¡ okre±lon¡ wªasno±¢.W ten sposób przybli»amy prawdopodobie«stwo, z jakim dane ze zbioru maj¡ dan¡ wªasno±¢.Na podstawie przybli»onego prawdopodobie«stwa mo»na, z kolei, przybli»y¢ szukan¡ warto±¢.Oryginalnie metoda Monte Carlo powstaªa jako metoda przybli»ania aªek oznazonyhfunkji. Badana funkja na zadanym przedziale musi przyjmowa¢ warto±i z okre±lonego prze-dziaªu. Losujemy punkty na pªaszzy¹nie, nale»¡e do danego przedziaªu x i y, i badamy zjakim prawdopodobie«stwem y ≤ f(x). Prawdopodobie«stwo tego zdarzenia jest równe sto-sunkowi powierzhni badanego fragmentu pªaszzyzny le»¡ego poni»ej f(x), do powierzhniaªego fragmentu powierzhni. 134



Spróbujemy zaimplementowa¢ metod� Monte Carlo zgodnie z poznanymi zasadami, top-down, rozbijaj¡ problemy na podproblemy, stosuj¡ bariery abstrakji, wybieraj¡ mi�dzyprogramowaniem funkyjnym i imperatywnym.Parametry metody to: generator danyh, sprawdzana wªasno±¢ i lizba prób. Wynikiemjest przybli»enie prawdopodobie«stwa, z jakim dane maj¡ wªasno±¢.let montearlo dane wlasnos lizba_prob =let re montearlo_re a n =if n = 0 thenaelseif wlasnos (dane ()) thenmontearlo_re (a+1) (n-1)elsemontearlo_re a (n-1)infloat (montearlo_re 0 lizba_prob) /. float (lizba_prob);;Spróbujmy za pomo¡ metody Monte Carlo przybli»y¢ warto±¢ π. Lizba ta jest równa po-wierzhni koªa jednostkowego.let square x = x *. x;;let kolo (x, y) = square x +. square y <= 1.0;;let kwadrat () = (losowa_od_do (-1.0) 1.0, losowa_od_do (-1.0) 1.0);;let pi = 4.0 *. (montearlo kwadrat kolo 1000);;Pozostaª do zaprogramowania generator lizb losowyh.let losowa_od_do od doo = losowa () *. (doo -. od) +. od;;let losowa () =let duzo = 1000inlet l = float (losowy_int () mod (duzo + 1)) /. float (duzo)inif l < 0.0 then (-. l) else l;;let losowy_int =let stan = ref 0and a = 937126433and b = 937187in funtion () ->( stan := !stan * b + a;!stan);;W tym przykªadzie u»yli±my niewiele imperatywno±i, ale miaªa ona du»y wpªyw na struk-tur� programu. W przeiwnym przypadku musieliby±my przekazywa¢ stan generatora lizblosowyh i to w wielu proedurah, przekrazaj¡ granie abstrakji hroni¡e generator lizblosowyh. 135



LaboratoriumZadanie rozgrzewkowe, termin wykonania: 1 tydzie«.Tam gdzie dokonujemy pomiarów wielko±i �zyznyh, wyniki s¡ obarzone pewnym bª�-dem, np. 5m +/- 10%. Ka»d¡ tak¡ przybli»on¡ warto±¢ traktujemy jak zbiór mo»liwyhwarto±i. Zaimplementuj pakiet operaji arytmetyznyh na takih przybli»onyh warto±iahzawieraj¡y:
• konstruktory:� wartos_dokladnos x p = x ± p% (dla p > 0),� wartos_od_do x y = (x+y)/2 ± (y-x)/2 (dla x < y),
• selektory:� val in_wartos x y ⇔ warto±¢ x mo»e by¢ równa y,� min_wartosi x = najmniejsza mo»liwa warto±¢ x,� max_wartosi x = najwi�ksza mo»liwa warto±¢ x,� sr_wartosi x = ±rednia (arytmetyzna) warto±¢ x,
• mody�katory:� plus a b = {x+ y : in_wartosc a x ∧ in_wartosc b y},� minus = {x− y : in_wartosc a x ∧ in_wartosc b y},� razy = {x · y : in_wartosc a x ∧ in_wartosc b y},� podzieli = {x

y : in_wartosc a x ∧ in_wartosc b y}.Selektory, w przypadku, gdy wynik nie jest lizb¡ rzezywist¡, powinny zwraa¢ odpowiedni¡z warto±i: infinity, neg_infinity lub nan. Mody�katory mog¡ domyka¢ wynikowe zbiorywarto±i.Caªo±¢ powinna mie¢ posta¢ moduªu pasuj¡ego do nast�puj¡ej sygnatury:module type ARYTMETYKA_PRZEDZIALOW = sigtype wartosval wartos_dokladnos: float -> float -> wartosval wartos_od_do: float -> float -> wartosval wartos_dokladna: float -> wartosval in_wartos: wartos -> float -> boolval min_wartosi: wartos -> floatval max_wartosi: wartos -> floatval sr_wartosi: wartos -> floatval plus: wartos -> wartos -> wartosval minus: wartos -> wartos -> wartosval razy: wartos -> wartos -> wartosval podzieli: wartos -> wartos -> wartosend;; 136



�wizenia1. Napisz moduª Counter o nast�puj¡ej sygnaturze:module type COUNTER = sigtype ounterval make : unit -> ounterval in : ounter -> intval reset : unit -> unitend;;Proedura make tworzy nowy liznik o poz¡tkowej warto±i 0. Proedura in zwi�kszaliznik o 1 i zwraa jego now¡ warto±¢. Proedura reset ustawia warto±¢ wszystkihlizników na 0.Podaj zªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ i¡gu m operaji, spo±ród któryh n to operajemake.2. Drzewo binarne z fastryg¡, to drzewo, w którym ka»dy w�zeª posiada dodatkowy wska¹-nik na nast�pny w�zeª w porz¡dku in�ksowym. (Ostatni w�zeª powinien zawiera¢ wska¹-nik na korze«.) Napisz proedur� fastryguj, która sfastryguje dane drzewo binarne.type α drzewo =Puste |W�zeª of α * α drzewo * α drzewo * α drzewo ref;;val fastryguj: α drzewo → unit;;3. Dana jest tablia par dodatnih lizb rzezywistyh. Lizby te, to dªugo±i bokówpewnyh prostok¡tów o takih samyh polah. Lista ta jest posortowana rosn¡o popierwszyh elementah par, oraz malej¡o po drugih elementah par. Napisz proedur�
diagonal : (float ∗ float) array → float, która wyznazy najkrótsz¡ z przek¡tnyhprostok¡tów.4. Napisz proedur� sprawdzaj¡¡, zy dana lista zawiera ykl. Mo»na to zrobi¢ w staªejpami�i i liniowym zasie (i to na kilka sposobów)!5. Dana jest n-elementowa tablia znaków. Napisz proedur� rotaja : har array ->int -> unit, która rotuje dan¡ tabli� o zadan¡ lizb� miejs ykliznie w prawo, tzn.:

rotacja[|x1;x2; . . . ;xn|] kzmienia zawarto±¢ tabliy na:
[|xn−k+1; . . . ;xn;x1; . . . ;xn−k|]Na przykªad, wywoªanie:rotaja [|'a'; 'l'; 'a'; 'm'; 'a'; 'k'; 'o'; 't'; 'a'|℄ 4zmienia zawarto±¢ tabliy na [|'k'; 'o'; 't'; 'a'; 'a'; 'l'; 'a'; 'm'; 'a'|℄.6. Dana jest tablia lizb aªkowityh, której pewna rotaja jest posortowana ±i±le ro-sn¡o. Napisz proedur� minmax : int array -> int * int, która znajduje mini-mum i maksimum w takiej tabliy. 137



Wykªad 14. Imperatywne wska¹nikowe struktury danyhW poprzednim wykªadzie przedstawione zostaªy imperatywne mehanizmy w j�zyku progra-mowania. W tym wykªadzie zobazymy na przykªadah, jak mehanizmy te mog¡ zosta¢wykorzystane do implementaji efektywnyh struktur danyh.14.1 Dwustronne kolejki ze salaniem i odwraaniemPrzypu±¢my, »e potrzebujemy zaimplementowa¢ dwustronne kolejki, z dodatkowymi opera-jami: salaniem i odwraaniem. Salenie dwóh kolejek powoduje, »e pierwsza z nih stajesi� wynikiem ih sklejenia, a druga staje si� pusta. Odwraanie powoduje odwróenie kierunkukolejki. Operaje te ujmuje nast�puj¡a sygnatura:module type QUEUE =sigtype α queueexeption EmptyQueueval init : unit → α queueval is_empty : α queue → boolval put_first : α queue → α → unitval put_last : α queue → α → unitval first : α queue → αval last : α queue → αval remove_first : α queue → unitval remove_last : α queue → unitval merge : α queue → α queue → unitval rev : α queue → unitend;;14.1.1 Implementaja
• Tehnika atrap i stra»ników.
• Lista dwukierunkowa, bez okre±lania kierunków dowi¡za«. Stra»niy na ko«ah. Lista,to para dowi¡za« do stra»ników.type α opt = Null | Val of αtype α elem = { mutable l1 : α elem; mutable l2 : α elem; v : α opt }type α queue = { mutable front : α elem; mutable bak : α elem }exeption EmptyQueue
• Operaje:(* Warto±¢ elementu. *)let value e =math e.v withVal x -> x | 138



Null -> raise EmptyQueue(* Predykat sprawdzaj¡y zy kolejka jest pusta. *)let is_empty q =(* Kolejka jest pusta gdy zawiera tylko stra»ników. *)let f = q.frontand b = q.bakinassert (not (f == b));assert (f.l1 == f);assert (b.l1 == b);assert ((f.l2 == b) = (b.l2 == f));(f.l2 == b)(* Konstruktor pustej kolejki. *)let init () =let re g1 = { l1 = g1; l2 = g2; v = Null}and g2 = { l1 = g2; l2 = g1; v = Null}in{ front = g1; bak = g2 }(* Wstawia nowy element z warto±i¡ x pomi�dzy elementy p i q. *)let put_between p q x =let r = { l1 = p; l2 = q; v = Val x }in beginassert (not (p == q) &&((p.l1 == q) || (p.l2 == q)) &&((q.l1 == p) || (q.l2 == p)));if p.l1 == q then p.l1 <- r else p.l2 <- r;if q.l1 == p then q.l1 <- r else q.l2 <- rend(* Wstawienie na poz¡tek. *)let put_first q x =let f = q.front 139



input_between f f.l2 x(* Wstawienie na konie. *)let put_last q x =let b = q.bakinput_between b b.l2 x(* Pierwszy element. *)let first q =value q.front.l2(* Ostatni element. *)let last q =value q.bak.l2(* Usuwa element (nie b�d¡y stra»nikiem). *)let remove e =assert (not (e.l1 == e) && (e.v <> Null));let e1 = e.l1and e2 = e.l2in beginassert (not (e1 == e2) && not (e1 == e) && not (e2 == e));if e1.l1 == e then e1.l1 <- e2 else e1.l2 <- e2;if e2.l1 == e then e2.l1 <- e1 else e2.l2 <- e1end(* Usuni�ie pierwszego el. *)let remove_first q =if is_empty q thenraise EmptyQueueelseremove q.front.l2 140



(* Usuni�ie ostatniego el. *)let remove_last q =if is_empty q thenraise EmptyQueueelseremove q.bak.l2(* Sklejenie dwóh kolejek, druga kolejka ulega destrukji. *)let merge q1 q2 =assert (not (q1 == q2));let f1 = q1.frontand b1 = q1.bakand f2 = q2.frontand b2 = q2.bakinassert (not (f1==b1) && not (f2==b2));let e1 = b1.l2and e2 = f2.l2in begin(* Zª¡zenie kolejek. *)if e1.l1 == b1 then e1.l1 <- e2 else e1.l2 <- e2;if e2.l1 == f2 then e2.l1 <- e1 else e2.l2 <- e1;(* Wynik w q1 *)q1.bak <- b2;(* q2 puste *)f2.l2 <- b1;b1.l2 <- f2;q2.bak <- b1end(* Odwróenie kolejki. *)let rev q =let f = q.frontand b = q.bakin begin 141



q.front <- b;q.bak <- fendW ozywisty sposób, zªo»ono±¢ wszystkih operaji na kolejkah jest rz�du O(1).14.2 Drzewa Find-UnionWyobra¹my sobie, »e potrzebujemy struktury danyh do reprezentowania relaji równowa»no-±i oraz jej klas abstrakji. Potrzebne s¡ nast�puj¡e typy i operaje:
• type α set � typ reprezentuj¡y klasy abstrakji elementów typu α,
• make_set : α→ α set � tworzy jednoelementow¡ klas� abstrakji zawieraj¡¡ x,
• find : α set → α � zwraa ustalonego reprezentanta klasy abstrakji,
• equivalent : α set → α set → bool � sprawdza, zy dwie klasy abstrakji s¡ t¡ sam¡klas¡ abstrakji,
• union : α set → α set → unit � skleja dwie klasy abstrakji, tworz¡ now¡ klas�abstrakji, której reprezentantem jest reprezentant jednej ze sklejanyh klas,
• n_of_sets : unit → int � zwraa lizb� rozª¡znyh klas abstrakji,
• elements : α set → α list � zwraa list� elementów tworz¡yh klas� abstrakji.Powy»szy typ i operaje mo»na uj¡¢ w nast�puj¡¡ sygnatur�:module type FIND_UNION = sigtype 'a setval make_set : 'a -> 'a setval find : 'a set -> 'aval equivalent : 'a set -> 'a set -> boolval union : 'a set -> 'a set -> unitval elements : 'a set -> 'a listval n_of_sets : unit-> intend;;Warto±i typu α set reprezentuj¡ klasy abstrakji zawieraj¡e warto±i typu α, jednak dopusz-zamy, aby ró»ne (w sensie ==) warto±i typu α set reprezentowaªy t� sam¡ klas� abstrakji.Ka»de wywoªanie make_set tworzy odr�bn¡, jednoelementow¡ klas� abstrakji. Je»eliwszystkie warto±i, na któryh wykonano operaj� make_set s¡ ró»ne, to mo»na przyj¡¢, »edwa elementy x i y s¡ w tej samej klasie abstrakji wtw., gdy dla wygenerowanyh dla nihklas abstrakji cx i cy zahodzi find cx = find cy. Je±li tak nie jest, to argumenty make_seti wyniki find nale»y traktowa¢ jak etykiety wªa±iwyh elementów klas abstrakji, które niemusz¡ by¢ unikalne.Zauwa»my, »e implementaja tak wyspey�kowanej struktury danyh musi by¢ impe-ratywna. Wykonanie operaji union wpªywa nie tylko na jej argumenty, ale równie» nawszystkie warto±i (wygenerowane jako wyniki make_set) reprezentuj¡e salane klasy abs-trakji. Dodatkowo, efektywna implementaja wymaga zastosowania wska¹nikowej strukturydanyh. 142



Przykªad: Efekty ubozne operaji make_set:n_of_sets();;- : int = 0let a = make_set "a"and b = make_set "b"and  = make_set ""and d = make_set "d";;n_of_sets();;- : int = 4union a b;;union  d;;n_of_sets();;- : int = 2a == d;;- : bool = falsea == b;;- : bool = falseequivalent a b;;- : bool = trueequivalent a d;;- : bool = falseunion b ;;equivalent a d;;- : bool = true14.2.1 ImplementajaKlasy abstrakji b�dziemy implementowa¢ w postai drzew, któryh w�zªy reprezentuj¡ ele-menty klas abstrakji. Przy tym z ka»dego w�zªa b�dzie wyhodzi¢ wska¹nik do jego oja.Reprezentantem klasy b�dzie korze« drzewa. Wska¹nik wyhodz¡y z korzenia prowadzi doniego samego. Wynikiem operaji make_set jest utworzenie wierzhoªka, z którego wyhodziwska¹nik wskazuj¡y na niego samego. Operaja find polega na przej±iu wzdªu» wska¹ni-ków a» do korzenia drzewa i zwróeniu reprezentowanego przez niego elementu. Operajaunion polega na znalezieniu korzeni dwóh drzew i podª¡zeniu jednego jako syna drugiego.Dodatkowo stosujemy dwie optymalizaje.Kompresja ±ie»ek Za ka»dym razem, gdy wyszukujemy reprezentanta klasy, we wszyst-kih w�zªah na ±ie»e od danego w�zªa do korzenia przestawiamy wska¹niki na korze« drzewa.Wybór nowego korzenia W momenie gdy salamy dwa drzewa, mo»emy wybra¢ korze«którego z nih b�dzie korzeniem nowego drzewa. Generalnie, powinni±my podª¡za¢ mniejszedrzewo do wi�kszego. Nie b�dziemy jednak pami�ta¢ ani wielko±i poddrzew zakorzenionyhw poszzególnyh wierzhoªkah, ani ih wysoko±i. Zamiast tego, ka»demu wierzhoªkowiprzypiszemy rang�, lizb� aªkowit¡, która jest górnym ogranizeniem na wysoko±¢ danegowierzhoªka. W momenie tworzenia wierzhoªka, jego ranga wynosi 0. Kompresja ±ie»ek nie143



Rysunek 1: Kompresja ±ie»ekwpªywa na rangi wierzhoªków. Gdy salamy dwa drzewa, to podª¡zamy korze« o mniejszejrandze, do korzenia o wi�kszej randze. Je»eli oba korzenie maj¡ t� sam¡ rang�, to wybieramyktórykolwiek z nih i zwi�kszamy jego rang� o 1.Wylizanie elementów klas i liznik klas Opisana struktura danyh pozwala na szybk¡implementaj� operaji find i union, ale nie pozwala na wylizanie elementów klas. Potrze-bujemy do tego wska¹ników id¡yh w dóª drzewa. Dla ka»dej klasy abstrakji utrzymujemyrównie» drzewo �rozpinaj¡e� elementy klasy. Korzeniem tego drzewa jest reprezentant klasyabstrakji. W ka»dym w�¹le drzewa pami�tamy list� jego nast�pników. Ksztaªty drzew two-rzonyh przez wska¹niki id¡e �w gór�� i �w dóª� nie musz¡ si� pokrywa¢.Dodatkowo, aby odpowiada¢ na pytania o lizb� klas abstrakji, utrzymujemy liznik klas.module Find_Union : FIND_UNION = strut(* Typ klas elementów typu 'a. *)type 'a set = {elem : 'a; (* Element klasy. *)up : 'a set ref; (* Przodek w drzewie find-union. *)mutable rank : int; (* Ranga w drzewie find-union. *)mutable next : 'a set list (* Lista potomków w pewnym drzewierozpinaj¡ym klas�. *)}(* Liznik klas. *)let sets_ounter = ref 0(* Lizba wszystkih klas. *)let n_of_sets () = !sets_ounter(* Tworzy now¡ klas� zªo»on¡ tylko z danego elementu. *)let make_set x =let re v = { elem = x; up = ref v; rank = 0; next = [℄ }144



in beginsets_ounter := !sets_ounter + 1;vend(* Znajduje korze« drzewa, kompresuj¡ ±ie»k�. *)let re go_up s =if s == !(s.up) then selse begins.up := go_up !(s.up);!(s.up)end(* Znajduje reprezentanta danej klasy. *)let find s =(go_up s).elem(* Sprawdza, zy dwa elementy s¡ równowa»ne. *)let equivalent s1 s2 =go_up s1 == go_up s2(* Sala dwie dane (rozª¡zne) klasy. *)let union x y =let fx = go_up xand fy = go_up yinif not (fx == fy) then beginif fy.rank > fx.rank then beginfx.up := fy;fy.next <- fx :: fy.nextend else beginfy.up := fx;fx.next <- fy :: fx.next;if fx.rank = fy.rank then fx.rank <- fy.rank + 1end;sets_ounter := !sets_ounter - 1end(* Lista elementów klasy. *)let elements s =let a = ref [℄inlet re traverse s1 =begina := s1.elem :: !a;List.iter traverse s1.nextend 145



in begintraverse (go_up s);!aendend;;14.2.2 Analiza kosztuW niniejszym punkie zajmiemy si� analiz¡ ª¡znego kosztu wykonania m operaji, spo±ródktóryh n to operaje make_set. Na poz¡tek przeanalizujmy kilka wªasno±i rang.Lemat 4. Dla ka»dego w�zªa, który nie jest korzeniem, jego ranga jest mniejsza od rangi jegooja.Dowód. Dowód przebiega indukyjnie po historii oblize«. Operaja union podª¡zaj¡ jedenkorze« do drugiego zapewnia, »e ojie ma wi�ksz¡ rang� ni» nowy syn. Kompresja ±ie»ekrównie» zahowuje powy»sz¡ wªasno±¢.Lemat 5. Dla dowolnego drzewa, którego korze« ma rang� r, lizba w�zªów w drzewie wynosiprzynajmniej 2r.Dowód. Dowód przebiega indukyjnie po historii oblize«. Ozywi±ie jednoelementowe drzewatworzone przez make_set speªniaj¡ lemat. Kompresja ±ie»ek nie zmienia lizby w�zªów wdrzewie, ani rangi korzenia. Je»eli salamy drzewa, któryh korzenie maj¡ ró»ne rangi, toozywi±ie lemat jest zahowany. Je»eli salamy drzewa, któryh korzenie maj¡ tak¡ sam¡rang� r, to ka»de z tyh drzew ma przynajmniej 2r w�zªów, a po ih saleniu powstaje drzewo,którego korze« ma rang� r + 1 i które zawiera przynajmniej 2r+1 elementów.Fakt 4. Dla dowolnej rangi r istnieje o najwy»ej n
2r w�zªów rangi r lub wi�kszej.Dowód. Ustalmy rang� r. Ranga wierzhoªków ro±nie w wyniku operaji union. Usu«my znaszego i¡gu instrukji wszystkie operaje union, które prowadz¡ do powstania wierzhoªkówo randze wi�kszej ni» r. W rezultaie, ka»dy wierzhoªek, który oryginalnie miaª rang� równ¡

r lub wi�ksz¡, ma rang� równ¡ r i jest korzeniem pewnego drzewa.Z lematu 5 wynika, »e ka»dy taki wierzhoªek jest korzeniem drzewa zawieraj¡ego przy-najmniej 2r w�zªów. Poniewa» ró»ne drzewa s¡ rozª¡zne, a wszystkih wierzhoªków jest n,wi� wierzhoªków rangi r (lub wi�kszej) mo»e by¢ o najwy»ej n
2r .Fakt 5. Rangi w�zªów nie przekrazaj¡ ⌊log2 n⌋.Dowód. Jest to natyhmiastowy wniosek z faktu 4.Def. 1. Funkja logi

2 x jest zde�niowana standardowo, przy zym mo»e ona by¢ nieokre±lona.Funkja log∗ jest zde�niowana nast�puj¡o:
log∗ x = min{i ≥ 0 : logi

2 x ≤ 1}

2Przykªadowo, log∗ 4 = 2, log∗ 65000 = 4. 146



Tw. 4. �¡zny koszt wykonania m operaji na drzewah �nd-union (bez operaji elements),spo±ród któryh n to operaje make_set wynosi O(m · log∗ n).Dowód. Zde�niujmy pomoniz¡ funkj� B, odwrotn¡ do funkji log∗:
B(j) =







2
2

..
.2

9

=

;

j razy je±li j ≥ 1
1 je±li j = 0
−1 je±li j = −1Wierzhoªki dzielimy na bloki, ze wzgl�du na log∗ od ih rang. Bloki numerujemy tymi war-to±iami. Poniewa» bloki maj¡ numery od 0 do o najwy»ej log∗(log2 n) = log∗ n − 1, wi�wszystkih bloków jest o najwy»ej log∗ n. Blok numer j zawiera rangi od B(j − 1) + 1 do

B(j).Je»eli pominiemy koszt operaji go_up, to pozostaªy koszt operaji wynosi O(m). Mo-»emy wi� skupi¢ si� na koszie operaji go_up. Pojedynza operaja go_up przebiega ±ie»k�od danego w�zªa do syna korzenia: (x0, x1, . . . , xl). Rangi wierzhoªków na ±ie»e rosn¡.Wierzhoªki na ±ie»e nale»¡e do tego samego bloku wyst�puj¡ po kolei.Koszt operaji go_up przypisujemy wierzhoªkom na ±ie»e, przy zym dzielimy go nakoszt zwi¡zany ze ±ie»k¡ i koszt zwi¡zany z blokami. Koszt zwi¡zany z blokami przypisujemyostatnim wierzhoªkom na ±ie»e nale»¡ym do poszzególnyh bloków, oraz synowi korzenia,
xl−1. Koszt zwi¡zany z blokami ka»dej operaji go_up wynosi o najwy»ej jeden plus lizbabloków, zyli O(1 + log∗ n). Tak wi� koszt zwi¡zany z blokami wszystkih operaji wynosi
O(m·log∗ n). Nale»y jeszze pokaza¢, »e ª¡zny koszt zwi¡zany ze ±ie»kami jest równie» rz�du
O(m · log∗ n).Zauwa»my, »e je»eli jakiemu± wierzhoªkowi zostaª raz przydzielony koszt za blok, to ju»wi�ej nie b�dzie mu przydzielony koszt za ±ie»k�. Je»eli natomiast wierzhoªkowi zostaª wdanej operaji go_up przydzielony koszt za ±ie»k�, to w wyniku tej operaji zmieniª si� ojietego wierzhoªka i to na taki o wy»szej randze. Je»eli ten nowy ojie nale»y do innego bloku,to dany wierzhoªek ju» wi�ej nie b�dzie miaª przypisanego kosztu za ±ie»k�. Tak wi�,je»eli dany wierzhoªek nale»y do bloku nr j, to mo»e on mie¢ przypisany koszt za ±ie»k� onajwy»ej B(j) −B(j − 1) − 1 razy.Oznazmy przez N(j) lizb� wierzhoªków nale»¡yh do bloku j.

N(0) ≤ n

20
=

n

B(0)Dla j > 0 mamy:
N(j) ≤ n

2B(j−1)+1
=

n

2B(j)
<

n

B(j)�¡zn¡ lizb� opªat za ±ie»ki mo»emy oszaowa¢ mno»¡, dla ka»dego bloku, maksymaln¡lizb� wierzhoªków w tym bloku przez maksymaln¡ lizb� opªat za ±ie»k�.
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∑
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∑
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∑
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(n) ≤ n · log∗ nTak wi� ª¡zny koszt wszystkih operaji jest rz�du O(m log∗ n).147



W praktye zynnik log∗ n mo»na przyj¡¢ za staªy, gdy» nie przekraza on 5 dla wszelkihpraktyznyh wielko±i. Zauwa»my, »e B(5) ≥ 1019 728, natomiast lizba wszystkih atomówwe Wszeh±wieie jest szaowana na 1080.Powy»sze twierdzenie mo»na rozszerzy¢ równie» na operaje elements, je»eli np. zapew-nimy, »e ka»dy element pojawia si� na listah elementów klas tylko raz. Wówzas ª¡zny zaswykonania tyh operaji nie przekraza n.Funkja Akermanna (zgodnie z jej sformuªowaniem podanym przez Hermesa [Her65,Bra83℄) jest zde�niowana nast�puj¡o:
A(0, i) = i+ 1

A(i, 0) = A(i− 1, 1)

A(i, j) = A(i− 1, A(i, j − 1))Mo»na pokaza¢, »e ª¡zny koszt m operaji, spo±ród któryh n to operaje make_set, jestjeszze mniejszy, mianowiie jest rz�du O(m ·α(m,n)), gdzie α(m,n) jest funkj¡ �odwrotn¡�do funkji Akermanna:
α(m,n) = min

{

i ≥ 1 : A
(

i,
⌊m

n

⌋)

> log2 n
}W praktye zynnik α(m,n) mo»na przyj¡¢ za staªy, gdy» nie przekraza on 4 dla wszelkihpraktyznyh wielko±i.
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�wizenia1. Zaimplementuj imperatywne listy jednokierunkowe wraz z operajami:
• append � mody�kuje dan¡ list� przez doklejenie na jej ko«u innej listy; listadoklejana jest niszzona,
• rev � odwraa zadan¡ list�; dwukrotne odwróenie powinno dawa¢ list� to»sam¡ zpoz¡tkow¡.2. Napisz proedur� tworz¡¡ yklizn¡ list� mody�kowaln¡.3. Zaimplementuj imperatywn¡ kolejk� FIFO.4. Zaimplementuj kolejki FIFO+LIFO jako imperatywne listy dwukierunkowe.5. [XII OI, Skarbonki℄ Mamy n skarbonek otwieranyh kluzykami. Do ka»dej skarbonkijest inny kluzyk. Kluzyki do skarbonek s¡ powrzuane do skarbonek. �eby dosta¢ si�do zawarto±i skarbonki, skarbonk� mo»na otworzy¢ kluzykiem (je±li si� go ma) lub j¡rozbi¢.Skarbonki s¡ ponumerowane od 0 do n − 1. Na podstawie tabliy a (rozmiaru n),takiej, »e a[i] = numer skarbonki, w której znajduje si� kluzyk do skarbonki numer i,obliz minimaln¡ lizb� skarbonek, które nale»y rozbi¢, tak aby dosta¢ si� do zawarto±iwszystkih skarbonek.6. [X OI, Maªpki℄[[A mo»e by to przenie±¢ do wykªadu jako przykªad zastosowania �nd-union?℄℄Na drzewie wisi n maªpek ponumerowanyh od 1 do n. Maªpka z nr 1 trzyma si� gaª�ziogonkiem. Pozostaªe maªpki albo s¡ trzymane przez inne maªpki, albo trzymaj¡ si�innyh maªpek, albo jedno i drugie równoze±nie. Ka»da maªpka ma dwie przednieªapki, ka»d¡ mo»e trzyma¢ o najwy»ej jedn¡ inn¡ maªpk� (za ogon). Rozpozynaj¡od hwili 0, o sekund� jedna z maªpek puszza jedn¡ ªapk�. W ten sposób niektóremaªpki spadaj¡ na ziemi�, gdzie dalej mog¡ puszza¢ ªapki (zas spadania maªpek jestpomijalnie maªy).Zaprojektuj algorytm, który na podstawie opisu tego która maªpka trzyma któr¡, orazna podstawie opisu ªapek puszzanyh w kolejnyh hwilah, dla ka»dej maªpki wyznazymoment, kiedy spadnie ona na ziemi�.7. Na szahowniy jest ustawionyh n wie», które nale»y pokolorowa¢. Je±li dwie wie»e si�atakuj¡ (s¡ w tej samej kolumnie lub wierszu), to musz¡ by¢ tego samego koloru. Napiszproedur� kolory : int ∗ int list → int, która na podstawie listy wspóªrz�dnyhwie» wyznazy maksymaln¡ lizb� kolorów, któryh mo»na u»y¢ koloruj¡ wie»e. Podajzªo»ono±¢ zasow¡ i pami�iow¡ swojego rozwi¡zania.8. Mamy dan¡ kratowni� zªo»on¡ z przewodów elektryznyh wielko±i n× n.
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(0,0)

(n,n)

Niestety, poszzególne przewody przepalaj¡ si�. Dana jest lista kolejnyh jednostkowyhprzewodów, które si� przepalaj¡. Ka»dy przewód jest opisany trójk¡ (x, y, v), gdzie (x, y)to wspóªrz�dna jego lewego/dolnego ko«a, a v jest warto±i¡ logizn¡ równ¡ true dlaprzewodów pionowyh i false dla przewodów poziomyh.Napisz proedur� przewody : int -> (int * int * bool) list -> int, która dladanej lizby n i listy kolejnyh przewodów przepalaj¡yh si�, okre±li po przepaleniu iluprzewodów pr¡d nie mo»e pªyn¡¢ mi�dzy punktami (0, 0) i (n, n). Je»eli po przepaleniusi� wszystkih przewodów z listy pr¡d nadal mo»e pªyn¡¢, poprawnym wynikiem jest
−1.9. W akademiku mieszka n informatyków, a ka»dy z nih ma komputer. Niektórzy z infor-matyków poª¡zyli swoje komputery za pomo¡ siei lokalnyh. Komputery nale»¡e dotej samej siei lokalnej mog¡ si� ze sob¡ komunikowa¢. Niektóre komputery nale»¡ dowi�ej ni» jednej siei lokalnej.Informatyy postanowili poª¡zy¢ lokalne siei w jedn¡ inter-sie¢ obejmuj¡¡ wszystkiekomputery. Okazaªo si� jednak, »e mi�dzy niektórymi komputerami nie ma któr�dyprzesyªa¢ informaji. Nale»y stworzy¢ jeszze jedn¡ sie¢ lokaln¡, realizuj¡¡ brakuj¡epoª¡zenia. Ta dodatkowa sie¢ powinna obejmowa¢ jak najmniejsz¡ lizb� komputerów.Komputery s¡ ponumerowane od 1 do n. Napisz proedur� sie¢ : int → int list list →
int, która na podstawie lizby komputerów n oraz listy list komputerów nale»¡yh doposzzególnyh siei lokalnyh, wyznazy ile komputerów nale»y poª¡zy¢ dodatkow¡siei¡ lokaln¡.Na przykªad, dla danyh: sie¢ 8 [[1;3;2℄; [7;2℄; [1;8℄; [5;6℄℄ poprawnym wy-nikiem jest [4;3;5℄ lub [7;4;6℄.10. [XIV OI, Biura℄ W �rmie prauje n praowników ponumerowanyh od 1 do n. Ka»dypraownik otrzymaª sªu»bowy telefon, w którym ma zapisane numery telefonów niektó-ryh swoih wspóªpraowników (a wszysy i wspóªpraowniy maj¡ w swoih telefonahzapisany jego numer). W zwi¡zku z dynamiznym rozwojem �rmy zarz¡d postanowiªprzenie±¢ siedzib� �rmy do nowyh biurowów. Postanowiono, »e ka»da para praow-ników, którzy b�d¡ praowa¢ w ró»nyh budynkah, powinna zna¢ (nawzajem) swojenumery telefonów, tzn. powinni oni mie¢ ju» zapisane nawzajem swoje numery w sªu»-bowyh telefonah komórkowyh. Równoze±nie, zarz¡d postanowiª zaj¡¢ jak najwi�ksz¡lizb� biurowów.Napisz proedur� biura : int -> int * int list -> int, która na podstawie lizbypraowników n oraz listy par praowników posiadaj¡yh nawzajem swoje numery tele-fonów l = [(a1, b1); . . . ; (am, bm)], wywoªana jako biura n l, oblizy lizb� biurowów.Rozwi¡zuj¡ to zadanie przyjmij, »e m = O(n).150



11. [ONTAK 2007℄ Wyobra¹my sobie i¡g zer i jedynek (x1, x2, . . . , xn). Mamy dany i¡gtrójek postai (i, j, s), gdzie i i j s¡ indeksami w i¡gu (xi), 1 ≤ i ≤ j ≤ n, natomiast
s = (

∑j
k=i xk)mod 2. Niestety dany i¡g trójek jest sfaªszowany � nie istnieje i¡g (xi),który by go speªniaª. Twoim zadaniem jest znalezienie takiego k, »e dla pierwszyh kdanyh trójek istniejej jeszze speªniaj¡y je i¡g, a dla k+ 1 ju» nie. Napisz proedur�

przedzialy : int → (int∗int∗int) list → int, która dla danego n oraz i¡gu trójekobliza takie k.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 5 To zadanie mo»na rozwi¡zywa¢ zarówno stosuj¡ przeszukiwanie grafów, jak i drzewa�nd-union. (Wynik jest równy lizbie spójnyh skªadowyh.) Poniewa» o przeszukiwaniugrafów ni jeszze nie byªo, nale»y zastosowa¢ drzewa �nd-union.Ad. 10 Wynik jest równy lizbie spójnyh skªadowyh w dopeªnieniu danego grafu. Nie na-le»y jednak konstruowa¢ takiego dopeªnienia, gdy» byªby to koszt zasowy rz�du O(n2).Nale»y znale¹¢ wierzhoªek o minimalnym stopniu (jest on ogranizony przez staª¡) isklei¢ z nim wszystkie wierzhoªki, które nie s¡ z nim inydentne. W ten sposób uzysku-jemy graf staªej wielko±i, który dalej przetwarzamy jakkolwiek, ho¢by w zasie O(n2).Ad. 11 Oznazmy przez pi sum� (modulo 2) pre�ksu i¡gu (xi) zªo»onego z pierwszyh ielementów, pi = (
∑

k = 1ixk)mod 2. W szzególno±i p0 = 0. Trójka (i, j, s) oznaza,»e pj = (pi−1 + s)mod 2.Dla ka»dego i = 0, 1, . . . , n mamy dwa wierzhoªki, jeden reprezentuj¡y fakt, »e pi = 0i jeden reprezentuj¡y fakt, »e pi = 1. Ka»da trójka to przyzynek do sklejenia ze sob¡dwóh par wierzhoªków, które musz¡ by¢ sobie równowa»ne. Je»eli po którym± z koleisklejeniu wierzhoªki pj = 0 i pj = 1 b�d¡ w tej samej klasie abstrakji, to nie istniejei¡g (xi) speªniaj¡y przetworzone trójki.
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Wykªad 15. Logika Hoare'a � dowodzenie poprawno±i progra-mów imperatywnyhW tym wykªadzie zajmiemy si� spey�kajami i dowodzeniem poprawno±i programów impe-ratywnyh. Zaznijmy od kilku podstawowyh poj�¢.15.1 Kilka podstawowyh poj�¢Wi�kszo±¢ z opisanyh poni»ej poj�¢ poznali±my ju» w odniesieniu do programów funkyjnyh.Okre±lmy teraz o oznazaj¡ one w odniesieniu do programów imperatywnyh. (Jednoze±niepowinno to wyja±ni¢ ih nazwy.)
• W przypadku programów imperatywnyh istotne jest w jaki sposób zmieniaj¡ one stansystemu, zyli warto±i zmiennyh.
• Aserja to warunek odnosz¡y si� do stanu w danym momenie oblize« / w okre±lonymmiejsu w programie, który powinien by¢ speªniony.
• Warunek ko«owy to aserja odnosz¡a si� do stanu po wykonaniu danego programu.Warunek ko«owy okre±la stany systemu, do jakih powinien prowadzi¢ program.
• Warunek poz¡tkowy to aserja odnosz¡a si� do stanu przed wykonaniem danegoprogramu. Warunek poz¡tkowy wyra»a zaªo»enia, jakie powinien speªnia¢ stan, wktórym uruhamiamy program.
• Na potrzeby niniejszego wykªadu przyjmujemy, »e spey�kaja danego programu skªadasi� z warunku poz¡tkowego i ko«owego.
• Program jest z�±iowo poprawny (wzgl�dem danej spey�kaji), je»eli dla ka»degostanu speªniaj¡ego warunek poz¡tkowy, program uruhomiony w tym stanie, o ileko«zy dziaªanie (bez bª�du), to ko«zy je w stanie speªniaj¡ym warunek ko«owy.
• Program ma wªasno±¢ stopu, je»eli dla ka»dego stanu speªniaj¡ego warunek poz¡t-kowy, program uruhomiony w tym stanie ko«zy dziaªanie (bez bª�du).
• Program jest aªkowiie poprawny (wzgl�dem danej spey�kaji), je»eli dla ka»degostanu speªniaj¡ego warunek poz¡tkowy, program uruhomiony w tym stanie ko«zydziaªanie i to w stanie speªniaj¡ym warunek ko«owy. Inazej mówi¡:Caªkowita poprawno±¢ = Cz�±iowa poprawno±¢ + wªasno±¢ stopu15.2 Formalizmy do spey�kaji i wery�kaji programów imperatywnyhPowstaªo wiele formalizmów sªu»¡yh do dowodzenia poprawno±i programów imperatyw-nyh, m.in.:
• logika Hoare'a [Hoa69, Apt81, BA05, Dah92℄ � któr¡ zajmiemy si� w tym wykªadzie,
• transformatory predykatów Dijkstry [Dij85, BA05℄ � sªu»¡ one do wyznazania najsªab-szego warunku wst�pnego, gwarantuj¡ego zako«zenie oblize« i speªnienie warunkuko«owego, 153



• logika algorytmizna [MS92, MS87℄ � w du»ym skróie, logika algorytmizna stanowirozszerzenie j�zyka predykatów pierwszego rz�du o formuªy postai: program, warunekko«owy; taka formuªa reprezentuje najsªabszy warunek wst�pny gwarantuj¡y zako«-zenie programu i speªnienie warunku ko«owego; o wi�ej, takie formuªy mog¡ by¢fragmentami wi�kszyh formuª.15.3 While-programyW punkie tym przedstawimy prosty fragment imperatywnego Oamla, który b�dziemy nazy-wa¢ while-programami. Dalsze rozwa»ania ogranizymy do while-programów.Dla uproszzenia zakªadamy, »e wszystkie �zmienne� s¡ referenjami do lizb aªkowityh,oraz »e ka»dy identy�kator reprezentuje inn¡ referenj�. Rozszerzenie do referenji do innyhtypów prostyh nie jest trudne, ale komplikuje tehnikalia. Natomiast wprowadzenie aliasingu,lub imperatywnyh typów zªo»onyh, takih jak tablie zy struktury wska¹nikowe, istotniekomplikuje problem spey�kaji i wery�kaji programów [Apt81, CO81, BS95, Kub00, Kub03℄.
〈while-program〉 ::= 〈instrukja〉 | 〈instrukja〉 ; 〈while-program〉
〈instrukja〉 ::= begin 〈while-program〉 end |if 〈wyra»enie〉 then 〈instrukja〉 else 〈instrukja〉 |while 〈warunek〉 do 〈instrukja〉 |

〈referenja〉 := 〈wyra»enie〉 |()
〈wyra»enie〉 ::= . . .
〈warunek〉 ::= . . .
〈identyfikator〉 ::= . . .[[Dode�niowa¢ skªadni� wyra»e«, warunków i referenji.℄℄15.4 Semantyka while-programówSkoro wszystkie zmienne s¡ typu int, to stan systemu mo»emy reprezentowa¢ jako warto±io-wanie zmiennyh, zyli funkj� z identy�katorów w lizby aªkowite.

Stan = [Id→ Z]Semantyk� while-programu mo»emy reprezentowa¢ jako funkj� z�±iow¡ ze stanów w stany.Cz�±iowo±¢ wynika st¡d, »e oblizenia mog¡ si� zap�tla¢, lub nie udawa¢ z innyh przyzyn.
[[while-program]] : Stan 7→ Stan[[Rozwin¡¢ równania℄℄15.5 Formuªy logiki Hoare'aFormuªy Hoare'owskie to trójki postai:

{ϕ}P{ψ}gdzie: 154



• ϕ to warunek poz¡tkowy,
• P to while-program,
• ψ to warunek ko«owy.Formuªa taka wyra»a z�±iow¡ poprawno±¢ programu P wzgl�dem ϕ i ψ.15.6 System dowodzenia
• Aksjomaty:� instrukji pustej:

A ⊢ {ϕ}(){ϕ}� instrukji przypisania
A ⊢ {ϕ[!x/w]}x := w{ϕ}o ile warunek poz¡tkowy implikuje, »e oblizenie w ko«zy si� powodzeniem.Reguªy dla:� osªabiania.

A |= ϕ⇒ ϕ′, A ⊢ {ϕ′}P{ψ′}, A |= ψ′ ⇒ ψ

A ⊢ {ϕ}P{ψ}� ±rednika:
A ⊢ {ϕ}P{ξ}, A ⊢ {ξ}Q{ψ}

A ⊢ {ϕ}P; Q{ψ}� instrukji warunkowej:
A |= ϕ⇒ (α ∨ ¬α), A ⊢ {ϕ ∧ α}P{ψ}, A ⊢ {ϕ ∧ ¬α}Q{ψ}

A ⊢ {ϕ}if α then P else Q{ψ}� p�tli while (wersja sªaba, klasyzna):
A |= ϕ⇒ (α ∨ ¬α), A ⊢ {ϕ ∧ α}P{ϕ}
A ⊢ {ϕ}while α do P done{ϕ ∧ ¬α}� p�tli while (wersja silna, ale formalnie nie nale»y do tej logiki):

A |= ϕ⇒ (α ∨ ¬α), A |= (ϕ ∧ µ ≤ 0) ⇒ ¬α,
n nie wyst�puje w P, A ⊢ {ϕ ∧ α ∧ µ = n}P{ϕ ∧ µ < n}

A ⊢ {ϕ}while α do P done{ϕ ∧ ¬α}Przykªad: Oblizanie minimum.Przykªad: Algorytm mno»enia rosyjskih hªopów.Przykªad: Algorytm Euklidesa. 155



�wizenia
• Udowodnij nast�puj¡¡ trójk�:

{x = x0, y = y0} y := !x - !y; x := !x - !y; y := !x + !y {x = y0, y = x0}

• silnia,
• lizby Fibonaiego,
•
(
n
k

)

• Wyszukanie minimum w i¡gu (f(0), . . . , f(n)).
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Wykªad 16. Bak-trakingW tym wykªadzie przedstawimy tehnik� rozwi¡zywania problemów nazywan¡ przeszukiwa-niem z nawrotami lub z angielska bak-traking. Tehnika ta sªu»y do rozwi¡zywania proble-mów, do któryh mo»na zastosowa¢ zasad� �dziel i zwyi�»aj�, ale dany problem sprowadzasi� do podproblemu(ów) na wiele sposobów. Szukaj¡ wi� rozwi¡zania musimy podj¡¢ szeregdeyzji jak podzieli¢/zmniejszy¢ rozpatrywany problem. Przeszukiwanie z nawrotami polegana rekurenyjnym przeszukiwaniu wszystkih mo»liwyh i¡gów takih deyzji.Tehniki tej mo»emy równie» u»y¢ do rozwi¡zywania problemów optymalizayjnyh, zylitakih, gdzie nie tylko hemy znale¹¢ mo»liwe rozwi¡zanie, ale rozwi¡zanie pod pewnymwzgl�dem najlepsze. Je»eli w trakie przeszukiwania okazuje si�, »e wze±niej podj�te deyzjenie prowadz¡ do rozwi¡zania, lub nie prowadz¡ do rozwi¡zania lepszego od ju» znanego, to ztakiej gaª�zi rekurenyjnyh przeszukiwa« mo»na si� wyofa¢ i spróbowa¢ innej gaª�zi.16.1 Prosty generyzny bak-trakingZde�niujemy teraz prosty ogólny mehanizm bak-trakingu, dla problemów, w któryh doko-nuj¡ wyboru sprowadzamy problem do jednego problemu o mniejszym rozmiarze. Tak wi�szukane rozwi¡zanie mo»emy traktowa¢ jak i¡g prowadz¡yh do niego wyborów.Zde�niujemy funktor, który na podstawie instanji problemu znajduje jedno lub wszystkiejego rozwi¡zania. Instanja problemu musi de�niowa¢ nast�puj¡e poj�ia:
• kon�guraja � jest to typ, którego warto±i reprezentuj¡ dokonane wybory; kolejnywybór polega na zmianie kon�guraji,
• kon�guraja ko«owa � to taka kon�guraja, która zawiera peªne rozwi¡zanie pro-blemu,
• wynik � jest to typ reprezentuj¡y rozwi¡zania; mo»e on by¢ ubo»szy ni» typ kon�gu-raji; potrzebna jest równie» operaja rzutowania kon�guraji na wynik.
• dla danej kon�guraji okre±lamy iterator, który dla danej proedury i kon�guraji,wywoªuje t� proedur� dla wszystkih kon�guraji osi¡galnyh w jednym kroku.Instanj� problemu mo»emy opisa¢ za pomo¡ moduªów pasuj¡yh do nast�puj¡ej sygnatury:module type BT_PROBLEM =sig(* Typ rozpatrywanyh konfiguraji. *)type onfig(* Typ szukanyh wyników. *)type result(* Czy dana konfiguraja jest ju» kompletnym rozwi¡zaniem. *)val final : onfig -> bool(* Wyi¡ga z konfiguraji istotne rozwi¡zanie. *)(* W przypadu imperatywnyh struktur danyh tworzy kopi�. *)157



val extrat : onfig -> result(* Proedura, która wywoªuje dan¡ proedur�, *)(* dla ka»dej konfiguraji osi¡galnej w jednym kroku. *)val iter : (onfig -> unit) -> onfig -> unitend;;Mehanizm znajduj¡y jedno rozwi¡zanie lub wszystkie rozwi¡zania wygl¡da nast�puj¡o:module type BT_SOLVER = funtor (Problem : BT_PROBLEM) ->sig(* Wyj¡tek podnoszony, gdy brak rozwi¡za«. *)exeption NoSolution(* Proedura znajduj¡a jedno rozwi¡zanie. *)val onesolution : Problem.onfig -> Problem.result(* Proedura znajduj¡a wszystkie rozwi¡zania. *)val solutions : Problem.onfig -> Problem.result listend;;(* Implementaja *)module Bt_Solver : BT_SOLVER = funtor (Problem : BT_PROBLEM) ->strut(* Wyj¡tek podnoszony, gdy brak rozwi¡za«. *)exeption NoSolution(* Wyj¡tek podnoszony, gdy znaleziono rozwi¡zanie. *)exeption Solution of Problem.result(* Proedura znajduj¡a rozwi¡zanie. *)let onesolution s =let re baktrak s =beginif Problem.final s thenraise (Solution (Problem.extrat s));Problem.iter baktrak sendintry (baktrak s; raise NoSolution)with Solution x -> x(* Proedura znajduj¡a wszystkie rozwi¡zania. *)let solutions s =let wynik = ref [℄inlet re baktrak s = 158



beginif Problem.final s thenwynik := (Problem.extrat s)::!wynik;Problem.iter baktrak sendin beginbaktrak s;!wynikendend;;Przedstawione mehanizmy nie uwzgl�dniaj¡ problemów optymalizayjnyh, ani kryteriówpozwalaj¡yh obina¢ gaª�zie przeszukiwania na podstawie znalezionyh ju» rozwi¡za«. Niepasuje on równie» do problemów, w któryh podj�ty wybór sprowadza dany problem do wielumniejszyh problemów.16.2 Problem o±miu hetmanówJak ustawi¢ n hetmanów na szahowniy n × n tak, aby »adne dwa si� nie szahowaªy. Jakªatwo zauwa»y¢, w ka»dym wierszu i ka»dej kolumnie musi sta¢ dokªadnie jeden hetman. Mo-»emy wi� stara¢ si� je ustawia¢ w kolejnyh kolumnah, sprawdzaj¡, zy kolejny dostawionyhetman nie szahuje ju» ustawionyh. Interesuje nas jeden wynik � pierwszy znaleziony.Problem o±miu hetmanów mo»emy opisa¢ w postai nast�puj¡ego moduªu:module Hetman =strut(* Pozyje hetmanów na szahowniy. *)type result = (int * int) list(* Typ konfiguraji na szahowniy. *)(* Trójka: wielko±¢ planszy, lizba poz¡tkowyh kolumn, *)(* w któryh nale»y postawi¢ hetmany, lista ih pozyji. *)type onfig = int * int * result(* Pusta plansza rozmiaru n. *)let empty n = (n, n, [℄)(* Pozyje hetmanów w konfiguraji. *)let extrat (_, _, l) = l(* Czy gotowe rozwi¡zanie. *)let final (_, k, _) = k=0(* Funkja okre±laj¡a, zy dwa hetmany si� szahuj¡ *)let szah (x1, y1) (x2, y2) =x1=x2 or y1=y2 or x1+y1=x2+y2 or x1-y1=x2-y2(* Czy mo»na dostawi¢ hetmana h do ustawionyh ju» hetmanów het *)159



let mozna_dostawi h het =fold_left (fun ok x -> ok && not (szah h x)) true het(* Lista kolejnyh lizb aªkowityh od-do. *)let re ints a b = if a > b then [℄ else a :: ints (a+1) b;;(* Konfiguraje powstaªe przez dostawienie hetmana w kolumnie k. *)let iter p (n, k, l) =let r = filter (fun i -> mozna_dostawi (k, i) l) (ints 1 n)in List.iter (fun i -> p (n, k-1, (k,i)::l)) rend;;Hetmany s¡ ustawiane w kolejnyh kolumnah od prawej do lewej. Rozwi¡zanie jest gotowe,gdy w ka»dej kolumnie stoi hetman. Kolejne kon�guraje powstaj¡ w wyniku ustawieniahetmana w ostatniej pustej kolumnie, we wszystkih miejsah, któryh nie szahuj¡ hetmanystoj¡e ju» na planszy. Zwró¢my uwag�, »e przerywamy sprawdzanie, jak tylko oka»e si�, »ehetmany si� szahuj¡.Dysponuj¡ moduªem Hetman, mo»emy zastosowa¢ do niego funktor SBt_Solver.(* Instanja problemu. *)module H = Bt_Solver (Hetman);;(* Proedura znajduj¡a pewne ustawienie hetmanów. *)let hetman n = H.onesolution (Hetman.empty n);;(* Proedura znajduj¡a ustawienie hetmanów. *)let hetmany n = H.solutions (Hetman.empty n);;hetman 4;;- : Hetman.result = [(1, 3); (2, 1); (3, 4); (4, 2)℄hetmany 4;;- : Hetman.result list =[[(1, 2); (2, 4); (3, 1); (4, 3)℄;[(1, 3); (2, 1); (3, 4); (4, 2)℄℄hetman 8;;- : Hetman.result =[(1, 4); (2, 2); (3, 7); (4, 3); (5, 6); (6, 8); (7, 5); (8, 1)℄hetmany 8;;- : Hetman.result list =[[(1, 5); (2, 7); (3, 2); (4, 6); (5, 3); (6, 1); (7, 4); (8, 8)℄;[(1, 4); (2, 7); (3, 5); (4, 2); (5, 6); (6, 1); (7, 3); (8, 8)℄;[(1, 6); (2, 4); (3, 7); (4, 1); (5, 3); (6, 5); (7, 2); (8, 8)℄;[(1, 6); (2, 3); (3, 5); (4, 7); (5, 1); (6, 4); (7, 2); (8, 8)℄;[(1, 4); (2, 2); (3, 8); (4, 6); (5, 1); (6, 3); (7, 5); (8, 7)℄;[(1, 5); (2, 3); (3, 1); (4, ...); ...℄; ...℄160



Rysunek 2: Przykªadowe ustawienie o±miu hetmanów na szahowniy.16.3 Przykªad: Sudoku�amigªówk� Sudoku de�niujemy w nast�puj¡y sposób: Plansza do Sudoku to kwadrat n×nzªo»ony z mniejszyh kwadratów n × n. W rezultaie, jest to kwadrat zªo»ony z n2 × n2 pól.Sudoku nale»y wypeªni¢ lizbami od 1 do n2, tak »eby w ka»dej kolumnie, ka»dym wierszu, atak»e ka»dym mniejszym kwadraie ka»da lizba wyst�powaªa dokªadnie raz. Cz�±¢ lizb jestju» na swoih miejsah, pozostaªe trzeba odgadn¡¢.
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Rysunek 3: Przykªadowe sudoku dla n = 3.Sudoku reprezentujemy jako dwuwymiarow¡ tabli� lizb, któr¡ b�dziemy stopniowo wy-peªnia¢. Puste miejsa s¡ wypeªnione zerami.module Sudoku_Framework =strutopen List(* Tabliowa reprezentaja ªamigªówki. *)(* Tablia n^2 x n^2 wypeªniona lizbami 0..n^2. *)(* Puste pola s¡ reprezentowane przez zera. *)type sudoku = int array array 161



(* Rozmiar n danego sudoku. *)let size (s:sudoku) = trunate(sqrt (float (Array.length s)))(* Lista kolejnyh lizb aªkowityh od-do. *)let re ints a b = if a > b then [℄ else a :: ints (a+1) b(* Przeksztaªa par� list w list� par � odpowiednik produktu. *)let pairs l1 l2 =flatten (map (fun i-> map (fun j -> (i,j)) l1) l2)(* Lista kolejnyh indeksów sudoku rozmiaru n. *)let indeksy s =let n = size sin ints 0 (n * n - 1)(* Lista yfr, którymi wypeªniamy sudoku. *)let yfry s =let n = size sin ints 1 (n * n)(* Lista par indeksów reprezentuj¡yh jeden "kwadrat". *)let kwadrat s =let n = size sinlet s = ints 0 (n-1)in pairs s s(* Tworzy list� indeksów do pustyh miejs w sudoku. *)let brakujae (s : sudoku) =filter(fun (i,j) -> s.(i).(j) = 0)(pairs (indeksy s) (indeksy s))...W dane puste pole mo»emy wstawi¢ tylko tak¡ lizb�, która nie wyst�puje w danej kolumnie,wierszu i mniejszym kwadraie....(* Sprawdza, zy yfr� k mo»na wstawi¢ w miejsu (i,j). *)let valid_value (s : sudoku) i j k =let valid_olumn i =for_all (fun x -> s.(i).(x) <> k || x = j) (indeksy s)and valid_row j =for_all (fun x -> s.(x).(j) <> k || x = i) (indeksy s)and valid_square i j =let n = size s 162



infor_all(fun (x, y) -> (x, y) = (i,j) || s.(x).(y) <> k)(map (fun (x,y) -> (n*(i/n) + x, n*(j/n) + y)) (kwadrat s))in(valid_olumn i) &&(valid_row j) &&(valid_square i j)(* Wyznaza list� yfr, które mo»na wstawi¢ w miejsu (i,j). *)let valid_values (s : sudoku) i j =filter (valid_value s i j) (yfry s)end;;Rozwi¡zuj¡ sudoku mo»emy poª¡zy¢ bak-traking z wnioskowaniem. Je»eli na podstawiewypeªnionyh pól potra�my wypeªni¢ pewne pola, to nale»y tak zrobi¢. Je±li nie potra�myni wywnioskowa¢, nale»y za pomo¡ bak-trakingu przejrze¢ mo»liwe warto±i wybranegopola.Tak¡ konepj� mo»emy zaimplementowa¢ za pomo¡ funktora. Parametrem funktorajest proedura wnioskuj¡a o niektóryh polah. Wywnioskowane warto±i wstawia ona dotabliy. Jej wynikiem s¡ listy: wypeªnionyh w wyniku wnioskowania pól oraz pól, którenadal pozostaj¡ puste.(* Typ moduªu implementuj¡ego wnioskowanie n.t. sudoku. *)module type SUDOKU_REASONING =sig(* Konfiguraja, to plansza i lista pustyh pól. *)type onfig = Sudoku_Framework.sudoku * (int * int) list(* Wynikiem reason jest lista pól wywnioskowanyh i pozostaªyh pustyh.*) val reason : onfig -> (int * int) list * (int * int) listend;;Funktor na podstawie proedury wnioskowania tworzy instanj� problemu, który jest rozwi¡-zywany za pomo¡ generyznego bak-trakingu. Dodatkowo, w bak-trakingu wybieramydo wypeªnienia pole, na którym mo»e si� znajdowa¢ najmniej mo»liwyh lizb.(* Funktor, który wplata proedur� wnioskowania o sudoku *)(* w bak-traking znajduj¡y rozwi¡zania. *)module Sudoku_BT (R : SUDOKU_REASONING) =strutopen Sudoku_Framework(* Instanja problemu dla bak-trakingu. *)module Problem =strut(* Wynikiem jest plansza sudoku. *)163



type result = sudoku(* Konfiguraja, to plansza i lista pustyh pól. *)type onfig = R.onfig(* Sudoku jest sko«zone, gdy nie ma wolnyh pól. *)let final (s, l) = l = [℄(* Kopia planszy. *)let opy_sudoku s =Array.init (Array.length s) (fun i-> Array.opy s.(i))(* Extrat tworzy kopi� planszy. *)let extrat (s, l) = opy_sudoku s(* Proedura przegl¡daj¡a konfiguraje osi¡galne w jednym kroku. *)(* Wypeªniane jest pierwsze pole z listy pustyh pól. *)let iter p (s, l) =if not (final (s, l)) thenlet (wst, l1) = R.reason (s, l)in beginif not (final (s, l1)) then begin(* Wybierz z listy pozyji do wypeªnienia t� o najmniejszej *)(* lizbie mo»liwyh miejs do wstawienia. *)(* Lista pozyji i mo»liwyh ruhów, posortowana. *)let lr =let mp (x, _, _) (y, _, _) =if x < y then -1 else if x > y then 1 else 0inList.sort mp(List.map(fun (i, j) ->let v = valid_values s i jin (List.length v, (i, j), v))l1)in(* Pole z najkrotsza list¡ mo»liwo±i. *)let (_, (i, j), v) = List.hd lr(* Pozostaªe pola. *)and t = List.map (fun (_, p, _) -> p) (List.tl lr)inList.iter(fun k ->begins.(i).(j) <- k;p (s, t); 164



s.(i).(j) <- 0end)vend else p (s, l1);List.iter (fun (i,j) -> s.(i).(j) <- 0) wstendend(* Instanja rozwi¡zania za pomo¡ bak-trakingu. *)module Solution = Bt_Solver (Problem)(* Proedura znajduj¡a rozwi¡zania dla danej planszy sudoku. *)let sudoku s =Solution.solutions (s, brakujae s)end;;To, »e w pierwszej kolejno±i wypeªniamy pole, dla którego lizba mo»liwyh yfr jest mi-nimalna realizuje dwie dodatkowe strategie optymalizayjne. Po pierwsze, je»eli na planszyjest pole, na którym nie mo»e znajdowa¢ si� »adna yfra, zyli sudoku nie da si� rozwi¡za¢,uinamy wszelkie wywoªania rekurenyjne dla tej kon�guraji. Je»eli na planszy znajduje si�pole, na którym mo»e znajdowa¢ si� tylko jedna yfra, to w pierwszej kolejno±i wstawianajest ta wªa±nie yfra.Prosty bak-traking mo»emy uzyska¢ nie stosuj¡ »adnego wnioskowania:(* Brak wnioskowania o sudoku. *)module NoReasoning =strut(* Konfiguraja, to plansza i lista pustyh pól. *)type onfig = Sudoku_Framework.sudoku * (int * int) list(* Ni nie wnioskujemy. *)let reason (s,l) = ([℄,l)end;;module Sudoku1 = Sudoku_BT (NoReasoning);;Nie jest to jednak zbyt efektywny algorytm, ho¢ wystarzaj¡y do rozwi¡zywania prostyhsudoku dla n = 3.module Reasoning =strutopen Sudoku_Framework(* Konfiguraja, to plansza i lista pustyh pól. *)type onfig = sudoku * (int * int) list(* Sprawdza zy dana warto±¢ wyst�puje na li±ie. *)165



let present x l = List.filter (fun y -> x = y) l <> [℄(* Je»eli w wierszu jest tylko jedno miejse, w którym mo»e *)(* wyst�powa¢ jaka± yfra, to jest tam ona wstawiana. *)let reason_row (s, l) =let hanged = ref trueand puste = ref land wstawione = ref [℄and n = size sinwhile !hanged dohanged := false;(* Kolejne wiersze. *)for i = 0 to n * n - 1 do(* Warto±i, które mog¡ pojawi¢ si� na poszzególnyh miejsah.*) let v =Array.init (n*n)(fun j -> if s.(i).(j) = 0 then valid_values s i j else[s.(i).(j)℄)in(* Przejrzyj kolejne yfry. *)for k = 1 to n * n do(* Sprawd¹, na ilu pozyjah mo»e wyst�powa¢ yfra. *)let jj = List.filter (fun j -> present k v.(j)) (indeksy s)in(* Je±li pozyja yfry jest wyznazona *)(* jednoznaznie, wypeªnij j¡. *)math jj with[j℄ -> if s.(i).(j) = 0 then beginhanged := true;s.(i).(j) <- k;wstawione := (i,j)::!wstawioneend |_ -> ()donedone;(* Korekta listy pustyh pól. *)puste := List.filter (fun (i,j) -> s.(i).(j)=0) (!puste);done;(!wstawione, !puste)(* Je»eli w kolumnie jest tylko jedno miejse, w którym mo»e *)(* wyst�powa¢ jaka± yfra, to jest tam ona wstawiana. *)let reason_ol (s, l) =let hanged = ref trueand puste = ref l 166



and wstawione = ref [℄and n = size sinwhile !hanged do...done;(!wstawione, !puste)(* Je»eli w maªym kwadraie jest tylko jedno miejse, w którym *)(* mo»e wyst�powa¢ jaka± yfra, to jest tam ona wstawiana. *)let reason (s,l) =...end;;module Sudoku2 = Sudoku_BT (Reasoning);;16.4 Obinanie gaª�ziZasadnize znazenie dla zªo»ono±i bak-trakingu ma obinanie gaª�zi nie prowadz¡yhdo interesuj¡yh nas wyników oraz zmniejszenie lizby rozgaª�zie« rekurenyjnyh. Bak-traking ma zwykle koszt wykªadnizy. Zmniejszenie lizby rozgaª�zie« rekurenyjnyh odpo-wiada zmniejszeniu podstawy pot�gi wyra»aj¡ej koszt zasowy.Mo»emy stara¢ si� obina¢ gaª�zie stosuj¡ proste kryteria negatywne. Np. proste warunki,z któryh wynika, »e skonstruowanej z�±i rozwi¡zania nie da si� uzupeªni¢ do poprawnegorozwi¡zania. Je»eli szukamy rozwi¡zania pod jakim± wzgl�dem optymalnego, to mo»emy sta-ra¢ si� oszaowa¢ od doªu koszt rozwi¡za« powstaªyh z rozwini�ia z�±iowego rozwi¡zania.Je»eli koszt ten jest na pewno wi�kszy od kosztu znalezionego ju» rozwi¡zania, to nie wartoprzegl¡da¢ takih gaª�zi.Warto równie» zwrói¢ uwag� na kolejno±¢ rozpatrywania kolejnyh wariantów. Nale»ynajpierw wybiera¢ takie, które maj¡ szans� da¢ lepsze oszaowania, lub lepiej rokuj¡ na roz-wi¡zanie. Wówzas mamy szans� wze±niej znale¹¢ rozwi¡zanie, lub obi¡¢ wi�ej gaª�zi.[[ Przykªad na obinanie na podstawie juz uzyskanyh wyników ℄℄[[ Rozwi¡zanie poz¡tkowe i ko«owe s¡ dane � szukamy kon�guraji w ±rodku. ℄℄
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�wizenia1. Problem obej±ia szahowniy skozkiem.2. Ustawi¢ minimaln¡ lizb� hetmanów szahuj¡yh wszystkie pola na szahowniy,3. Napisz proedur� pierwsze, która dla danej lizby aªkowitej n (n > 1) wyznaza roz-biie n na sum� minimalnej lizby skªadników b�d¡yh lizbami pierwszymi. (Mo»eszzaªo»y¢ prawdziwo±¢ hipotezy Goldbaha.)4. Dany jest (multi-)zbiór kostek domina. Nale»y wyznazy¢ maksymalny ªa«uh, jakimo»na uªo»y¢ z danyh kostek, ozywi±ie zgodnie z zasadami domina. Rozwi¡zaniepowinno mie¢ posta¢ proedury domino : (α× α) list → (α× α) list. Kloki mo»naobraa¢.5. [III OI℄ Mokra robota. Dany jest zestaw nazy« szklanyh o okre±lonyh obj�to±iah.Dla ka»dego z nih wiemy ile hemy, aby byªo do niego nalane wody. Poz¡tkowowszystkie nazynia s¡ napeªnione wod¡. Dozwolone operaje to:
• przelanie aªej zawarto±i jednego nazynia do drugiego, pod warunkiem, »e si�zmie±i,
• dolanie wody do peªna z jednego nazynia do drugiego,
• wylanie wody z nazynia do zlewu.Szukamy takiej sekwenji ruhów, po wykonaniu której we wszystkih nazyniah jesttyle wody, ile hieli±my. (Niekonieznie bak-traking, ale przeszukiwanie przestrzenistanów.)6. [XIV OI℄ Atrakje turystyzne (uproszzone). Mamy n miejsowo±i, ponumerowanyhod 1 do n. Odlegªo±i mi�dzy miejsowo±iami s¡ dane w postai (symetryznej) tabliylizb aªkowityh, o wymiarah n× n.Chemy zwiedzi¢ wszystkie te miejsowo±i, jednak nie w dowolnej kolejno±i. Mamydan¡ list� ogranize« postai [(i1, j1); . . . ; (ik, jk)]. Ogranizenie (i, j) oznaza, »e miasto

i musi by¢ zwiedzone przed miastem j. Mo»esz zaªo»y¢, »e ogranizenia da si� speªni¢.Na poz¡tku wyruszamy z miasta 1, a ko«zymy podró» w mie±ie n. Wyznaz mini-maln¡ drog� jak¡ trzeba przejeha¢, »eby zwiedzi¢ wszystkie miasta.
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Wykªad 17. Tehnika spami�tywania17.1 MapyKonepja mapy/sªownika/funkji z�±iowej.module type MAP =sig(* Mapa z warto±i typu 'a w 'b. *)type ('a,'b) map(* Wyj¡tek podnoszony, gdy badamy warto±¢ spoza dziedziny. *)exeption Undefined(* Pusta mapa. *)val empty : ('a,'b) map(* Predykat harakterystyzny dziedziny mapy. *)val dom : ('a,'b) map -> 'a -> bool(* Zastosowanie mapy. *)val apply : ('a,'b) map -> 'a -> 'b(* Dodanie warto±i do mapy. *)val update : ('a,'b) map -> 'a -> 'b -> ('a,'b) mapend;;Uwaga: Oaml zawiera moduª Map. Implementuje on nie tylko funkjonalno±¢ przedsta-wion¡ tutaj, ale równie» wiele innyh proedur. Cho¢ nazwy niektóryh z nih s¡ inne ni»tutaj.17.1.1 Prosta implementaja proeduralnaMapa to proedura, która punktom z dziedziny przyporz¡dkowuje warto±i, a dla pozostaªyhpunktów podnosi wyj¡tki.module ProMap : MAP =strut(* Mapa z warto±i typu 'a w 'b. *)type ('a, 'b) map = 'a -> 'b(* Wyj¡tek podnoszony, gdy badamy warto±¢ spoza dziedziny. *)exeption Undefined(* Pusta mapa *)let empty = funtion _ -> raise Undefined(* Predykat harakterystyzny dziedziny mapy. *)let dom m x = 169



trylet _ = m xin truewith Undefined -> false(* Zbadanie warto±i w punkie *)let apply m x = m x(* Dodanie warto±i do mapy. *)let update f a v =funtion x ->if a = x then v else f xend;;Jest to ozywi±ie implementaja nieefektywna.17.1.2 Drzewa BSTIdea drzew BST. Do zaimplementowania drzew BST potrzebny jest porz¡dek liniowy okre±lonyna warto±iah, które mog¡ pojawia¢ si� jako kluze. Oaml na ka»dym typie okre±la porz¡dekliniowy.
x

<x >xStruktura danyh. W�zeª ma ztery argumenty: kluz, warto±¢, lewe i prawe poddrzewo.module BstMap : MAP =strut(* Mapa z warto±i typu 'a w 'b. *)type ('a, 'b) map =Empty |Node of ('a * 'b * ('a, 'b) map * ('a, 'b) map)(* Wyj¡tek podnoszony, gdy badamy warto±¢ spoza dziedziny. *)exeption Undefined(* Pusta mapa to puste drzewo *)let empty = Empty(* Znajd¹ poddrzewo o zadanym kluzu *)(* (je±li nie ma, to wynikiem jest puste drzewo). *)170



let re find tree key =math tree withEmpty -> Empty |Node (k, _, l, r) ->if key = k then treeelse if key < k then find l keyelse find r key(* Zastosowanie mapy. *)let apply m k =math find m k withEmpty -> raise Undefined |Node (_, v, _, _) -> v(* Sprawdzenie, zy punkt nale»y do dziedziny *)let dom m x =trylet _ = apply m xin truewithUndefined -> false(* Zmiana warto±i mapy w punkie *)let re update tree key value =math tree withEmpty -> Node (key, value, Empty, Empty) |Node (k, v, l, r) ->if key = k thenNode (key, value, l, r)else if key < k thenNode (k, v, update l key value, r)elseNode (k, v, l, update r key value)end;;Pesymistyzna zªo»ono±¢ operaji na drzewie BST jest proporjonalna do wysoko±i drzewa,zyli w najgorszym przypadku jest rz�du O(n). Je±li jednak wstawiane warto±i s¡ losowe, to±rednia wysoko±¢ drzewa jest du»o mniejszego rz�du: O(log n).S¡ te» zrównowa»one wersje drzew BST (np. AVL), które zawsze gwarantuj¡, »e wysoko±¢drzewa jest rz�du O(log n).17.2 Tehnika spami�tywaniaMaj¡ do dyspozyji mapy mo»emy zapisa¢ rozwi¡zanie w sposób rekurenyjny, unikaj¡ jed-nak wielokrotnyh wywoªa« rekurenyjnyh dla tyh samyh warto±i argumentów. Korzy-stamy w tym elu z tehniki spami�tywania. Tehnika ta polega na pami�taniu wszystkih171



oblizonyh uprzednio rozwi¡za« podproblemów. Jest to skrzy»owanie rozwi¡zania rekuren-yjnego i programowania dynamiznego, o którym powiemy dokªadniej w kolejnym wykªadzie.Zobazmy, jak wygl¡da zastosowanie opisanej tehniki do oblizania lizb Fibonaiego:let tab = ref empty;;let re fib n =if dom !tab n thenapply !tab nelselet wynik = if n < 2 then n else fib (n-1) + fib (n-2)in begintab := update !tab n wynik;wynikend;;Shemat spami�tywania jest dosy¢ uniwersalny: W implementaji rekurenyjnej, ilekro¢hemy wywoªa¢ rekurenyjnie proedur� rozwi¡zuj¡¡ podproblem, sprawdzamy, zy ju» takiewywoªanie nie miaªo miejsa, a je»eli tak, to pobieramy oblizony wze±niej wynik. Mo»emyzaimplementowa¢ o± w rodzaju �otozki�, która �ltruje wywoªania proedur. Mehanizmten mo»emy wyªuska¢ i przedstawi¢ w postai proedury wy»szego rz�du. Parametrami tejproedury s¡: tablia u»yta do spami�tywania, spami�tywana funkja i jej argument.let memoize tab f x =if dom !tab x thenapply !tab xelselet wynik = f xin begintab := update !tab x wynik;wynikend;;Ponownie, proedur� oblizaj¡a lizby Fibonaiego mo»emy zapisa¢ nast�puj¡o:let fib =let tab = ref emptyinlet re f n =memoize tab (funtion n ->if n < 2 then n else f (n-1) + f (n-2)) nin f;;17.3 Problem NWP i algorytm
• Problem najdªu»szego wspólnego podi¡gu.
• Uogólnienie problemu na pre�ksy danyh podi¡gów.
• Wªasno±¢ podproblemu, zale»no±i mi�dzy rozwi¡zaniami podproblemów.172



� Je±li xi = yj, to dªugo±¢ nwp(i, j) = nwp(i− 1, j − 1) + 1.� Je±li ostatni wyraz nwp jest ró»ny od xi, to nwp(i, j) = nwp(i− 1, j).� Je±li ostatni wyraz nwp jest ró»ny od yj, to nwp(i, j) = nwp(i, j − 1).� Funkja nwp jest monotonizna wzgl�dem obydwu wspóªrz�dnyh.� St¡d, je±li xi 6= yj, to nwp(i, j) = max(nwp(i− 1, j), nwp(i, j − 1)).� Warunki brzegowe � zero.
• Algorytm � tabela rozwi¡za« dla podproblemów i jej wypeªnianie.
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in (x.(i-1)::, l+1)elselet (1, l1) = pom (i-1, j)and (2, l2) = pom (i, j-1)inif l1 > l2 then (1, l1) else (2, l2)) (i, j)inlet (w, _) = pom (length iag_x, length iag_y)in rev w;;nwp ["A"; "B"; "C"; "B"; "D"; "A"; "B"℄["B"; "D"; "C"; "A"; "B"; "A"℄;;["B"; "D"; "A"; "B"℄
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LaboratoriumRozszerz implementaj� drzew BST o nast�puj¡e operaje:
• segment_min s a b obliza minimalny element x nale»¡y do s taki, »e a ≤ x ≤ b (je±librak takiego elementu, nale»y podnie±¢ wyj¡tek Undefined),
• segment_max s a b obliza maksymalny element x nale»¡y do s taki, »e a ≤ x ≤ b(je±li brak takiego elementu, nale»y podnie±¢ wyj¡tek Undefined),
• segment_size s s b obliza lizb� takih elementów x nale»¡yh do s, »e a ≤ x ≤ b,
• find_nth s r znajduje w s element o randze r, tzn. r-ty o do wielko±i.Wszystkie te operaje powinny dziaªa¢ w zasie proporjonalnym do wysoko±i drzewa. Czas2 tygodnie, 3 punkty.�wizenia1. Napisz proedur�, która przeksztaªa dane drzewo binarne w wywa»one drzewo binarne,zahowuj¡ kolejno±¢ elementów w porz¡dku in�ksowym.2. Jaka jest minimalna lizba monet potrzebna do wydania n zª reszty, przyjmuj¡, »e wobroie s¡ dost�pne monety o zadanyh (w postai listy) nominaªah?3. Na ile sposobów mo»na wyda¢ n zª reszty przyjmuj¡, »e w obroie s¡ dost�pne monetyo zadanyh (w postai listy) nominaªah.4. [XII OI, Banknoty℄ W bankomaie znajduj¡ si� banknoty o nominaªah b1, b2, . . . , bn,przy zym banknotów o nominale bi jest w bankomaie ci. Jak wypªai¢ zadan¡ kwot�u»ywaj¡ jak najmniejszej lizby banknotów?5. Napisz proedur�, która dla danego i¡gu lizb wyznazy jego najdªu»szy rosn¡y pod-i¡g.6. Napisz proedur� pierwsze, która dla danej lizby aªkowitej n (n > 1) wyznaza rozbi-ie n na sum� minimalnej lizby skªadników b�d¡yh lizbami pierwszymi. (Tym razemnie zakªadaj prawdziwo±i hipotezy Goldbaha.)7. Dana jest liniowa plansza z polami ponumerowanymi od 1 do n, obdarzonymi rzezywi-stymi wagami a1, a2, . . . , an. Na polu 1 stoi pionek, który mo»e porusza¢ si� po planszyskokami wprzód lub w tyª na odlegªo±¢ nieprzekrazaj¡¡ k, a» zatrzyma si� de�nitywniena polu n (pionek mo»e odwiedzi¢ pola 1 i n wi�ej ni» raz). Ka»de pole, na którymstanie pionek jest zbite.Napisa¢ funkj� hoki, która dla danego k oraz listy (a1a2 . . . an) zwrói maksymaln¡mo»liw¡ sum� wag pól niezbityh.
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Wykªad 18. Programowanie dynamizne18.1 Implementaja imperatywna, z wykorzystaniem tabliW przypadku problemu najdªu»szego wspólnego podi¡gu, mo»emy spami�tywanie zaimple-mentowa¢ wprost, gdy» najistotniejszym wynikiem jest tablia, która powstaje w trakie ob-lize«.let nwp iag_x iag_y =if (iag_x = [℄) || (iag_y = [℄) then [℄ elselet n = length iag_xand m = length iag_yand x = Array.of_list ((hd iag_x)::iag_x)and y = Array.of_list ((hd iag_y)::iag_y)in(* a.(i).(j) = length (nwp [x_1;..;x_i℄ [y_1;..;y_j℄) *)let a = Array.make_matrix (n+1) (m+1) 0in(* Rekonstrukja nwp na podstawie tabliy dªugo±i. *)let re rekonstrukja a i j =if i = 0 or j = 0 then aelse if x.(i) = y.(j) thenrekonstrukja (x.(i)::a) (i-1) (j-1)else if a.(i).(j) = a.(i-1).(j) thenrekonstrukja a (i-1) jelserekonstrukja a i (j-1)inbegin(* Wypeªnienie tabliy a *)for i = 1 to n dofor j = 1 to m doif x.(i) = y.(j) then(* Odpowiadaj¡e sobie elementy i¡gów s¡ równe. *)a.(i).(j) <- a.(i-1).(j-1) + 1else(* Wybór wariantu realizuj¡ego dªu»szy podi¡g. *)a.(i).(j) <- max a.(i-1).(j) a.(i).(j-1)donedone;(* Rekonstrukja wyniku. *)rekonstrukja [℄ n mend;;nwp ["A"; "B"; "C"; "B"; "D"; "A"; "B"℄ ["B"; "D"; "C"; "A"; "B"; "A"℄;;
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18.2 Implementaja NWP oparta o mapy
• Gªówna proedura:let nwp iag_x iag_y =leta = zbuduj_tablie1 iag_x iag_yinodtworz_podiag1 a iag_x iag_y;;
• Budowa tabliy:let dlugos u v w x y =if x = y thenv + 1elsemax u w;;let zbuduj_tablie iag_x iag_y =(* Dodaje kolejny wiersz tabliy,y= rozpatrywany element i¡gu y, j = nr wiersza. *)let dodaj_wiersz tablia y j =let (t, _) =fold_left(fun (tab, i) x ->let u = apply tab (j, i-1)and v = apply tab (j-1, i-1)and w = apply tab (j-1, i)in(update tab (j, i) (dlugos u v w x y), i+1))(update tablia (j, 0) 0, 1)iag_xin tin(* Pierwszy wiersz tabliy � same zera *)let pierwszy n = 177



let (a, _) =fold_left(fun (a, i) _ -> (update a (0, i) 0, i+1))(update empty (0, 0) 0, 1)iag_xin a(* Budowanie tabliy,yl= pozostale elementy i¡gu y, j = nr wiersza. *)and buduj a yl =let (w, _) =fold_left (fun (a, j) y -> (dodaj_wiersz a y j, j+1)) (a, 1) ylin winbuduj (pierwszy (length iag_x)) iag_y;;
• Rekonstrukja podi¡gu:(* Rekonstrukja i¡gu na podstawie tabliy *)let odtworz_podiag tablia iag_x iag_y =let re odtworz akumulator tab iag_x iag_y i j =math iag_x with[℄ -> akumulator |(x::tx) ->math iag_y with[℄ -> akumulator |(y::ty) ->if x = y thenodtworz (x::akumulator) tab tx ty (i-1) (j-1)elselet u = apply tab (j, i-1)and w = apply tab (j-1, i)inif u > w thenodtworz akumulator tab tx iag_y (i-1) jelse 178



odtworz akumulator tab iag_x ty i (j-1)inodtworz [℄ tablia(rev iag_x) (rev iag_y)(length iag_x) (length iag_y);;18.3 Efektywna funkyjna implementaja NWP, efektywna, az skompli-kowana
• Struktura tabliytype array = { value : int; up : array; upleft : array; left : array };;let re zero = { value = 0; up = zero; upleft = zero; left = zero };;
• Wypeªnianie tabliy(* A[i, j℄ = dªugo±¢ najdªu»szego wspólnego podi¡gu *)(* (x_1, ..., x_i) i (y_1, ..., y_j). *)(* Tablia jest reprezentowana w postai odwróonej listy *)(* odwróonyh list i uzupeªniona stra»nikami równymi 0. *)let zbuduj_tablie iag_x iag_y =(* Dodaje kolejny wiersz tabliy,y= rozpatrywany element i¡gu y.*)let dodaj_wiersz tab y =let re dodawaj tab_up lista =math lista with[℄ -> zero |(x::t) ->let tab_upleft = tab_up.leftinlet tab_left = dodawaj tab_upleft tinlet v = dlugos tab_left.valuetab_upleft.valuetab_up.valuex yin 179



{ value = v;left = tab_left;upleft = tab_upleft;up = tab_up}indodawaj tab (rev iag_x)infold_left dodaj_wiersz zero iag_y;;
• Odtworzenie i¡gu na podstawie tabliy dªugo±ilet odtworz_podiag tablia iag_x iag_y =let re odtworz akumulator tab iag_x iag_y =math iag_x with[℄ -> akumulator |(x::tx) ->math iag_y with[℄ -> akumulator |(y::ty) ->if x = y thenodtworz (x::akumulator) tab.upleft tx tyelselet lv = tab.left.valueand uv = tab.up.valueinif lv > uv thenodtworz akumulator tab.left tx iag_yelseodtworz akumulator tab.up iag_x tyinodtworz [℄ tablia (rev iag_x) (rev iag_y);;
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�wizenia1. Dana jest dwuwymiarowa kwadratowa szahownia o rozmiarah n× n wypeªniona do-datnimi lizbami aªkowitymi, po której b�dziemy si� porusza¢ startuj¡ z lewego gór-nego rogu (komórka o indeksah .(0).(0)). Dozwolone posuni�ia to:
• przej±ie na s¡siednie lewe pole � zmniejszenie drugiego indeksu,
• przej±ie na s¡siednie prawe pole � zwi�kszenie drugiego indeksu,
• przej±ie na s¡siednie dolne pole � zwi�kszenie pierwszego indeksu.Celem jest doj±ie do prawego dolnego rogu (komórka o indeksah .(n− 1).(n− 1)) tak,aby suma lizb na odwiedzonyh polah byªa jak najmniejsza.Napisz proedur� przejscie : int array array → int, która dla danej szahowniyobliza najmniejsz¡ mo»liw¡ sum� pól odwiedzonyh w trakie takiego przej±ia.2. [XII OI℄ Ulie miasta tworz¡ szahowni� � prowadz¡ z póªnoy na poªudnie, lub zewshodu na zahód, a ka»da ulia prowadzi na przestrzaª przez aªe miasto � ka»daulia biegn¡a z póªnoy na poªudnie krzy»uje si� z ka»d¡ uli¡ biegn¡¡ ze wshoduna zahód i vie versa. Ulie prowadz¡e z póªnoy na poªudnie s¡ ponumerowane od1 do n, w kolejno±i z zahodu na wshód. Ulie prowadz¡e ze wshód na zahód s¡ponumerowane od 1 do m, w kolejno±i z poªudnia na póªno. Ka»de skrzy»owanie i-tej uliy biegn¡ej z póªnoy na poªudnie i j-tej uliy biegn¡ej ze wshodu na zahódoznazamy par¡ lizb (i, j) (dla 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m).Po uliah miasta kursuje autobus. Zazyna on tras� przy skrzy»owaniu (1, 1), a ko«-zy przy skrzy»owaniu (n,m). Ponadto autobus mo»e jeha¢ uliami tylko w kierunkuwshodnim i/lub póªnonym.Przy niektóryh skrzy»owaniah znajduj¡ si� pasa»erowie ozekuj¡y na autobus. Roz-mieszzenie pasa»erów jest dane w postai listy l trójek postai (i, j, k). Ka»da takatrójka oznaza, »e przy skrzy»owaniu (i, j) zeka k pasa»erów.Napisz proedur� autobus, która na podstawie lizb n,m oraz listy l oblizy maksymaln¡lizb� pasa»erów, któryh mo»e zabra¢ autobus. Zakªadamy, »e w autobusie zmie±i si�dowolna lizba pasa»erów.3. [CLR, ¢w. 16-4℄ Firma planuje zorganizowa¢ przyj�ie. Hierarhia stanowisk w �rmiema struktur� drzewa (ogólnego). Ka»dy praownik harakteryzuje si� pewn¡ �towarzy-sko±i¡� wyra»on¡ lizb¡ dodatni¡. Napisz program, który dobierze go±i tak, aby:
• na przyj�iu nie byª obeny bezpo±redni przeªo»ony »adnego z go±i,
• suma wspóªzynników towarzysko±i go±i byªa maksymalna.Jak zapewni¢, aby szef �rmy byª na przyj�iu?type tree = Node of (int * tree list);;let re impreza (Node (wsp, sons)) =let lp = map impreza sonsin 181



fold_left (fun (z, bez) (x, y) -> (z + y, bez + max x y))(wsp, 0) lp;;4. Dana jest deklaraja typu:type 'a drzewo =Node of 'a * 'a drzewo * 'a drzewo |LeafNapisz proedur� ±rodek :'a drzewo -> 'a drzewo, która znajduje w zadanym drze-wie taki w�zeª (Node), dla którego maksymalna spo±ród jego odlegªo±i od li±i jest jaknajmniejsza. Wynikiem tej proedury powinno by¢ poddrzewo zakorzenione w wyzna-zonym w�¹le.Co si� zmieni, je»eli b�dziemy hieli znale¹¢ wierzhoªek, dla którego minimalna spo±ródjego odlegªo±i do li±ii jest jak najwi�ksza?5. [XVI OI, zadanie Konduktor ℄ Poi¡g na trasie zatrzymuje si� na n stajah, ponumero-wanyh od 0 do n−1. Dana jest tablia a, taka »e a.(i).(j) (dla 0 ≤ i < j < n) jest równelizbie pasa»erów, którzy wsiadaj¡ na staji i i wysiadaj¡ na staji j. Mo»esz wybra¢ kmomentów (mi�dzy kolejnymi stajami), kiedy konduktor sprawdza bilety. Obliz, jakajest maksymalna lizba pasa»erów, którym zostan¡ sprawdzone bilety.6. Dana jest dwuwymiarowa tablia a wypeªniona nieujemnymi lizbami aªkowitymi. Re-prezentuje ona map� prostok¡tnego lasu, a warto±i tabliy odpowiadaj¡ lizbie drzew ro-sn¡yh w ró»nyh miejsah. Napisz proedur� prostok¡t : int array → int → int,która dla zadanej tabliy a oraz lizby k znajdzie w obr�bie tabliy (lasu) taki prostok¡t,który:
• zawiera przynajmniej k drzew, tzn. suma elementów tabliy w prostok¡ie jest ≥ k,
• obwód prostok¡ta jest minimalny.Wynikiem proedury powinien by¢ obwód tego prostok¡ta. Podaj zªo»ono±¢ zasow¡ ipami�iow¡ swojego rozwi¡zania.Prostok¡t o dolnym lewym rogu (x1, y1) i górnym prawym (x2, y2) zawiera wszystkieelementy tabliy a.(i).(j) dla x1 ≤ i ≤ x2, y1 ≤ j ≤ y2, oraz ma obwód 2 · (x2 − x1 +

1) + 2 · (y2 − y1 + 1).7. [XV OI, zadanie Kupno gruntu℄ Dana jest kwadratowa tablia n × n nieujemnyhlizb aªkowityh a, oraz dodatnia lizba aªkowita k. Napisz proedur� prostokat :
int array array → int → (int ∗ int) ∗ (int ∗ int), która dla tabliy a i lizby
k znajdzie taki prostok¡tny obszar w obr�bie tej tabliy, »e suma lizb z tego ob-szaru jest mi�dzy k, a 2k. �i±le mówi¡, je±li prostokat a k = ((x1, y1), (x2, y2)),to k ≤∑x2

i=x1

∑y2

j=y1
a.(i).(j) ≤ 2k. Mo»esz zaªo»y¢, »e taki obszar istnieje.8. Dana jest deklaraja typu drzew binarnyh:type α drzewo = Puste | W�zeª of α * α drzewo * α drzewo;;182



Dla ka»dego w�zªa w drzewie de�niujemy jego odhylenie: patrzymy na ±ie»k� pro-wadz¡¡ od korzenia do danego w�zªa, odhylenie to ró»nia mi�dzy lizb¡ kraw�dziid¡yh w prawo, a lizb¡ kraw�dzi id¡yh w lewo na tej ±ie»e. Je»eli kraw�dzi id¡-yh w lewo jest wi�ej, to odhylenie jest lizb¡ ujemn¡. Szeroko±i¡ drzewa nazwiemyró»ni� mi�dzy maksymalnym i minimalnym odhyleniem jego w�zªów. (Przyjmujemy,»e puste drzewo ma szeroko±¢ 0.)Napisz proedur� szerokosc : α drzewo→ int oblizaj¡¡ szeroko±¢ drzewa.9. [X OI, zadanie Pªytki drukowane℄ Firma Bajtel rozpozyna produkj� elektroniznyhukªadów szeregowo-równolegªyh. Ka»dy taki ukªad skªada si� z z�±i elektroniznyh,poª¡ze« mi�dzy nimi oraz dwóh poª¡ze« doprowadzaj¡yh pr¡d. Ukªad szeregowo-równolegªy mo»e skªada¢ si� z:
• pojedynzej z�±i,

e

• kilku mniejszyh ukªadów szeregowo-równolegªyh poª¡zonyh szeregowo,. . .
• dwóh z�±i rozgaª�ziaj¡yh ª¡z¡yh równolegle kilka mniejszyh ukªadów szeregowo-równolegªyh.

e e...Ukªady s¡ montowane na dwustronnyh pªytkah drukowanyh. Problem polega naustaleniu, które poª¡zenia powinny znale¹¢ si� na górnej, a które na dolnej stroniepªytki. Ze wzgl�dów tehniznyh, jak najwi�ej poª¡ze« powinno znale¹¢ si� na dolnejstronie pªytki, jednak do ka»dej z�±i musi dohodzi¢ przynajmniej jedno poª¡zenieznajduj¡e si� na górnej stronie pªytki.Struktura ukªadu szeregowo-równolegªego jest opisana za pomo¡ warto±i nast�puj¡-ego typu:type ukªad =Element |Szeregowo of ukªad list |Równolegle of ukªad list;;Napisz proedur� pªytki : ukªad → int, która dla danego ukªadu wyznazy minimaln¡lizb� poª¡ze«, które musz¡ by¢ umieszzone na górnej stronie pªytki.10. [BOI'2003, przeformuªowane℄ Tomio he zrobi¢ model drzewa (aykliznego nieskiero-wanego grafu spójnego) z nitki i szklanyh koralików i to taki, w którym koraliki tegosamego koloru nie s¡siaduj¡ ze sob¡. Nitk� ju» ma, ale koraliki musi kupi¢ za swoje kie-szonkowe. Ceny koralików ró»nyh kolorów s¡ ró»ne, dla ka»dego dodatniego aªkowitego183



n w sprzeda»y s¡ koraliki jednego koloru w enie n gr za koralik. Tomio zastanawia si�z jakih koralików zrobi¢ model drzewa, tak aby wyda¢ jak najmniej.Opis drzewa ma posta¢ struktury listowej, w której ka»dy w�zeª to lista jego synów.Napisz proedur� koraliki, która na podstawie opisu drzewa oblizy minimalny kosztkoralików potrzebnyh do wykonania jego modelu.Uwaga: Dwa kolory wystarz¡ do wykonania modelu, ale nie daj¡ minimalnego kosztu.11. [IX OI℄ Zadanie �Waga�. Dany jest zestaw odwa»ników. Czy mo»na na szalkah wagipoªo»y¢ z�±¢ odwa»ników tak, »eby waga nadal byªa zrównowa»ona? Je±li tak, to jakinaji�»szy odwa»nik mo»na przy tym u»y¢?12. [IX OI℄ Zadanie �Nawiasy�. Dane jest wyra»enie postai x1 ± x2 ± · · · ± xn. Na ileró»nyh sposobów mo»na uzyska¢ wyra»enie równowa»ne danemu wstawiaj¡ nawiasydo wyra»enia x1 − x2 − · · · − xn? Uwaga: wstawiamy n − 1 par nawiasów w peªniokre±laj¡ kolejno±¢ wykonywania odejmowa«.13. [XI OI℄ Zadanie �Sznurki�. Interesuj¡ nas modele drzew (spójnyh grafów aykliznyh)wykonane ze sznurka. Ka»de drzewo skªada si� z wierzhoªków i pewnej lizby kraw�dziª¡z¡yh ró»ne wierzhoªki. Ten sam wierzhoªek mo»e by¢ poª¡zony z wieloma innymiwierzhoªkami. Wierzhoªki grafów maj¡ by¢ modelowane przez w�zªy zawi¡zane nakawaªkah sznurka, a kraw�dzie przez odinki sznurka pomi�dzy w�zªami. Ka»dy w�zeªmo»e by¢ wynikiem zasuplenia kawaªka sznurka lub zwi¡zania w tym samym miejsuwielu kawaªków. Ka»da kraw�d¹ ma dªugo±¢ 1. Dªugo±¢ sznurka u»ytego do zrobieniaw�zªów jest pomijalna.Chemy zoptymalizowa¢ lizb� i dªugo±¢ kawaªków sznurka u»ytyh do wykonania mo-delu drzewa:
• w pierwszym rz�dzie nale»y zminimalizowa¢ lizb� potrzebnyh kawaªków sznurka,
• zakªadaj¡, »e lizba kawaªków sznurka jest minimalna, nale»y zminimalizowa¢ dªu-go±¢ najdªu»szego kawaªka sznurka.
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Wykªad 19. Kody Hu�mana i algorytmy zahªanne19.1 Rodzaje kodów
• Kody staªej dªugo±i (np. ASCII).
• Kody zmiennej dªugo±i (np. Morse'a).
• Problem separatora � kody pre�ksowe.Przykªad: [SICP℄ Kod zmiennej dªugo±i mo»e by¢ efektywniejszy ni» kod staªej dªu-go±i.A 000 C 010 E 100 G 110B 001 D 011 F 101 H 111Przy takim kodowaniu, wiadomo±¢:BACADAEAFABBAAAGAHjest zakodowana jako i¡g 54 bitów:001000010000011000100000101000001001000000000110000111A 0 C 1010 E 1100 G 1110B 100 D 1011 F 1101 H 1111Przy takim kodowaniu, ta sama wiadomo±¢ jest zakodowana jako:100010100101101100011010100100000111001111Ten i¡g skªada si� z 42 bitów, a wi�, w porównaniu z kodem staªej dªugo±i przedsta-wionym powy»ej, oszz�dza ok. 20% pami�i.
• Problem zde�niowania optymalnego kodu pre�ksowego przy znanyh (wzgl�dnyh) z�-sto±iah wyst�powania znaków.
• Reprezentaja optymalnego kodowania w postai regularnego drzewa binarnego.Przykªad: Kod z poprzedniego przykªadu mo»emy przedstawi¢ jako drzewo. To »ekod jest pre�ksowy odpowiada temu, »e kodowane znaki odpowiadaj¡ li±iom.
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19.2 Algorytm Hu�manaAlgorytm Hu�mana polega na budowaniu drzewa kodowania od li±i do korzenia. Na poz¡tkuznamy zbiór li±i � jest to zbiór wszystkih kodowanyh znaków.W ka»dym kolejnym kroku wybieramy dwa elementy o najmniejszyh z�sto±iah wyst�-powania i sklejamy je, tak »e ih kody b�d¡ si� ró»ni¢ ostatnim bitem. Tak powstaªy nowyelement zast�puje sklejone elementy, a jego z�sto±¢ wyst�powania jest równa sumie z�sto±iwyst�powania sklejonyh elementów.Algorytm ko«zymy, gdy zostanie nam ju» tylko jeden element � drzewo kodowania.Przykªad: Prze±led¹my dziaªanie algorytmu dla przykªadowyh danyh.
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(C, 1) (D, 1) (E, 1) (F, 1) (G, 1) (H, 1)Dowód poprawno±i:Lemat [CLR℄ Nieh C b�dzie alfabetem, a ka»dy znak c ∈ C wyst�puje f(c) razy. Nieh
x i y b�d¡ par¡ znaków z C o najmniejszej lizbie wyst¡pie«. Istnieje wtedy optymalny kodpre�ksowy dla C, w którym kody dla x i y maj¡ t� sam¡ dªugo±¢ i ró»ni¡ si� tylko ostatnimbitem.Dowód: Rozwa»my pewne optymalne kodowanie. Nieh b i c b�d¡ dwoma s¡siednimi li±¢mio maksymalnej gª�boko±i hb = hc. Bez straty ogólno±i mo»emy zaªo»y¢, »e f(b) ≤ f(c) oraz
f(x) ≤ f(y). Ponadto mamy f(x) ≤ f(b) i f(y) ≤ f(c), a gª�boko±i x i y nie przekrazaj¡gª�boko±i b i c, hx, hy ≤ hb = hc. Zamieniamy b z x i c z y. Dªugo±¢ kodu zmienia si� o:

f(x)(hb − hx) + f(y)(hc − hy) + f(b)(hx − hb) + f(c)(hy − hc) =

(f(x) − f(b))(hb − hx) + (f(y) − f(c))(hc − hy) ≤ 0Tak powstaªe drzewo daje nie gorsze kodowanie, a wi� równie» optymalne.Lemat Nieh C b�dzie alfabetem, f b�dzie funkj¡ okre±laj¡¡ z�sto±¢ wyst�powania sym-boli, x i y b�d¡ ró»nymi symbolami o najmniejszyh z�sto±iah wyst�powania. Nieh zb�dzie nowym symbolem. Przyjmijmy f(z) = f(x) + f(y). Nieh T b�dzie regularnym drze-wem binarnym odpowiadaj¡ym optymalnemu kodowaniu dla alfabetu (C \ {x, y}) ∪ {z} i f .187



Wówzas drzewo T ′ powstaªe przez dodanie do wierzhoªka z synów x i y jest optymalnymdrzewem kodowania dla C i fDowód: Gdyby T ′ nie byªo optymalne, to istniaªoby lepsze drzewo kodowania, w którym xi y byliby bra¢mi. Oznazaj¡ ih oja przez z i usuwaj¡ je uzyskaliby±my drzewo kodowanialepsze od T , o nie jest mo»liwe.Z tyh dwóh lematów wynika natyhmiast poprawno±¢ algorytmu.19.3 Implementaja algorytmu Hu�manaZgodnie z poprzednim opisem implementujemy algorytm Hu�mana:let huffman l =let re proess ol =if huff_size ol = 1 thenhuff_first olelselet t1 = huff_first oland ol1 = huff_remove olinlet t2 = huff_first ol1and ol2 = huff_remove ol1inproess (huff_put ol2 (merge t1 t2))inproess (make_huff_ol l);;Zakªadamy tu, »e elementy listy l s¡ posortowane niemalej¡o wg z�sto±i wyst�powania. Ko-rzystamy tu z drzew Hu�mana z operaj¡ merge oraz kolejek priorytetowyh drzew Hu�mana,z operajami: make_huff, huff_size, huff_first, huff_put i huff_remove.19.4 Implementaja drzew Hu�manatype 'a huff_tree =Letter of ('a * float) |Node of ('a huff_tree * 'a huff_tree * float);;let frequeny (t : 'a huff_tree) =math t withLetter (_, f) -> f |Node (_, _, f) -> f;;let merge t1 t2 = Node (t1, t2, frequeny t1 +. frequeny t2);;
188



19.5 Implementaja kolekji drzew Hu�manatype 'a huff_ol = 'a huff_tree fifo * 'a huff_tree fifo;;let make_huff_ol l =(fold_left (fun q x -> put q (Letter x)) empty_queue l, empty_queue);;let huff_size ((q1, q2): 'a huff_ol) = size q1 + size q2;;let huff_put ((q1, q2): 'a huff_ol) t =((q1, put q2 t): 'a huff_ol);;let huff_first ((q1, q2): 'a huff_ol) =if q1 = empty_queue then first q2 elseif q2 = empty_queue then first q1 elselet f1 = first q1and f2 = first q2inif frequeny f1 <= frequeny f2 then f1 else f2;;let huff_remove ((q1, q2): 'a huff_ol) =if q1 = empty_queue then (q1, remove q2) elseif q2 = empty_queue then (remove q1, q2) elselet f1 = first q1and f2 = first q2inif frequeny f1 <= frequeny f2 then(remove q1, q2)else((q1, remove q2): 'a huff_ol);;Zasymuluj dziaªanie algorytmu Hu�mana pokazuj¡ zawarto±¢ kolejek implementuj¡yh ko-lekj� drzew.19.6 Shemat programowania zahªannego
• szukamy pewnego rozwi¡zania optymalnego, robimy to za pomo¡ i¡gu wyborów (�lo-kalnyh�) kolejnyh elementów rozwi¡zania; analogia ze stert¡ egieª i zbudowaniem jaknajwi�kszego domu z 1000 egieª,
• wªasno±¢ wyboru zahªannego � i¡g wyborów optymalnyh lokalnie prowadzi nas dorozwi¡zania optymalnego globalnie,
• je±li konstruujemy optymalne rozwi¡zanie przez dokonywanie kolejnyh wyborów, totak¡ wªasno±¢ zwykle dowodzimy indukyjnie: pokazujemy, »e je±li istnieje rozwi¡zanieoptymalne zgodne z dokonanymi do tej pory wyborami, to istnieje rozwi¡zanie opty-malne zgodne równie» z kolejnym wyborem (wlizaj¡ w to sytuaj�, gdy dokonujemypierwszego wyboru), 189



• je±li konstruujemy programy zgodnie z zasad¡ �dziel i zwyi�»aj�, to zwykle wªasno-±i zahªannego wyboru dowodzimy w opariu o wªasno±¢ optymalnej podstruktury �optymalne rozwi¡zanie jest funkj¡ optymalnyh rozwi¡za« podproblemów i ª¡z¡egoje zahªannego wyboru,
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�wizenia1. i¡gªy problem pleakowy,2. [CLR℄ p. 17.1, problem wyboru zaj�¢ (historyjka o kinomanie i jak najwi�kszej lizbie�lmów do obejrzenia),3. Dany jest zbiór odinków na prostej. Jaka jest minimalna lizba gwo¹dzi, za pomo¡któryh mo»na je przybi¢ do prostej? Ka»dy odinek musi by¢ przybity przynajmniejjednym gwo¹dziem. 34. [CLR℄ ¢w 17.2-4, problem tankowania na stajah benzynowyh,5. W trakie wakaji n informatyków pojehaªo razem na obóz informatyzny. Zamieszkalioni w domkah kempingowyh stoj¡yh wzdªu» prostej drogi. Firma telekomunika-yjna he im zapewni¢ dost�p do Internetu rozstawiaj¡ wzdªu» drogi nadajniki sieibezprzewodowej. Jeden nadajnik mo»e obsªugiwa¢ o najwy»ej k domków znajduj¡yhsi� od niego w odlegªo±i o najwy»ej r. Napisz proedur� wakaje : int → int →
int list → int, która na podstawie lizb k i r, oraz listy wspóªrz�dnyh domkówoblizy minimaln¡ lizb� potrzebnyh nadajników.6. [XII OI℄ Bajtazar postanowiª poleie¢ na Marsa, aby zwiedzi¢ istniej¡e tam staje ba-dawze. Wszystkie staje na Marsie le»¡ na okr�gu. Bajtazar l¡duje w jednej z nih, anast�pnie porusza si� za pomo¡ spejalnego pojazdu, który jest nap�dzany odpowied-nim paliwem. Litr paliwa starza na metr jazdy. Zapasy paliwa s¡ jednak niewielkie,ró»ne jego ilo±i znajduj¡ si� w ró»nyh stajah. Bajtazar mo»e tankowa¢ paliwo nastaji, na której w danym momenie si� znajduje, nie wi�ej jednak, ni» dost�pna tamjego ilo±¢ (pojemno±¢ baku jest nieogranizona). Musi mu to wystarzy¢ na dojazd donast�pnej staji. Bajtazar musi zdeydowa¢, gdzie powinien wyl¡dowa¢, tak »eby mógªzwiedzi¢ wszystkie staje. Na konie Bajtazar musi wrói¢ do staji, w której wyl¡dowaª.W zasie podró»y Bajtazar musi porusza¢ si� po okr�gu, stale w wybranym jednym zdwóh kierunków.7. Rozplanowa¢ zbiór zaj�¢ po salah. Jaka jest minimalna lizba potrzebnyh sal?8. Dana jest lista lizb rzezywistyh [x1;x2; . . . ;xn]. Napisz proedur� przekªadanie,której wynikiem jest taka permutaja [xp1

;xp2
; . . . ;xpn ] danej listy, dla której suma

n−1∑

i=1

|xpi+1
− xpi

|jest najwi�ksza.3Oba problemy maj¡ takie samo rozwi¡zanie. Wynika to z dualnego twierdzenia Dilworth'a (zo-baz http://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=Matematyka_dyskretna_2/Wyk%C5%82ad_2:). Wpro-wad¹my z�±iowy porz¡dek na odinkah: jeden odinek jest mniejszy od drugiego, je»eli jego konie jestmniejszy od poz¡tku drugiego. Kinoman szuka najdªu»szego ªa«uha, a ka»dy gwó¹d¹ mouje pewien an-tyªa«uh. Dualne twierdzenie Dilworth'a mówi za±, »e rozmiar najwi�kszego ªa«uha jest taki sam, jakminimalna lizba antyªa«uhów pokrywaj¡yh aªy zbiór.
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9. Firma X podj�ªa si� szeregu zobowi¡za«, z któryh wykonaniem zalega. Wykonanie ka»-dego z nih zajmuje okre±lon¡ lizb� dni. Za ka»dy dzie« opó¹nienia wykonania ka»degoz zobowi¡za« �rma pªai okre±lone kary. Napisz proedur� harmonogram która oblizyoptymaln¡ kolejno±¢ wykonywania zalegªyh zobowi¡za«. Proedura ta otrzymuje list�trójek postai:
(nazwa zynno±i, lizba dni, kara za dzie« zwªoki)Jej wynikiem powinna by¢ lista nazw zynno±i w kolejno±i, w jakiej nale»y je wyko-nywa¢.
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Wykªad 20. Algorytmy zahªanne .d.20.1 Problem kajakowyProblem4: Jak usadzi¢ n osób o podanyh wagah w minimalnej lizbie kajaków? Kajakis¡ dwumiejsowe i maj¡ okre±lon¡ wyporno±¢. W kajaku mo»e pªyn¡¢ tylko jedna lub dwieosoby. Zakªadamy, »e waga »adnej z osób nie przekraza wyporno±i kajaka, ale dwie osobymog¡ ju» przekrozy¢ wyporno±¢ kajaka. Wagi osób s¡ dane w postai listy uporz¡dkowanejniemalej¡o.Problem ten mo»emy rozwi¡za¢ zahªannie i to na kilka sposobów. W rozwi¡zaniah tyhb�dziemy korzysta¢ z dwustronnej kolejki FIFO-LIFO. Dla uproszzenia zakªadamy, »e danes¡ posortowane niemalej¡o.1. Najgrubszego kajakarza nazwiemy grubasem. Tyh spo±ród pozostaªyh kajakarzy, któ-rzy si� mieszz¡ z nim w kajaku nazwiemy hudzielami. Pozostaªyh równie» nazwiemygrubasami.Idea algorytmu polega na tym, »e najwi�kszemu grubasowi znajdujemy jak najgrubszegohudziela, który mo»e pªyn¡¢ razem z nim. Czyli sadzamy razem najwi�kszego grubasai najwi�kszego hudziela. Zauwa»my przy tym, »e im hudszy grubas, tym grubszymo»e by¢ hudziele. Tak wi� podziaª na grubasów i hudzielów b�dzie zmieniaª si�w zasie � hudsze grubasy b�d¡ przehodzi¢ do puli hudzielów, a w razie brakugrubasów, najgrubszy hudziele mo»e zosta¢ uznany za grubasa.Poz¡tkowo o wszystkih zakªadamy, »e s¡ grubi i korygujemy podziaª.let kajaki l wyp =let re dobierz g h =if (is_empty_queue g) && (is_empty_queue h) then(g, h) elseif is_empty_queue g then(make_queue [last h℄, remove_last h) elseif queue_size g = 1 then (g, h) elseif first g + last g <= wyp thendobierz (remove_first g) (put_last h (first g))else (g, h)inlet re sadzaj gp hp a =let (g, h) = dobierz gp hpinif is_empty_queue g then a elseif is_empty_queue h then4Podane sformuªowanie problemu pohodzi z zadania Kajaki z IV OI. Problem ten zostaª wze±niej sfor-muªowany niezale»nie przez autora w równowa»nej postai.193



sadzaj (remove_last g) h ([last g℄::a)elsesadzaj(remove_last g)(remove_last h)([last g; last h℄::a)insadzaj (make_queue l) empty_queue [℄;;kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10℄ 10;;[[3; 3℄; [6; 3℄; [6; 4℄; [8℄; [8; 2℄; [8; 2℄; [9℄; [9; 1℄; [10℄℄Uzasadnienie poprawno±i.2. Najhudszy kajakarz jest hudzielem. Grubasy, to i, którzy nie mieszz¡ si� z nim wkajaku. Pozostali to hudziele. Je±li jest tylko jeden hudy, to przyjmujemy, »e jest ongruby.Idea algorytmu polega, »eby najhudszego hudziela posadzi¢ z jak najgrubszym ka-jakarzem, zyli najgrubszym hudzielem. Poz¡tkowo o wszystkih zakªadamy, »e s¡hudzi, a nast�pnie przerzuamy ih do puli grubyh. W miar� usadzania w kajakahz�±¢ hudyh przehodzi do puli grubyh. kajakarze, którzy raz tra�¡ do puli grubyhna pewno b�d¡ siedzie¢ samotnie w kajaku. Na konie grubasy siadaj¡ samotnie.let kajaki l wyp =let re dobierz h g =if is_empty_queue h then (h, g) elseif queue_size h = 1 then(empty_queue, put_first g (last h)) elseif first h + last h > wyp thendobierz (remove_last h) (put_first g (last h))else(h, g)inlet re sadzaj hp gp a =let (h, g) = dobierz hp gpinif (is_empty_queue h) && (is_empty_queue g) then a elseif is_empty_queue h thensadzaj h (remove_first g) ([first g℄::a)194



elsesadzaj (remove_first (remove_last h)) g([first h; last h℄::a)insadzaj (make_queue l) empty_queue [℄;;kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10℄ 10;;[[10℄; [9℄; [8℄; [3; 4℄; [3; 6℄; [3; 6℄; [2; 8℄; [2; 8℄; [1; 9℄℄Uzasadnienie poprawno±i.3. Najgrubszego kajakarza sadzamy z najhudszym, o ile si� zmieszz¡. Je±li nie, to naj-grubszy kajakarz pªynie sam.let kajaki l wyp =let re sadzaj q a =if is_empty_queue q then a elseif queue_size q = 1 then [first q℄::a elseif first q + last q <= wyp thensadzaj (remove_first (remove_last q)) ([first q; last q℄::a)elsesadzaj (remove_last q) ([last q℄::a)insadzaj (make_queue l) [℄;;kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10℄ 10;;[[3; 4℄; [3; 6℄; [3; 6℄; [8℄; [2; 8℄; [2; 8℄; [9℄; [1; 9℄; [10℄℄Uzasadnienie poprawno±i.To rozwi¡zanie generuje takie same wyniki jak poprzednie (z dokªadno±i¡ do kolejno±ielementów na li±ie). Dlazego?4. Mo»emy te» wsadza¢ do kajaka par� dwóh kolejnyh, jak najgrubszyh. Grubi s¡ i,którzy nie zmieszz¡ si� do jednego kajaka razem z kolejnym hudszym. Najhudszy jestz de�niji hudy. Sadzamy razem dwóh najgrubszyh hudyh. Stopniowo grubi mog¡przenosi¢ si� do puli hudyh.Tym razem zamiast kolejek wystarz¡ nam listy. Lista grubyh jest uporz¡dkowananiemalej¡o, a hudyh nierosn¡o.
195



let kajaki l wyp =let re dobierz h g =math (h, g) with(_, [℄) -> (h, [℄) |([℄, h::t) -> dobierz [h℄ t |(hh::ht, gh::gt) ->if hh + gh <= wyp thendobierz (gh::h) gtelse(h, g)inlet re sadzaj hp gp a =let (h, g) = dobierz hp gpinmath h with[℄ -> a |[h℄ -> sadzaj [℄ g ([h℄::a) |h1::h2::t -> sadzaj t g ([h2; h1℄::a)insadzaj [℄ l [℄;;kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10℄ 10;;[[10℄; [9℄; [9℄; [1; 8℄; [2; 8℄; [2; 8℄; [3; 3℄; [3; 6℄; [4; 6℄℄Uzasadnienie poprawno±i.
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�wizeniaZadania rozwi¡zuje si� (mniej lub bardziej) zahªannie. Dla ka»dego z nih, opróz programunale»y uzasadni¢ poprawno±¢ rozwi¡zania zahªannego.1. [II OI, Palindromy℄ Podziel dane sªowo (list� znaków) na maksymaln¡ lizb� palindro-mów parzystej dªugo±i.2. [V OI - uproszzone℄ Dana jest lizba n ≥ 0 oraz 0 ≤ s ≤ n(n+1)
2 . Podaj podzbiór zbioru

{1, . . . , n}, którego suma elementów jest równa s. Czy jest to zbiór o minimalnej lizbieelementów?3. [IV OI℄ W nmiastah (ponumerowanyh od 1 do n) znajduj¡ si� lotniska. Ka»de lotniskoma okre±lon¡ przepustowo±¢, tj. lizb� poª¡ze« z innymi miastami. Poª¡zenia takies¡ zwrotne, zyli poª¡zenie z A do B jest jednoze±nie poª¡zeniem z B do A. Podajpoª¡zenia realizuj¡e dokªadnie podane przepustowo±i, lub stwierd¹, »e si� nie da.Dane maj¡ posta¢ listy uporz¡dkowanej niemalej¡o wg przepustowo±i miast.
• wersja ªatwiejsza: mi�dzy dwoma miastami mo»e by¢ wiele poª¡ze«,
• wersja trudniejsza: mi�dzy dwoma miastami mo»e by¢ o najwy»ej jedno poª¡ze-nie.4. [Wektorki 1D, podobne do zadania Steps z Valladolid℄ Tworzymy i¡gi lizb aªkowityh

(xk) i (vk) w nast�puj¡y sposób:
• x0 = 1, v0 = 0,
• dla ka»dego k > 0 wybieramy pewne vk speªniaj¡e vk−1 − 1 ≤ vk ≤ vk−1 + 1, orazprzyjmujemy xk = xk−1 + vk.Napisz proedur� wy±ig: int → int list, która dla danego n ≥ 1 znajdzie najkrót-szy taki i¡g x0, x1, ..., xk, który speªnia powy»sze warunki, oraz xk = n. Wynikiemproedury powinna by¢ lista [x0; ...;xk].5. [X OI℄ Dana jest tablizka zekolady, któr¡ nale»y poªama¢ na z¡stki. Ka»de przeªama-nie kawaªka zekolady jest obarzone pewnym kosztem. Koszt ten nie zale»y od wielko±ikawaªka zekolady, ale od prostej, wzdªu» której ªamiemy. Dla wszystkih prostyh, naktóryh le»¡ kraw�dzie z¡stek zekolady mamy staªe okre±laj¡e koszty ªamania.(Mo»na udowodni¢, »e istnieje rozwi¡zanie optymalne, w którym ªamiemy kawaªki przezaª¡ szeroko±¢ tablizki zekolady.)6. [III OI℄ Na szahowniy n × n nale»y ustawi¢ n wie» tak, »eby »adne dwie si� nie sza-howaªy, a ponadto ka»da z tyh wie» ma wyznazony prostok¡t, w którym ma sta¢.Znajd¹ takie ustawienie, lub stwierd¹, »e si� nie da. (Wskazówka: problem sprowadzasi� do dwóh problemów jednowymiarowyh.)7. [II OI℄ Jak obej±¢ wszystkie wierzhoªki drzewa (ogólnego) tak, aby odlegªo±¢ mi�dzykolejnymi wierzhoªkami nie przekrazaªa 3.8. [XI OI℄ Dana jest grupa osób, które h¡ przej±¢ no¡ przez most. Maj¡ oni jedn¡ latark�,która pozwala przej±¢ jednej lub dwóm osobom. Ka»da osoba potrzebuje okre±lonego197



zasu na przej±ie przez most. (Mo»esz zaªo»y¢, »e dane s¡ posortowane.) Je±li dwieosoby id¡ razem, to potrzebuj¡ tyle zasu, o wolniejsza z nih. Jaki jest minimalny zaspotrzebny do przej±ia wszystkih?9. [XII OI, OSC℄ Jasio jest trzylatkiem i bardzo lubi bawi¢ si� samohodzikami. Jasio ma
n ró»nyh samohodzików. Wszystkie samohodziki le»¡ na wysokiej póªe, do którejJasio nie dosi�ga. W pokoju jest maªo miejsa, wi� na podªodze mo»e znajdowa¢ si�jednoze±nie o najwy»ej k samohodzików.Jasio bawi si� jednym z samohodzików le»¡yh na podªodze. Opróz Jasia w pokojuaªy zas przebywa mama. Gdy Jasio he si� bawi¢ jakim± innym samohodzikiem i je±liten samohodzik jest na podªodze, to si�ga po niego. Je±li jednak samohodzik znajdujesi� na póªe, to musi mu go poda¢ mama. Mama podaj¡ Jasiowi jeden samohodzik,mo»e przy okazji zabra¢ z podªogi dowolnie wybrany przez siebie inny samohodzik iodªo»y¢ go na póªk� (tak, aby na podªodze nie brakªo miejsa).Mama bardzo dobrze zna swoje dzieko i wie dokªadnie, którymi samohodzikami Ja-sio b�dzie hiaª si� bawi¢. Dysponuj¡ t¡ wiedz¡ mama he zminimalizowa¢ lizb�przypadków, gdy musi podawa¢ Jasiowi samohodzik z póªki. W tym elu musi bar-dzo rozwa»nie odkªada¢ samohodziki na póªk�. (Za t¡ historyjk¡ kryje si� problemoptymalnej strategii wymiany stron w pami�i wirtualnej.)Napisz proedur� samohodziki, która dla danej lizby k oraz listy samohodzików, któ-rymi zehe si� bawi¢ Jasio, oblizy minimaln¡ lizb� razy, kiedy mama b�dzie musiaªaJasiowi poda¢ samohodzik.10. [XV OI, zadanie Plakatowanie℄ Rozwa»amy nast�puj¡¡ ªamigªówk�. Dana jest tablianieujemnyh lizb aªkowityh a = [|a1; . . . ; an|]. Je±li ai = ai+1 = · · · = aj−1 = aj (dla
1 ≤ i ≤ j ≤ n), to w jednym ruhu mo»na zmniejszy¢ wszystkie lizby ai, ai+1, . . . , ajo dowoln¡ dodatni¡ lizb�, nie wi�ksz¡ ni» ai (tak »eby po zmniejszeniu nadal byªynieujemne). Napisz proedur�:

ruchy : int array → int ∗ int ∗ intktóra dla danej tabliy a wyznazy najkrótsz¡ sekwenj� ruhów potrzebnyh do wyze-rowania wszystkih lizb a1, . . . , an. Trójka lizb (i, j, k) reprezentuje zmniejszenie lizb
ai, . . . , aj o k.
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 1 Ozekujemy zªo»ono±i zasowej O(n2).LaboratoriumSortowanie topologizne. Termin: 2 tygodnie, 3 punkty.Budowa domu skªada si� z wielu etapów. Niektóre z nih w sposób ozywisty musz¡ by¢wykonane przed innymi, ale zasem nie jest ozywiste, zy jeden etap musi by¢ wykonanyprzed drugim, zy nie. Na przykªad, najpierw kªadziemy glazur� i terakot�, a potem parkiet.Ale kiedy mo»emy kªa±¢ gªad¹ gipsow¡ na ±iany? Czy mo»na to zrobi¢ przed poªo»eniemglazury, zy mo»e trzeba pozeka¢ a» b�dzie poªo»ony parkiet?Mamy n zynno±i ponumerowanyh od 1 do n. Dana jest lista par postai l = [(p1, q1); . . . ; (pk, qk)].Ka»da taka para oznaza, »e zynno±¢ pi musi by¢ wykonana przed zynno±i¡ qi. Kolejno±¢par na li±ie nie ma znazenia. Napisz proedur� tsort : int -> (int * int) list -> intlist, która wywoªana jako tsort n l oblizy przykªadow¡ kolejno±¢ wykonania wszystkih nzynno±i.Podpowiedzi:
• Istniej¡ przynajmniej dwa, istotnie ró»ne rozwi¡zania, oba o optymalnej zªo»ono±i.
• Jedna mo»liwo±¢ jest taka, »e utrzymujemy kolekj� zynno±i, a dla ka»dej zynno±imamy lizb� zynno±i, które maj¡ by¢ wykonane przed ni¡ i list� zynno±i, które maj¡by¢ wykonane po niej.
• Czynno±i przed którymi ni nie musi by¢ wykonane mog¡ by¢ wykonane jako pierwszei mo»na je usun¡¢ ze struktury danyh.
• Inny pomysª polega na tym, »e przed dan¡ zynno±i¡ musimy wykona¢ wszystkie zyn-no±i, które musimy przed ni¡ wykona¢, i takie, które musimy przed nimi wykona¢ itd.
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Wykªad 21. Algorytm mini-maxProblem: jak zaprogramowa¢ optymaln¡ strategi� grania w gr� dla dwóh grazy? Mo»emytu zastosowa¢ tehnik� podobn¡ do bak-trakingu, przeszukuj¡ wszystkie mo»liwe sekwenjeruhów. Sekwenje te utworz¡ drzewo. Je±li gra musi si� kiedy± zako«zy¢, to drzewo to masko«zon¡ wysoko±¢. Je±li przy tym za ka»dym razem graz ma do wyboru sko«zon¡ lizb�ruhów do wyboru, to aªe drzewo jest sko«zone, a wi� mo»na je przejrze¢.Jakie kryteria powinni±my przyj¡¢ wybieraj¡ ruhy? Ka»da sytuaja ko«owa oznazawygran¡ jednego z grazy lub remis. Wygrana ponadto mo»e by¢ wi�ksza lub mniejsza. Mo»eto odpowiada¢ lizbie wygranyh punktów i/lub pieni�dzy. Sytuaje te mo»emy oeni¢ zapomo¡ funkji przypisuj¡ej im wagi rzezywiste. Wagi dodatnie oznazaj¡ wygran¡ jednegograza, wagi ujemne drugiego, a zero to remis.W ten sposób przypisali±my li±iom wagi oeniaj¡e sytuaje ko«owe. Mo»emy te» przy-pisa¢ podobne wagi oeniaj¡e sytuaj� w trakie gry, przy zaªo»eniu, »e obaj graze graj¡optymalnie. Co to jednak znazy, »e graze graj¡ optymalnie? Co to jest optymalna strategia?Mówimy, »e w danej sytuaji graz ma strategi� prowadz¡¡ do okre±lonego rezultatu,je»eli bez wzgl�du na to, jak b�dzie graª drugi graz, mo»e on osi¡gn¡¢ wynik nie gorszy oddanego, oraz drugi graz mo»e dobiera¢ swoje ruhy tak, aby osi¡gn¡¢ taki wynik. Optymalnastrategia to taka, która prowadzi do najlepszego wyniku.Twierdzenie W�zªom drzewa gry mo»emy przypisa¢ wagi oznazaj¡e wyniki optymalnyhstrategii zgodnie z nast�puj¡¡ rekurenyjn¡ reguª¡:
• waga li±ia, to waga oeniaj¡a sytuaj� ko«ow¡,
• je±li w�zeª drzewa odpowiada ruhowi wykonywanemu przez graza h¡ego uzyska¢jak najwi�kszy wynik, to waga ta jest równa maksimum z wag jego synów,
• je±li w�zeª drzewa odpowiada ruhowi wykonywanemu przez graza h¡ego uzyska¢jak najmniejszy wynik, to waga ta jest równa minimum z wag jego synów.Dowód Indukyjny ze wzgl�du na wysoko±¢ drzewa.Jak wykorzysta¢ tak uzyskane wagi? Waga przypisana korzeniowi rozstrzyga, który zgrazy ma strategi� wygrywaj¡¡.Jak wykorzysta¢ ten algorytm do zaimplementowania optymalnej strategii gry? Nale»yoblizy¢ wagi dla drzewa gry zazynaj¡ego si� w aktualnym stanie gry i zobazy¢ jaki pierwszyruh realizuje wag� tego w�zªa.21.1 Algorytm mini-maxSam algorytm postaramy si� zapisa¢ w sposób niezale»ny od rodzaju gry. Grazy b�dziemyreprezentowa¢ przez lizby +1 i −1, w zale»no±i od tego, zy graj¡ na max, zy na min.let i = 1;;let other who = -who;;let re minimax s who = 200



if finished s who then(result s who, pass)elselet make_move m =let (w, _) = minimax (move s who m) (other who)in (who * w, m)inlet (w, m) = hoose (map make_move (moves s who))in (w * who, m);;Korzystamy tu z pomonizej proedury wybieraj¡ej optymalny ruh:let hoose l =math l with[℄ -> failwith "Pusta lista ruhów!" |(h::t) ->fold_left(fun (w, m) (w1, m1) -> if w1 > w then (w1, m1) else (w, m))h t;;let game s =let (_, m) = minimax s 1in m;;21.2 Przykªad � gra w kamienieZilustrujmy na przykªadzie prostej gry w kamienie brakuj¡e elementy. Ka»dy z grazy usuwaz kupki 1�3 kamieni. Wygrywa ten, który wykona ostatni ruh.let moves s who =math s with0 -> [℄ |1 -> [1℄ |2 -> [1; 2℄ |_ -> [1; 2; 3℄;;let finished s who = moves s who = [℄;;let pass = 0;;let result s who = other who;;let move s who m = s - m;;
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21.3 α-β obi�ie[[Uwzgl�dni¢ wpªyw α o 4 poziomy i gª�biej.℄℄ Algorytm mini-max mo»na polepszy¢. Za-uwa»my, »e je»eli w drzewie gry jaki± w�zeª ma wag� α, a jego ojie stara si� zmaksymalizowa¢(zminimalizowa¢) wynik gry, to waga oja x speªnia x ≥ α (x ≤ α).Rozwa»my dalej sytuaj� pokazan¡ na rysunku:
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x ≥ α

αy ≤ β ≤ α

β ≤ α

Zauwa»my, »e waga w�zªa x nie mo»e by¢ mniejsza ni» α. Podobnie, waga w�zªa y nie mo»e by¢wi�ksza ni» β. Je»eli ponadto β ≤ α, to y ≤ α, a tym samym aªe poddrzewo gry zazepionew y nie ma najmniejszego znazenia dla wagi x!Algorytm α-β obi�ia polega na pomijaniu poddrzew drzewa gry, które zgodnie z powy»-sz¡ reguª¡ nie maj¡ wpªywu na wagi przypisane w�zªom znajduj¡ym si� powy»ej:
• wywoªuj¡ rekurenyjnie funkj� oblizaj¡¡ wagi przekazujemy najlepsz¡ do tej porywyznazon¡ wag� oja (α),
• w momenie, gdy najlepsza aktualna waga syna (β) b�dzie lepsza lub równa wadze oja,to mo»emy przerwa¢ oblizenie wagi syna, gdy» nie b�dzie ona miaªa wpªywu na wag�oja.exeption Obieie of int * move;;let re alfabeta s who alpha =if finished s who then (result s who, pass) elselet hoose mvs =tryfold_left(fun (beta, mb) m ->let (w, _) = alfabeta (move s who m) (other who) betainif w * who >= alpha * who then raise (Obieie (w, m)) else202



if w * who > beta * who then (w, m) else (beta, mb))(no_result who, pass)mvswith Obieie (beta, mb) -> (beta, mb)inhoose (moves s who);;let game s =let (_, m) = alfabeta s i (no_result (other i))in m;;Korzystamy tu z pewnyh dodatkowej proedury zale»nej od gry:let no_result who = -2 * who;;Dalsze usprawnienie mo»na uzyska¢ poprzez dodanie spami�tywania. Cz�sto ta sama sy-tuaja w grze mo»e by¢ osi¡gni�ta na wiele sposobów. Oznaza to, »e to samo poddrzewomo»e pojawia¢ si� wielokrotnie w grze. Zamiast wielokrotnie przeprowadza¢ dla niego te sameoblizenia, stosujemy tehnik� spami�tywania:let tab = ref empty;;let re alfabeta s who alpha =memoize tab (funtion (s, who, alpha) ->...W przypadku gry w kamienie, spami�tywanie ograniza koszt do liniowego ze wzgl�du nalizb� kamieni.21.4 Analiza algorytmu α-β obi�iaEfektywno±¢ tego algorytmu istotnie zale»y od kolejno±i rozpatrywanyh ruhów. Ruhynale»y, w miar� mo»liwo±i, stara¢ si� rozpatrywa¢ od lepszyh do gorszyh. W ten sposóbwi�ksza z�±¢ gaª�zi jest obinana. Z braku innyh kryteriów mo»emy te» wybiera¢ najpierwruhy prowadz¡e szybiej do zako«zenia rozgrywki. W ten sposób mamy wi�ksze szanse naobi�ie gaª�zi któryh przejrzenie jest bardzo praohªonne.Zastanówmy si� jednak, jakiego rz�du oszz�dno±i mo»e przynie±¢ α-β obi�ie w po-równaniu z algorytmem mini-max. Zauwa»my, »e na ka»dym poziomie drzewa gry, pierwszewywoªanie rekurenyjne dokona oblizenia wszystkih podgaª�zi. Natomiast w kolejnyh wy-woªaniah rekurenyjnyh mamy oraz wi�ksze szanse na obinanie gaª�zi.Zaªó»my wi�, »e pierwsze wywoªanie rekurenyjne (graza graj¡ego na max.) daªo wynik
A. Obi�ie ma tak¡ natur�, »e je»eli napotkamy gaª¡¹ pozwalaj¡¡ na obi�ie, to wszystkiedalsze gaª�zie s¡ obinane. Ile wi� gaª�zi (±rednio) b�dzie wywoªywanyh? Nie oblizymytu dokªadnego wyniku, zwªaszza, »e zale»y on od konkretnej gry, przyjmiemy jednak pewneupraszzaj¡e zaªo»enia. Zaªó»my, »e na ka»dym poziomie mamy n gaª�zi do rozpatrzenia.Oznazmy gaª�zie wyhodz¡e z kolejnego wywoªania rekurenyjnego (graza graj¡ego namin.) przez B1, . . . , Bn. Zaªó»my, »e prawdopodobie«stwo, i» Bi > A jest równe p (niezale»nieod A oraz i). Wówzas prawdopodobie«stwo, »e b�dziemy obliza¢ wag� i gaª�zi wynosi:203



• pi−1(1 − p), dla i < n, oraz
• pn−1, dla i = n.Tak wi� ozekiwana lizba oblizanyh wag gaª�zi wynosi:
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1 − pZauwa»my, »e oszaowanie to nie zale»y od n i np. dla p = 1
2 otrzymujemy ±rednio dwawywoªania rekurenyjne.Mo»emy dalej oszaowa¢ lizb� wywoªa« rekurenyjnyh na poziomie drugim:
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1 − p
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2 − p

1 − pBior¡ pod uwag� wykªadnizy rozrost drzewa przekªada si� to na zmian� stopni wierzhoªkóww drzewie z n na √2−p
1−pn, o np. dla p = 1

2 daje nam √
3n.Ozywi±ie powy»sze oszaowanie jest zgrubne. Algorytm α-β obi�ia nigdy nie wykonawi�ej kroków ni» algorytm mini-max, potra� jednak istotnie zmniejszy¢ ±redni¡ lizb� wywo-ªa« rekurenyjnyh, a o za tym zmieni¢ istotnie asymptotyzn¡ zªo»ono±¢ programu.
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�wizeniaRozwi¡zanie ka»dego z poni»szyh zada« wymaga u»yia jednej z trzeh tehnik: bak-trakingu,programowania dynamiznego lub zahªannego. Pytanie której?1. Zadanie o misjonarzah i kanibalah. Przez rzek� h¡ przeprawi¢ si� kanibale i misjo-narze. Kanibali i misjonarzy jest po trzeh. Maj¡ jedn¡ ªódk�, któr¡ mo»e pªyn¡¢ dodwóh osób. �ódk¡ umiej¡ wiosªowa¢ kanibale i tylko jeden misjonarz. Je»eli w dowolnejhwili, na dowolnym brzegu rzeki b�dzie wi�ej kanibali, ni» misjonarzy, to zjedz¡ onimisjonarzy. W jaki sposób wszysy mog¡ bezpieznie przeprawi¢ si� na drugi brzeg.2. Zadanie o trzeh maª»e«stwah. Przez rzek� h¡ przeprawi¢ si� trzy maª»e«stwa. Maj¡jedn¡ ªódk�, któr¡ mo»e pªyn¡¢ do dwóh osób. Ka»da z kobiet mo»e pozosta¢ na brzeguw obeno±i m�»zyzn tylko, je»eli jest w±ród nih jej m¡». W jaki sposób wszysy mog¡bezpieznie przeprawi¢ si� na drugi brzeg.3. Na ile sposobów mo»na wypeªni¢ tabli� n× k lizbami ze zbioru {1, . . . , n ·k}, tak aby:
• ka»da lizba pojawiaªa si� dokªadnie raz,
• wiersze i kolumny tabliy byªy uporz¡dkowane rosn¡o.Dla tabliy 3 × 3 jest ih 42. :�)4. [CLR℄ Minimalny koszt mno»enia maierzy.5. [CLR 16.3℄ Dane s¡ dwa napisy (listy liter). Dost�pne s¡ operaje:
• przepisz pierwsz¡ liter� z pierwszego i¡gu na konie drugiego,
• zamie« pierwsz¡ liter� pierwszego i¡gu na inn¡ liter� i przenie± j¡ na konie dru-giego i¡gu,
• wstaw na konie drugiego i¡gu liter�,
• usu« z poz¡tku pierwszego i¡gu pierwsz¡ liter�.Ka»da z tyh operaji ma dodatni koszt. Jaki jest minimalny koszt zamiany pierwszegoi¡gu w drugi?6. [CLR 17.2-5℄ Dany jest zbiór punktów na osi. Podaj minimaln¡ lizb� odinków jed-nostkowyh, jakimi mo»na pokry¢ punkty z tego zbioru.7. Rozpatrujemy przedstawienia lizby naturalnej n jako sumy ró»nyh skªadników niepa-rzystyh, tzn. rozwa»amy takie i¡gi (x1, . . . , xk), »e:
• 1 ≤ xi i xi jest nieparzyste (dla i = 1, . . . , k),
• x1 > x2 > · · · > xk,
• x1 + · · · + xk = n.
• Napisz proedur�, która dla danej lizby n oblizy, na ile ró»nyh sposobów mo»naj¡ przedstawi¢ jako sum� ró»nyh nieparzystyh skªadników. Na przykªad, dla
n = 2 poprawnym wynikiem jest 0, a dla n = 12 poprawnym wynikiem jest 3.205



• Napisz proedur�, która dla danej lizby n wyznazy (pewne) przedstawienie tejlizby jako sumy maksymalnej lizby nieparzystyh skªadników. Na przykªad, dla
n = 42 poprawnym wynikiem mo»e by¢ [15; 11; 7; 5; 3; 1℄.8. Tworzymy i¡g lizb aªkowityh (xk) w nast�puj¡y sposób:

• x0 = 1,
• dla ka»dego k > 0 wybieramy pewne 0 ≤ i, j < k i przyjmujemy xk = xi + xj .Napisz proedur� i¡g: int → int list, która dla danego n ≥ 1 znajdzie najkrót-szy taki i¡g x0, x1, ..., xk, który speªnia powy»sze warunki, oraz xk = n. Wynikiemproedury powinna by¢ lista [x0; ...;xk].Rozwi¡zuj¡ to zadanie mo»na ªatwo wybra¢ zª¡ tehnik�. Koniezne jest wi� solidneuzasadnienie poprawno±i. Oto gar±¢ kontrprzykªadów, które nale»y wzi¡¢ pod uwag�:
n Wynik15 1, 2, 3, 6, 12, 15382 1, 2, 4, 5, 9, 14, 23, 46, 92, 184, 198, 38277 1, 2, 4, 5, 9, 18, 36, 41, 7712509 1, 2, 3, 6, 12, 13, 24, 48, 96, 192, 384, 397, 781, 1562, 3124, 6248, 6261, 125099. Dla danyh dodatnih lizb aªkowityh l i m szukamy przedstawienia uªamka l

m , jakomo»liwie najkrótszej sumy odwrotno±i dodatnih lizb aªkowityh:
l

m
=

1

s1
+

1

s2
+ · · · + 1

skNapisz proedur� rozklad : int∗int → int list, która dla danyh lizb l im wyznazyszukany i¡g mianowników [s1; . . . ; sk].10. [Bentley, CLR 16-1℄ Bitonizne rozwi¡zanie problemu komiwoja»era to taki ykl wksztaªie wielok¡ta, który poz¡wszy od skrajnie lewego wierzhoªka, idzie w prawo(tworz¡ górny obrys wielok¡ta) do skrajnie prawego, po zym wraa do skrajnie le-wego (tworz¡ obrys dolny). Wyznaz najkrótszy bitonizny ykl Hamiltona dla danegozbioru punktów na pªaszzy¹nie.11. [II OI℄ Dany jest zestaw n zynno±i. Wykonanie ka»dej z tyh zynno±i trwa tymdªu»ej, im pó¹niej si� j¡ zaznie, konkretnie je»eli zazniemy wykonywa¢ zynno±¢ i whwili t, to jej wykonanie b�dzie trwa¢ ait + bi. Jaki jest minimalny zas wykonaniawszystkih tyh zynno±i, je»eli zazynamy je wykonywa¢ w hwili 0?12. Dana jest drzewo typu:type hoinka =Koniuszek |Galaz of hoinka |Rozgalezienie of hoinka * hoinka;;206



opisuj¡e ksztaªt hoinki.(a) [PCh℄ W w�zªah hoinki (Rozgalezienie, Galaz i Koniuszek) mo»emy umieszza¢±wiezki. Powiemy, »e hoinka jest o±wietlona, je»eli dla ka»dej kraw�dzi (ª¡z¡ejw�zªy) hoinki przynajmniej w jednym jej ko«u znajduje si� ±wiezka. Napiszproedur�, która dla danej hoinki oblizy minimaln¡ lizb� ±wiezek potrzebnyhdo o±wietlenia hoinki.(b) [PCh℄ Na ka»dej kraw�dzi (ª¡z¡ej w�zªy) hoinki wieszamy jedn¡ bombk�. Mamydo dyspozyji trzy rodzaje bombek: zerwone po 2 zª, niebieskie po 5 zª i srebrnepo 7 zª. Choink� nale»y przystroi¢ w taki sposób, »eby na kraw�dziah o ko«ah wtym samym w�¹le wisiaªy bombki o ró»nyh kolorah, a ª¡zny koszt przystrojeniaaªej hoinki byª jak najmniejszy.() W w�zªah hoinki (Rozgalezienie, Galaz i Koniuszek) wieszamy bombki. Do-st�pne s¡ trzy rodzaje bombek:
• zerwone, wykonane z miedzi, ka»da taka bombka wa»y 1 kg,
• srebrne, wykonane z biaªego zªota niskiej próby, ka»da taka bombka wa»y 2 kg,
• zªote, wykonane ze szzerego zªota, ka»da taka bombka wa»y 3 kg.Bombki nale»y zawiesi¢ tak, aby hoinka nie hwiaªa si�, tzn. dla ka»dego rozga-ª�zienia ª¡zny i�»ar bombek zawieszonyh po lewej i po prawej stronie musi by¢taki sam. Pytanie zy jest to mo»liwe, a je»eli tak, to na ile sposobów?Napisz proedur�, która dla danej hoinki oblizy na ile sposobów mo»na powiesi¢na niej bombki.
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Wykªad 22. Gry typu wygrana/przegrana i drzewa AND-OR22.1 Drzewa AND-OR[[Przerobi¢. W DAG-u trzeba uaktualnia¢ wszystkie ±ie»ki prowadz¡e do zmody�kowanegoli±ia.℄℄W niniejszym wykªadzie przedstawimy materiaª dotyz¡y gier ko«z¡yh si� wynikiembinarnym � wygrana/przegrana. W przypadku takih gier wagi przyporz¡dkowywane w�zªomdrzewa mini-max mog¡ przyjmowa¢ tylko dwie warto±i. Je±li przyjmiemy, »e nasz¡ wygran¡oznazymy przez true, a przeiwnika przez false, to zamiast mówi¢ o maksimum i minimummo»emy powiedzie¢, »e my gramy na or, a przeiwnik na and� st¡d nazwa: drzewa AND-OR.Rozpatrujemy z�±iowo rozwini�te drzewo gry. Wierzhoªki drzewa s¡ typu AND lubOR, w zale»no±i od tego kto w danej sytuaji ma wykona¢ ruh. Li±ie mog¡ reprezentowa¢sytuaje ko«owe, lub sytuaje, w któryh gra mo»e si� dalej rozwija¢. Li±ie reprezentuj¡esytuaje ko«owe maj¡ przyporz¡dkowane wagi zgodnie z tym kto wygraª. Li±ie reprezen-tuj¡e sytuaje nierozstrzygni�te maj¡ wagi nieokre±lone. W�zªy wewn�trzne maj¡ okre±lonewagi, je±li mo»na je okre±li¢ na podstawie wag ih potomków.Je±li korze« drzewa ma wyznazon¡ wag�, to okre±la ona, zy mamy strategi� wygrywaj¡¡,a wagi synów korzenia wskazuj¡, jaki ruh nale»y wykona¢. Je»eli korze« drzewa nie maokre±lonej wagi, to nale»y rozwin¡¢ drzewo. Pytanie tylko w którym miejsu?22.2 Zbiory falsy�kuj¡e/potwierdzaj¡eZaªó»my, »e korze« ma wag� nieokre±lon¡.Fakt: Nadaj¡ li±iom z niekre±lonymi wagami wagi true mo»emy doprowadzi¢ do tego, »ekorze« ma wag� true, i odwrotnie, nadaj¡ li±iom wagi false mo»emy doprowadzi¢ do tego,»e korze« b�dzie miaª wag� false.Dowód: Bo operaje and i or s¡ monotonizne.De�nija: Zbiór falsy�kuj¡y (potwierdzaj¡y) to taki zbiór li±i o nieokre±lonyh wagah,który je»eli li±ie te uzyskaj¡ wagi false (true), to korze« uzyska te» wag� false (true).Fakt: Dowolne dwa zbiory potwierdzaj¡y i falsy�kuj¡y maj¡ niepuste przei�ie.Dowód: Gdyby tak nie byªo, to mogliby±my przypisa¢ li±iom z jednego zbioru wagi true,a z drugiego false i korzeniowi mo»na by przypisa¢ równoze±nie obie wagi � sprzezno±¢.Interesuj¡ nas minimalne zbiory falsy�kuj¡e i potwierdzaj¡e. Je»eli okre±limy warto±¢wierzhoªka nale»¡ego do przei�ia zbioru falsy�kuj¡ego i potwierdzaj¡ego, to wyeliminu-jemy jeden z nih. Strategia polega na tym, aby ykliznie rozwija¢ wierzhoªek, który nale»ydo przei�ia zbiorów falsy�kuj¡ego i potwierdzaj¡ego o minimalnej lizbie elementów. Szu-kany wierzhoªek mo»emy wyznazy¢ obhodz¡ drzewo i korzystaj¡ z nast�puj¡yh faktów:
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Fakt:
• Je»eli korze« drzewa jest typu and, to:� najmniejszy zbiór falsy�kuj¡y, to zbiór falsy�kuj¡y dla jednego z synów,� najmniejszy zbiór potwierdzaj¡y, to suma najmniejszyh zbiorów potwierdzaj¡-yh dla synów,� szukany element jest w tym poddrzewie, które ma najmniejszy zbiór falsy�kuj¡y.
• Je»eli korze« drzewa jest typu or, to dualnie.Rozwijamy tak drzewo gry, a» okre±limy warto±¢ korzenia.22.3 Zwini�ie drzewa do DAG-uOpisany algorytm mo»emy usprawni¢ nie konstruuj¡ drzewa, lez sklejaj¡ wierzhoªki od-powiadaj¡e identyznym sytuajom na planszy. W ten sposób uzyskujemy DAG. Problemwyznazenia najmniejszego zbioru falsy�kuj¡ego/potwierdzaj¡ego dla DAG-u jest trudny.Stosuje si� wi� nast�puj¡¡ heurystyk�: wybieramy do rozwini�ia taki wierzhoªek, jakby-±my mieli drzewo stanowi¡e rozwini�ie DAGu. Ozywi±ie rozwijaj¡ DAG nale»y pilnowa¢,aby skleja¢ powtarzaj¡e si� wierzhoªki. Mo»emy tu stosowa¢ spami�tywanie sytuaji, dlaktóryh utworzyli±my wierzhoªki.22.4 ImplementajaDe�nije wst�pne, niezale»ne od gry:type player = And | Or;;let i = Or;;let other = funtion And -> Or | Or -> And;;type boolean = True | False | Undefined;;let and3 x y =math (x, y) with(False, _) -> False |(_, False) -> False |(True, _) -> y |(_, True) -> x |_ -> Undefined;;let or3 x y =math (x, y) with(True, _) -> True |(_, True) -> True |(False, _) -> y |(_, False) -> x |_ -> Undefined;; 209



let won = True;;let lost = False;;Zakªadamy, »e gra jest okre±lona podobnie, jak gra w kamienie w poprzednih wykªadah.(* Drzewo AND-OR jest reprezentowane za pomo¡ mapy przyporz¡dkowuj¡ej *)(* parom (sytuaja, graz) n-tki postai: *)(* - warto±¢: True / False / Undefined *)(* - minimalna lizba el. falsyfikuj¡yh, *)(* - minimalna lizba el. potwierdzaj¡yh, *)(* - dla rozwini�tyh: lista trójek (ruh, sytuaja, graz). *)(* Selektory *)let vertex dag s p = apply dag (s, p);;let value (v, _, _, _) = v;;let min_f (_, f, _, _) = f;;let min_t (_, _, t, _) = t;;let su (_, _, _, s) = s;;let su_move (m, _, _) = m;;let su_board (_, b, _) = b;;let su_who (_, _, who) = who;;let follow dag x = vertex dag (su_board x) (su_who x);;(* W�zeª jest rozwini�ty, je»eli ma synów lub ma warto±¢. *)let is_expanded v = (value v <> Undefined) || (su v <> [℄);;(* Operaje na DAG-u *)(* Czy ju» jest taki wierzhoªek? *)let is_present dag s who = dom dag (s, who);;(* Dodanie do DAG-u w�zªa o parametrah: *)(* - s - sytuaja, *)(* - who - graz, *)(* - v - wartos, *)(* - e - lista trójek (ruh, sytuaja, graz). *)let insert dag s who v e =(* Rozmiar najmniejszego zbioru falsyfikuj¡ego/potwierdzaj¡ego *)(* (w zale»no±i od parametrów seletor/umulator) dla synów. *)let minft seletor umulator =(* Lista lizb do przelizenia, pohodz¡yh od *)210



(* synów z nieokre±lonymi warto±iami. *)let minl = map seletor(filter(fun x -> value x = Undefined)(map (follow dag) e))inif e = [℄ && v = Undefined then(* Wierzhoªek nierozwini�ty. *)1else if minl <> [℄ then(* Zlizenie ilo±i wierhoªków wyznazaj¡yh warto±¢. *)umulator minlelse(* Wszysy synowie s¡ okre±leni. *)infty(* Przeliz warto±¢ wierzhoªka. *)and realulate_value =if v = Undefined && e <> [℄ thenlet ss = map (fun x -> value (follow dag x)) einif who = And thenfold_left and3 True sselsefold_left or3 False sselse vin(* Lizba wierzhoªków falsyfikuj¡yh. *)let minf = minft min_f (if who = Or then sum else minl)(* Lizba wierzhoªków potwierdzaj¡yh. *)and mint = minft min_t (if who = And then sum else minl)inupdate dag (s, who) (realulate_value, minf, mint, e);;(* Dodanie nierozwini�tego li±ia. *)let insert_leaf dag s who =if is_present dag s who thendagelseinsert dag s who Undefined [℄;;(* Poz¡tkowa sytuaja do rozwa»enia. *)let initial s = insert_leaf empty s i;;211



(* Rozwija w danym dag-u w�zeª v odpowiadaj¡y sytuaji s dla graza who. *)let re expand_dag dag s who =(* Rozwija li±¢ v odpowiadaj¡y sytuaji s. *)let expand_leaf v =if finished s who then begin(* Rozgrywka sko«zona. *)insert dag s who (result s who) [℄end else(* Rozwi« mo»liwe ruhy. *)let leafs = map (fun m -> (m, move s who m)) (moves s who)in(* Wstaw nowyh synów do DAG-u. *)let dag1 =fold_left(fun d (m, s) -> insert_leaf d s (other who))dag leafs(* Lista nast�pników. *)and e = map (fun (m, s) -> (m, s, other who)) leafsininsert dag1 s who (value v) e(* Przeliza warto±¢ w�zªa na podstawie warto±i potomków. *)and realulate_value d v =let ss = map (fun x -> value (follow d x)) (su v)inlet vv =if who = And thenfold_left and3 True sselsefold_left or3 False ssininsert d s who vv (su v)in(* Rozwija podgraf zazepiony w w�¹le v wybieraj¡ minimaln¡ *)(* warto±¢ podanego aspektu. *)let expand_ompound v aspet =(* Predykat sprawdzaj¡y, zy syn wymaga rozwini�ia. *)let test s =let vv = follow dag sin aspet vv = aspet v && value vv = Undefinedin(* Rozwijamy syna realizuj¡ego min-f/min-t *)let ssl = filter test (su v)in 212



if ssl = [℄ then(* Potomek jest ju» rozwini�ty. *)realulate_value dag velselet dag1 = expand_dag dag (su_board (hd ssl)) (other who)inrealulate_value dag1 vinlet v = vertex dag s whoinif not (is_expanded v) then(* Rozwini�ie li±ia. *)expand_leaf velse if su v = [℄ then(* Nie ma o rozwija¢. *)dagelse if who = And then(* Rozwini�ie w�zªa And. *)expand_ompound v min_felse(* Rozwini�ie w�zªa Or. *)expand_ompound v min_t;;(* Rozwijaj, a» zostanie okre±lona waga korzenia. *)let re keep_expanding dag s who =if value (vertex dag s who) = Undefined thenkeep_expanding (expand_dag dag s who) s whoelsedag;;(* Najlepszy ruh. *)let game s =let dag = initial sinlet dag1 = keep_expanding dag s iinlet v = vertex dag1 s iin(su_move (hd (filter(fun s -> value v = value (follow dag1 s))(su v))));;
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Wykªad 23. Wyszukiwanie wzorów i algorytm Knutha-Morrisa-PrattaZastanówmy si� nad nast�puj¡ym problemem. Mamy dane dwa teksty, szukamy wyst¡pie«pierwszego tekstu w drugim. Na nasze potrzeby przyjmujemy, »e tekst to lista symboli. Wy-nikiem powinna by¢ lista pozyji wszystkih wyst¡pie« wzora w tek±ie.23.1 Naiwny algorytm wyszukiwania wzoraAlgorytm naiwny sprawdza wszystkie mo»liwe pozyje, na któryh wzorze wyst�puje w tek±iei sprawdza, zy faktyznie tak jest.let re prefix w t =math w with[℄ -> true |hw::tw ->math t with[℄ -> false |ht::tt -> (hw = ht) && prefix tw tt;;let pattern_math w t =let re iter t n a =let a = if prefix w t then n::a else ainmath t with[℄ -> rev a |_::tail -> iter tail (n+1) ainiter t 1 [℄;;Zªo»ono±¢ zasowa tego algorytmu jest rz�du Θ(|w| · |t|). Czy mo»na lepiej? Ozywi±ie tak.23.2 Algorytm Rabina-Karpa[[Uzupeªni¢, CLR p.34.2℄℄23.3 Algorytm KMPAlgorytm przedstawiony poni»ej pozwala wyznazy¢ wszystkie wyst¡pienia wzora w tek±iew zasie liniowym. Jego zastosowanie jest jednak troh� szersze. Dokªadniej, algorytm tendla zadanego tekstu wyznaza warto±i tzw. funkji pre�ksowej P . Dla danego tekstu t =
(t1t2 . . . tn) funkja pre�ksowa jest zde�niowana nast�puj¡o.

P (i) to najwi�ksze takie j, »e:
• 0 ≤ j < i,
• (t1 . . . tj) = (ti−j+1 . . . ti). 214



Inazej mówi¡, P (i) to dªugo±¢ najdªu»szego wªa±iwego pre�ksu (t1t2 . . . ti), który jestrównoze±nie su�ksem (t1t2 . . . ti).Oznazmy dodatkowo przez G(i) zbiór
G(i) = {0 ≤ j < i : (t1 . . . tj) = (ti−j+1 . . . ti)}Czyli G(i) to zbiór dªugo±i wszystkih takih wªa±iwyh pre�ksów (t1t2 . . . ti), które s¡równoze±nie su�ksami tego sªowa. Dodatkowo przyjmujemy, »e:

G(0) = ∅

P (0) = 0Zahodz¡ nast�puj¡e wªasno±i:
• P (i) = maxG(i),
• P (1) = 0,
• P (i) ≥ 0,
• P (i) < i (dla i > 0),
• i > P (i) > P (P (i)) > · · · > P k(i) = 0, dla pewnego k ∈ N,
• G(i + 1) = {0} ∪ {j + 1 : j ∈ G(i) ∧ ti+1 = tj+1},
• G(i) = {P (i)}∪G(P (i)) � najwi�kszy element w G(i) to wªa±nie P (i), natomiast ka»dymniejszy element G(i) to dªugo±¢ pre�ksu tekstu, który jest su�ksem (t1t2 . . . tP (i)).

G(i)

G(P(P(i)))

G(P(i))

P(P(i)) P(i) iP(P(P(i)))

• G(i) = {P j(i) : 1 ≤ j ≤ k},
• G(i + 1) = {0} ∪ {P j(i) + 1 : 1 ≤ j ≤ k ∧ ti+1 = tP j(i)+1},
• P (i+ 1) = max({0} ∪ {P j(i) + 1 : 1 ≤ j ≤ k ∧ ti+1 = tP j(i)+1}),
• dla i > 0 mamy P (i+ 1) =







P j(i) + 1 ; gdzie j jest najmniejsze takie, »e
1 ≤ j ≤ k ∧ ti+1 = tP j(i)+1

0 ; wpp. ,
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A oto i implementaja:let kmp t =letp = make (length(t) + 1) 0 andpj = ref 0in beginfor i = 2 to length t dowhile (!pj > 0) && (t.(!pj) <> t.(i - 1)) dopj := p.(!pj)done;if t.(!pj) = t.(i - 1) then pj := !pj + 1;p.(i) <- !pjdone;pend;;Ch¡ zastosowa¢ algorytm KMP do wyszukiwania wzorów oblizamy tabli� pre�ksow¡ dlaszukanego wzora. Z jej pomo¡ mo»emy znale¹¢ wyst¡pienia wzora w zasie liniowym.let find x y =leti = ref 0 andj = ref 0 andw = ref [℄ andp = kmp xinwhile !i <= length y - length x doj := p.(!j);while (!j < length x) && (x.(!j) = y.(!i + !j)) doj := !j + 1done;if !j = length x then w := !i::!w;i := !i + if !j > 0 then !j - p.(!j) else 1done;rev !w;;find [|'a'; 'l'; 'a'|℄ [|'a'; 'l'; 'a'; 'l'; 'a'; 'b'; 'a'; 'm'; 'a'|℄;;[0; 2℄23.4 Zastosowanie tabliy pre�ksowej w automatah sko«zonyh[[Uzupeªni¢℄℄[[Zastanowi¢ si� nad dodaniem algorytmu Boyera-Moora.℄℄
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�wizenia1. Dana jest lista elementów. Wyznaz wszystkie nietrywialne rotaje yklizne danej listy,które daj¡ w wyniku j¡ sam¡.2. Nieh (x1, x2, . . . , xn) b�dzie danym niepustym i¡giem lizb. Okresem tego i¡gu na-zwiemy najmniejsz¡ tak¡ lizb� k, »e:
• 1 ≤ k ≤ n,
• k jest dzielnikiem n,
• xi = xi+k dla wszystkih i = 1, . . . n− k.Zauwa»my, »e ka»dy i¡g ma okres, o najwy»ej jest to k = n. Na przykªad, okresemi¡gu [1; 3; 2; 1; 1; 3; 2; 1; 1; 3; 2; 1] jest 4, a okresem i¡gu [1; 3; 2; 1; 1] jest 5.Napisz proedur� okres: int array -> int, która dla danego i¡gu wyznazy jegookres.3. [XII OI℄ Chemy wykona¢ dªugi napis. W tym elu najpierw przygotowujemy odpo-wiedni szablon z wyi�tymi literkami. Nast�pnie taki szablon mo»na przyªo»y¢ wewªa±iwym miejsu do ±iany i malujemy po nim farb¡. Malujemy zawsze po aªymszablonie, ale dopuszzamy, aby litery byªy malowane wielokrotnie. Literki na szablonieznajduj¡ si� koªo siebie (nie ma tam przerw). Zadanie polega na wyznazeniu minimalnejdªugo±i szablonu, za pomo¡ którego mo»na wykona¢ aªy napis.4. [XIII OI℄ Napis Q jest okresem A, je±li Q jest pre�ksem wªa±iwym A oraz A jestpre�ksem (niekonieznie wªa±iwym) napisu QQ. Przykªadowo, napisy abab i abababs¡ okresami napisu abababa. Maksymalnym okresem napisu A nazywamy najdªu»szy zjego okresów, lub napis pusty, je±li A nie posiada okresu. Dla przykªadu, maksymalnymokresem napisu ababab jest abab. Maksymalnym okresem abc jest napis pusty.Napisz proedur�, która dla danego (w postai listy) napisu oblizy sum� dªugo±i mak-symalnyh okresów wszystkih jego pre�ksów.LaboratoriumNale»y napisa¢ program, który wzyta ze standardowego wej±ia i¡g sªów pooddzielanyhbiaªymi znakami (przez sªowo rozumiemy maksymalny i¡g znaków nie zawieraj¡y biaªyhznaków) a nast�pnie wypisze wszystkie klasy abstrakji relaji anagram okre±lonej na tyhsªowah.Dwa sªowa s¡ w relaji anagram wtw. gdy jedno z nih mo»na otrzyma¢ z drugiego prze-stawiaj¡ w nim znaki (preyzyjniej: gdy multizbiory ih znaków s¡ identyzne). Na przykªadsªowa abba i baba s¡ anagramami, za± ala i lala nie. Ka»da klasa abstrakji powinna by¢wypisana w osobnym wierszu.Przykªadowy wynik pray programu Dla danyh:ala babaabba alalala 217



wynik powinien wygl¡da¢ nast�puj¡o:abba babaalalalaZaªo»enia dotyz¡e implementaji Program powinien zawiera¢ wyodr�bniony plik (lubmoduª): klasy � implementuj¡y operaje na strukturze danyh przehowuj¡ej klasy abs-trakji. Moduª ten powinien dostarza¢ nast�puj¡e operaje:
• puste � inijuje pusty zbiór klas abstrakji,
• wstaw_sªowo � wstawia sªowo do odpowiedniej klasy abstrakji (ew. ja inijuj¡),
• klasy � podaje list� list elementów klas.Ponadto powinien by¢ wydzielony moduª wzytuj¡y dane i dziel¡y je na sªowa. Moduª tenpowinien udost�pnia¢ (m.in.) proedur� podaj_sªowo [[Dopreyzowa¢ w postai sygnatury.℄℄Je±li zehesz wydzieli¢ moduªy pomonize implementuj¡e fragmenty struktury danyh,to mo»esz tak zrobi¢.
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Wykªad 24. Przeszukiwanie grafów[[ De�nije podstawowyh poj�¢: Grafu skierowanego i nieskierowanego, ±ie»ki, ±ie»ki prostej,yklu, yklu prostego, spójnej skªadowej, odlegªo±i mi�dzy wierzhoªkami. ...℄℄[Abstrakyjne przeszukiwanie grafu jako funktor sparametryzowany kolekj¡ wierzhoª-ków.℄24.1 Grafy i problem przeszukiwania grafówDe�nija grafu (nieskierowanego).[[ Zdeydowa¢ si�, jak lizymy zªo»ono±¢: zy u»ywamy struktury sªownikowyh, ale nielizymy tego kosztu, zy razej lizymy, zy u»ywamy bardziej skomplikowanej struktury ikoszty s¡ liniowe. ℄℄Grafy zaimplementujemy w postai moduªu o nast�puj¡ej sygnaturze:module type GRAPH =sig(* Typ grafów o wierzhoªkah typu 'a. *)type 'a graph(* Pusty graf. *)val empty : 'a graph(* Dodanie wierzhoªka (je±li istnieje, to b.z.). *)val insert_vertex : 'a graph -> 'a -> 'a graph(* Dodanie kraw�dzi ª¡z¡ej dwa (istniej¡e) wierzhoªki. *)val insert_edge : 'a graph -> 'a -> 'a -> 'a graph(* Lista wszystkih wierzhoªków. *)val verties : 'a graph -> 'a list(* Lista inydenji danego wierzhoªka. *)val neighbours : 'a graph -> 'a -> 'a listend;;Problem przeszukiwania grafu.24.2 Implementaja grafówGraf reprezentujemy jako:
• zbiór wierzhoªków pami�tamy wprost,
• zbiór kraw�dzi pami�tamy jako map�, która ka»demu wierzhoªkowi przyporz¡dkowujezbiór jego s¡siadów.type 'a graph = { v : 'a finset ; e : ('a, 'a finset) map }Operaje na grafah implementujemy nast�puj¡o:219



module Graph : GRAPH =strutopen BSTopen BstMap(* Typ grafów o wierzhoªkah typu 'a. *)type 'a graph = { v : 'a finset ; e : ('a, 'a finset) map }(* Pusty graf. *)let empty = { v = empty_finset; e = BstMap.empty }(* Dodanie wierzhoªka (je±li istnieje, to b.z.). *)let insert_vertex g x =if member g.v x then gelse { v = insert g.v x; e = update g.e x empty_finset }(* Dodanie kraw�dzi ª¡z¡ej dwa (istniej¡e) wierzhoªki. *)let insert_edge g x y =assert (member g.v x);assert (member g.v y);assert (x <> y);let e1 = update g.e x (insert (apply g.e x) y)inlet e2 = update e1 y (insert (apply e1 y) x)in { v = g.v; e = e2}(* Lista wszystkih wierzhoªków. *)let verties g = finset2list g.v(* Lista inydenji danego wierzhoªka. *)let neighbours g x =finset2list (apply g.e x)end;;[[ Dorobi¢ generyzne przeszukiwanie grafów, sparametryzowane rodzajem struktury da-nyh u»ywanej do magazynowania wierzhoªków. ℄℄[[ A o z etykietowaniem kraw�dzi? A mo»e moduª Graph?℄℄24.3 Algorytm przeszukiwania wszerz BFS[[ Dorobi¢ kolorowanie spójnyh skªadowyh, albo wyznazanie listy spójnyh skªadowyh.℄℄ Idea algorytmu przeszukiwania grafów wszerz przypomina rozprzestrzenianie si� ognia wtrakie wypalania traw na ª¡kah. Je±li ogie« dojdzie do jakiego± miejsa, to roprzestrzeniasi� na s¡siednie miejsa, na któryh jest jeszze niewypalona trawa. W ten sposób przyªo»enieognia w jednym punkie, spala aªy �spójny obszar� suhej trawy.220



Je±li mówimy o grafah, to odwiedzenie jednego wierzhoªka poi¡ga za sob¡ odwiedzeniejako kolejnyh, jego (nie odwiedzonyh jeszze) s¡siadów. Istotna jest przy tym kolejno±¢odwiedzania: najpierw odwiedzany jest wierzhoªek poz¡tkowy, potem jego s¡siedzi, potemih s¡siedzi itd.Pami�tamy zbiór odwiedzonyh wierzhoªków. Dzi�ki temu, ka»dy wierzhoªek jest od-wiedzany o najwy»ej raz. Dodatkowo wykorzystujemy kolejk� FIFO do przehowywaniawierzhoªków, które ozekuj¡ na odwiedzenie, ale nie zostaªy jeszze odwiedzone.Oto implementaja takiego algorytmu:let bfs visit g =let visited = ref empty_finsetinlet searh x =let q = ref empty_queueinbeginq:= put_last !q x;visited := insert !visited x;while not (is_empty_queue !q) dovisit (first !q);List.iter(fun y ->if not (member !visited y) then beginq := put_last !q y;visited := insert !visited y;end)(neighbours g (first !q));q := remove_first !qdoneendin List.iter (fun x -> if not (member !visited x) then searh x) (vertiesg);;Zauwa»my, »e ka»dy wierzhoªek (poza wierzhoªkami dla któryh wywoªywana jest proe-dura searh) jest rozpatrywany tyle razy, ile wyhodzi z niego kraw�dzi, ale tylko raz zostaniewstawiony do kolejki q. Tak wi� rozmiar kolejki nie przekrozy lizby wierzhoªków. St¡d,algorytm ten ma zªo»ono±¢ zasow¡ O(n+m), a pami�iow¡ O(n).Pojedynze wywoªanie proedury searh przehodzi jedn¡ spójn¡ skªadow¡. Tak wi�lizba spójnyh skªadowyh jest taka, jak lizba wywoªa« proedury searh. Dodatkowo,je»eli w trakie odwiedzania b�dziemy �kolorowa¢� wierzhoªki, a przy ka»dym wywoªaniuproedury searh b�dziemy zmienia¢ kolor, to ka»da spójna skªadowa zostanie pokolorowanainnym kolorem.Algorytm przeszukiwania wszerz ma jeszze jedn¡ iekaw¡ wªa±iwo±¢. Dla ka»dego wywo-ªania search x, wierzhoªki s¡ odwiedzane zgodnie z rosn¡ymi odlegªo±iami od wierzhoªka
x. Mo»na pokaza¢, »e w ka»dej hwili, w koleje q znajduj¡ si� albo wierzhoªki poªo»onew tej samej odlegªo±i l od wierzhoªka x, albo wierzhoªki poªo»one w odlegªo±i l i l + 1,221



przy zym te w odlegªo±i l znajduj¡ si� na poz¡tku kolejki. Niew¡tpliwie jest tak na samympoz¡tku, gdy w koleje jest tylko wierzhoªek x. W ka»dym kroku p�tli while wyjmowanyjest z poz¡tku kolejki wierzhoªek poªo»ony w odlegªo±i l od wierzhoªka x, a na koniekolejki wstawiani s¡ i jego s¡siedzi, którzy nie zostali jeszze rozpatrzeni, a wi� znajduj¡ si�w odlegªo±i l + 1 od wierzhoªka x.24.4 Algorytm przeszukiwania w gª¡b DFSAlgorytm przeszukiwania w gª¡b jest algorytmem przeszukiwania z nawrotami. Proedur�przeszukuj¡¡ wywoªujemy dla wierzhoªka, w którym rozpozynamy przeszukiwanie. Na-st�pnie jest ona rekurenyjnie wywoªywana dla jego s¡siadów, ih s¡siadów itd. Przy tym,je»eli jest ona wywoªywana dla danego wierzhoªka po raz kolejny, to ni si� nie dzieje.let dfs visit g =let visited = ref empty_finset inlet re searh x =if not (member !visited x) then begin(* wierzhoªek jeszze nie byª odwiedzony. *)visit x;visited := insert !visited x;List.iter searh (neighbours g x)endinList.iter searh (verties g);;Proedura searh jest wywoªywana n + 2m razy, przy zym gª�boko±¢ rekurenji nieprzekraza n+1. Tak wi� zªo»ono±¢ zasowa tego algorytmu jest rz�du O(n+m), a pami�iowarz�du O(n).Algorytm ten ma wiele iekawyh wªasno±i. Pozwala on na znalezienie w gra�e ykli pro-styh, a tak»e na podziaª grafu na dwuspójne skªadowe. Wyobra¹my sobie drzewa rekurenjiproedury searh. S¡ to drzewa rozpinaj¡e spójne skªadowe grafu. Zastanówmy si� jakmog¡ by¢ poªo»one wzgl�dem takiego drzewa pozostaªe kraw�dzie w skªadowej. W ogólno±i,kraw�d¹ spoza drzewa rozpinaj¡ego mo»e by¢ poªo»nona na dwa sposoby:
• mo»e ona ª¡zy¢ dwie ró»ne gaª�zie drzewa,
• mo»e ona prowadzi¢ w gór�/dóª drzewa.[[Rysunek przedstawiaj¡y oba powy»sze przypadki.℄℄Czy kraw�d¹ w gra�e mo»e ª¡zy¢ dwie ró»ne gaª�zie drzewa rozpinaj¡ego? Okzauje si�, »enie. Gdyby tak byªo, to w trakie obhodzenia pierwszej z tyh gaª�zi nast¡piªoby wywoªanieproedury searh dla wierzhoªka le»¡ego na drugim ko«u rozpatrywanej kraw�dzi. Takwi� staªaby si� ona z�±i¡ drzewa rozpinaj¡ego wyznazonego przez algorytm DFS.Musi ona prowadzi¢ w gór�/dóª drzewa rozpinaj¡ego. .......[[ Rysunek kraw�dzi rozpinaj¡ej ykl prosty. ℄℄[[DFS i sortowanie topologizne.℄℄[[ Ayklizno±¢ ℄℄ 222



24.5 Algorytm Floyda-Warshalla[[Uzupeªni¢℄℄24.6 Algorytm Dijkstry[[Uzupeªni¢℄℄
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�wizenia1. [II OI, Klub Prawoskr�tnyh Kierowów, PCh℄ Mamy dany ukªad uli, le»¡yh naprostok¡tnej siate m× n. Ulie s¡ jedno- lub dwukierunkowe. Przyjmujemy, »e zterystrony ±wiata s¡ reprezentowane za pomo¡ lizb aªkowityh od 0 do 3:let north = 0 and east = 1 and south = 2 and west = 3;;Ukªad uli jest dany w formie trójwymiarowej tabliy warto±i logiznyh ulie: ulice.(i).(j).(k)okre±la, zy z punktu o wspóªrzednyh (i, j) mo»na przejeha¢ w kierunku k jedn¡ jed-nostk� odlegªo±i. Mo»na zaªo»y¢, »e tablia ta uniemo»liwia wyjehanie poza obszar
{0, . . . ,m− 1} × {0, . . . , n− 1}.Czªonkowie Klubu Prawoskr�tnyh Kierowów na skrzy»owaniah je»d»¡ prosto lub skr�-aj¡ w prawo. Sprawd¹, zy z punktu (0, 0) prawoskr�tny kierowa mo»e dojeha¢ dopunktu (m− 1, n − 1).2. [XIV OI, Grzbiety i doliny℄ Mamy dan¡ map� topogra�zn¡ terenu, w postai prosto-k¡tnej tabliy lizb aªkowityh, reprezentuj¡yh wysoko±i terenu. Grzbietem (dolin¡)nazwiemy taki obszar, który:

• jest spójny (przyjmujemy, »e kwadraty jednostkowe mapy s¡siaduj¡ ze sob¡ je»elistykaj¡ si� bokami),
• wszystkie kwadraty na tym obszarze maj¡ t� sam¡ wysoko±¢,
• jest on otozony kwadratami o mniejszej (wi�kszej) wysoko±i.Wyznaz grzbiety i doliny na mapie.3. [XIV OI, Biura℄ Firma ma n praowników. Ka»dy praownik ma telefon komórkowy,a w nim telefony pewnej grupy innyh praowników. Przy tym, je»eli praownik A matelefon praownika B, to praownik B ma numer praownika A. Firma he podzieli¢praowników na grupy, w taki sposób »eby:
• ka»dyh dwóh praowników albo byªo w tej samej grupie, albo miaªo nawzajemswoje numery telefonów,
• lizba grup byªa maksymalna.Wyznaz podziaª praowników na grupy.Uwaga: Ozekiwana zªo»ono±¢ zasowa to O(n2), ale mo»na to zadanie rozwi¡za¢ lepiej.4. [II OI, Palindromy℄ Podziel dane sªowo (list� znaków) na minimaln¡ lizb� palindromówparzystej dªugo±i.5. Dany jest ayklizny graf skierowany (DAG). Jego wierzhoªki s¡ ponumerowane od 0do n, a kraw�dzie s¡ dane w postai tabliy s¡siedztwa (kwadratowej tabliy e warto±ilogiznyh; w gra�e mamy kraw�d¹ u→v wtw., gdy e.(u).(v) ). Powiemy, »e wierzhoªek

u dominuje wierzhoªek v, je»eli dla ka»dego wierzhoªka w, z którego mo»na doj±¢ do
v, z u mo»na doj±¢ do w.Napisz proedur� zdominowani : bool array array -> int, która na podstawie ta-bliy opisuj¡ej graf oblizy lizb� wierzhoªków, dla któryh istniej¡ wierzhoªki je do-minuj¡e. 224



6. Dany jest graf skierowany o jednym wyró»nionym wierzhoªku s nazywanym wej±iem.Powiemy, »e wierzhoªek u dominuje wierzhoªek v, je»eli ka»da ±ie»ka z s do v musiprzehodzi¢ przez u. Zauwa»my, »e relaja dominaji jest z�±iowym porz¡dkiem.Powiemy, »e u jest bezpo±rednim dominatorem wierzhoªka v, je»eli:
• u 6= v,
• u dominuje v, oraz
• ka»dy wierzhoªek w 6= v, który dominuje v, dominuje te» u.Zauwa»my, »e relaja bezpo±redniej dominaji tworzy drzewo.Napisz proedur�, która dla danego grafu skierowanego i wierzhoªka s, dla ka»degowierzhoªka (poza s) wyznazy jego bezpo±redniego dominatora.7. [XIV OI, Powód¹℄ Dana jest mapa topogra�zna miasta poªo»onego w kotlinie, w postaiprostok¡tnej tabliy typu int * bool array. Lizby okre±laj¡ wysoko±¢ kwadratówjednostkowyh, a warto±i logizne okre±laj¡, zy dany kwadrat nale»y do terenu miasta.Przyjmujemy, »e teren poza map¡ jest poªo»ony wy»ej ni» jakikolwiek kwadrat na mapie.Miasto zostaªo aªkowiie zalane. �eby je osuszy¢ nale»y w kotlinie rozmie±i¢ pewn¡lizb� pomp. Ka»da z pomp wypompowuj� wod� a» do osuszenia kwadratu jednostko-wego, na którym si� znajduje. Osuszenie dowolnego kwadratu poi¡ga za sob¡ obni»eniepoziomu wody lub osuszenie kwadratów jednostkowyh, z któryh woda jest w staniespªyn¡¢ do kwadratu, na którym znajduje si� pompa. Woda mo»e przepªywa¢ mi�dzykwadratami, które stykaj¡ si� bokami.Wyznaz minimaln¡ lizb� pomp konieznyh do osuszenia miasta. Teren nie nale»¡ydo miasta nie musi by¢ osuszony. Miasto nie musi tworzy¢ spójnego obszaru.8. [VIII OI, Spokojna komisja℄ . . .9. [IX OI, Komiwoja»er Bajtazar℄ . . .10. [VIII OI, Mrówki i biedronka℄ . . .
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Wytyzne dla prowadz¡yh ¢wizeniaAd. 4 Spodziewamy si� rozwi¡zania dziaªaj¡ego w zasie Θ(n2).
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Wykªad 25. Proedury du»o wy»szyh rz�dówJaka jest ró»nia mi�dzy danymi i proedurami? W programowaniu funkyjnym to rozró»nie-nie rozmywa si�. Dane mog¡ by¢ traktowane jak proedury � ka»dy interpreter zy kompilatorzamienia dane (kod ¹ródªowy programu) na proedur� (wykonywalny program). Proedurywy»szyh rz�dów operuj¡ na innyh proedurah jak na danyh. Tak wi� proedury mog¡by¢ równie» danymi. Mo»na by powiedzie¢, »e dane tym ró»ni¡ si� od proedur, »e zawsze s¡podmiotem oblize«, a nigdy nie s¡ wykonywane. Niniejszy wykªad powinien Pa«stwa prze-kona¢, »e wale tak nie musi by¢. U»ywaj¡ j�zyka programowania nie widzimy w jaki sposóbzrealizowane s¡ struktury danyh i na jak jest zrealizowane wykonywanie proedur. �atwosobie wyobrazi¢, »e proedury mog¡ mie¢ posta¢ kodu ¹ródªowego lub z�±iowo skompilowa-nego, który jest interpretowany. Tak wi� proedury mog¡ by¢ zrealizowane w postai danyh(interpretowanyh przez proedur� ewaluatora).Podobnie, dane mog¡ by¢ proedurami. Nie widzimy sposobu implementaji podstawo-wyh struktur danyh wbudowanyh w j�zyk programowania. Poznamy teraz jedn¡ z mo»li-wyh ih implementaji � aªkowiie proeduraln¡.Dislaimer: Niniejszy wykªad ma harakter ¢wizenia umysªowego. Struktury danyh walenie s¡ implementowane w opisany sposób, ani nie jest to najlepszy sposób ih implementaji.Jest to jednak mo»liwe. Celem tego ¢wizenia jest zilustrowanie w peªni zamiennego trakto-wania danyh jak proedur i proedur jak danyh. Zdobywszy t� umiej�tno±¢ b�dziemy mogliwznie±¢ si� na wy»szy poziom abstrakji i tworzy¢ struktury, w któryh dane s¡ przemieszanez proedurami.Niektóre programy, ze wzgl�du na system typów Oamla dziaªaj¡ � jednorazowo�, tzn.ka»da konstrukja jest poprawna i zostaªa przetestowana, jednak u»yie jednej konstrukjimo»e uniemo»liwi¢ u»yie innej.25.1 De�niowanie form spejalnyhW Oamlu argumenty proedur s¡ oblizane gorliwie, tzn. najpierw s¡ oblizane ih warto±i,a dopiero potem przyst�pujemy do oblizania warto±i proedury. Wyj¡tkiem s¡ formy spe-jalne, np. if � w zale»no±i od warto±i warunku, tylko jeden z pozostaªyh zªonów jestoblizany. Czy mo»na takie formy zaimplementowa¢ samemu? Tak. Potrzeba do tego dwóhrzezy. Musimy umie¢ zabezpieza¢ warto±i przed zbyt wzesnym oblizaniem i de�niowa¢makrode�nije.25.1.1 Makrode�nijeW Oamlu mo»emy zmienia¢ skªadni� j�zyka wprowadzaj¡ wªasne makrode�nije. Sªu»ydo tego preproesor P4. Nie b�dziemy tu mówi¢ o nim, lez sporadyznie u»yjemy de�nijiwprowadzaj¡yh potrzebne nam formy spejalne.25.2 UleniwianieModel oblizeniowy Oamla harakteryzuje si� zahªannym oblizaniem warto±i � argumentyfunkji s¡ oblizane bez wzgl�du na to, zy s¡ potrzebne. Uleniwianie polega na zabezpiezeniuwarto±i przed oblizeniem, je»eli nie jest to potrzebne. Zamiast warto±i mamy �obietni� jejoblizenia�, zyli proedur� bezargumentow¡, której warto±i¡ jest dana warto±¢. W momenie227



gdy warto±¢ jest nam potrzebna, oblizamy j¡. �eby nie obliza¢ tej warto±i wielokrotnie,stosujemy spami�tywanie. W Oamlu dost�pna jest forma spejalna lazy i proedura fore.Lazy powoduje odrozenie (ze spami�tywaniem) oblizenia wyra»enia. Ch¡ oblizy¢ warto±¢wykonujemy na wyniku lazy operaj� fore. Prostsza wersja uleniwiania, bez spami�tywania,mo»e wygl¡da¢ tak:type 'a delayed ≡ unit -> 'a;;lazy w ≡ funtion () -> wlet fore x = x ();;let a = lazy 4;;fore a;;Peªne uleniwianie zawiera równie» spami�tywanie:type 'a value = NoValue | Exeption of exn | Value of 'a;;let memoize f =letv = ref NoValueinfuntion () ->math !v withValue y -> y |Exeption e -> raise e |NoValue ->lety = try f ()with e -> beginv := Exeption e;raise eendinv := Value y;y;;lazy w ≡ memoize (fun () -> w)let b = lazy (print_int 42; 42);;fore b;;fore b;;25.3 Warto±i logizneAby mówi¢ o warto±iah logiznyh potrzebujemy:
• prawd� i faªsz,
• (if ...), 228



• koniunkj�, alternatyw� i negaj�.Warto±¢ logizn¡ reprezentuj� jako proedur� dwuargumentow¡, która w przypadku prawdywybiera pierwszy, a w przypadku faªszu drugi argument.let prawda x y = x;;let falsz x y = y;;let jesli w k a = fore (w k a);;jesli prawda (lazy 1) (lazy 2);;= 1let i x y = x y falsz;;let lub x y = x prawda y;;let nie x a b = x b a;;jesli (lub falsz prawda) (lazy 1) (lazy 2);;= 125.4 Produkty kartezja«skieAby mówi¢ o produkie musimy mie¢:
• konstruktor pary pr: α→ β → produkt,
• rzuty: p1: produkt → α i p2: produkt → β.Produkt, to para argumentów zekaj¡yh na funkj�.let pr x y = funtion f -> f x y;;let p1 p = p prawda;;let p2 p = p falsz;;let p x = pr 1 "ala" x;;p1 p;;= 1p2 p;;= "ala"Ze wzgl�du na system typów w Oamlu, para p musi by¢ zde�niowana przy u»yiu dodatko-wego argumentu x (η-ekspansja).25.5 Listy niesko«zoneListy niesko«zone mo»na reprezentowa¢ jako funkje z int. Potrzebujemy:
• list� staª¡,
• doª¡zenie elementu na poz¡tek listy,
• pierwszy element listy,
• ogon listy.let stala x n = x;;let sklej h t n = if n = 0 then h else t (n-1);;let glowa l = l 0;;let ogon l n = l (n + 1);; 229



25.6 Lizby naturalne ChurhaPozostaªy nam jeszze lizby naturalne. (Rozszerzenie lizb naturalnyh do aªkowityh po-zostawiamy jako ¢wizenie dla ambitnyh. :-) Uto»samiamy lizb� naturaln¡ z lizb¡ iterajizadanej funkji.
n ≡ f → fnlet id x = x;;let ompose f g = funtion x -> f (g x);;let zero f = id;;let jeden f = f;; = idDodawanie i mno»enie:let in n f = ompose (n f) f;; fn+1 = fn ◦ flet plus m n f = ompose (m f) (n f);; fm+n = fm ◦ fnlet razy = ompose;; (razy m n) f = (compose m n) f =

= m (n f) = m (fn) =
= (fn)m = fm·nlet potega m n = n m;; (potega m n) f = (n m) f =

= (m ◦ · · · ◦m)
︸ ︷︷ ︸

n razy

f =

= m(m. . . (m
︸ ︷︷ ︸

n razy

f) . . . ) =

= m(m. . . (m
︸ ︷︷ ︸

n−1 razy

fm) . . . ) =

= m(m. . . (m
︸ ︷︷ ︸

n−2 razy

fm2

) . . . ) =...
= fmnDo elów testowyh mo»na u»ywa¢:let ile n = n (funtion x -> x + 1) 0;;let ompose f g = funtion x -> f (g x);;let re iterate n f =if n = 0 then id else ompose (iterate (n-1) f) f;;ile (iterate 1000);;= 1 000let dwa f = in jeden f;;ile (razy dwa dwa);;- : int = 4 230



let trzy f = plus dwa jeden f;;let szes f = razy dwa trzy f;;let siedem f = in szes f;;ile (razy szes siedem);;- : int = 42let osiem f = potega dwa trzy f;;ile (plus dwa (razy (plus dwa trzy) osiem));;- : int = 42Jak mogliby±my odró»nia¢ od siebie lizby naturalne Churha? Podstawow¡ operaj¡ porów-nania jest tzw. test zera � sprawdzenie, zy dana lizba jest równa zero. Szukamy wi� takiejfunkji f , »e f0 = id jest zym± istotnie innym, ni» f i dla i > 0. Tak¡ funkj¡ mo»e by¢:
f(x) = falszlet test_zera x = x (funtion _ -> falsz) prawda;;jesli (test_zera zero) (lazy 1) (lazy 2);;= 1Jak zmniejszy¢ n o 1? Lizba n to taki obiekt, który przeksztaªa zadan¡ funkj� f w funkj�

fn. Nie mamy jednak »adnego dost�pu do tego jak n to robi. Problem ten mo»na przedstawi¢sobie tak: maj¡ dane n, f i x nale»y oblizy¢ fn−1(x).Rozwa»my funkj�:
g(a, b) = (b, f b)oraz i¡g:

(gi(x, x))i=0,...,n = ((x, x), (x, f x), (f x, f2 x), . . . , (fn−1 x, fn x))Wystarzy wi� z ostatniej pary w i¡gu wydoby¢ pierwsz¡ wspóªrz�dn¡. Co mo»na zapisa¢tak:let de n f x =let g (a, b) = (b, f b)in let (y, _) = n g (x, x)in y;;val de:(('a*'b->'b*')->'d*'d->'e*'f)->('b->')->'d->'elub tak, wykorzystuj¡ zaimplementowane przez nas produkty kartezja«skie:let de n f x = p1 (n (funtion p -> pr (p2 p) (f (p2 p))) (pr x x));;val de :(((('a -> 'b -> 'b) -> ') -> (' -> 'd -> 'e) -> 'e) ->(('f -> 'f -> 'g) -> 'g) -> ('h -> 'i -> 'h) -> 'j) ->(' -> 'd) -> 'f -> 'j = <fun>ile (de dwa);;= 1Odejmowanie, to wielokrotne zmniejszanie o jeden:231



let minus m n = (n de) m;;ile (minus dwa jeden);;= 1Za pomo¡ odejmowania i testu zera mo»na zaimplementowa¢ porównanie:let wieksze m n = nie (test_zera (minus m n));;jesli (wieksze dwa jeden) (lazy 1) (lazy 2);;= 125.7 Abstrakja rekurenjiProedura fold_left stanowi abstrakj� rekurenyjnego przetwarzania list. Czy istnieje kwin-tesenja wszelkiej rekurenji? A o to jest rekurenja? Jak przerobi¢ de�nij� rekurenyjn¡na nierekurenyjn¡ � poprzez wprowadzenie dodatkowego parametru funkyjnego. Przykªad:silnia. Z rekurenj¡:let re fa n =if n <= 1 then1elsen * fa (n - 1);;Bez rekurenji:let fatorial fa n =if n <= 1 then1elsen * fa (n - 1);;To jest proedura, która przetwarza proedur� fa liz¡¡ poprawnie silni� dla lizb ≤ n naproedur� liz¡¡ poprawnie silni� dla lizb ≤ n + 1. Teraz trzeba jako± hytrze podstawi¢funkj� wynikow¡ jako argument. Inazej mówi¡ szukamy funkji, która jest punktem staªymfatorial. B�dzie ona poprawnie lizy¢ silni� dla wszystkih lizb.Operator punktu staªego � pierwsze podej±ie.let re y f = f (y f);;let f = y fatorial ;;= fatorial (y fatorial) = fatorial (fatorial (y fatorial)) = ...To si� niestety zap�tli, ze wzgl�du na to, »e argument proedury fatorial jest oblizanyprzed jej zastosowaniem. Aby unikn¡¢ zap�tlenia, musimy uleniwi¢ ten argument i wyliza¢go tylko na »¡danie. Operator punktu staªego.let fatorial fa n =if n <= 1 then1else 232



n * (fore fa (n - 1));;let re y f = f (lazy (y f));;let fa = y fatorial ;;
fac 3 = (y factorial) 3 =

= (factorial(lazy(y factorial))) 3 =

= 3 ∗ (force(lazy(y factorial)) 2) =

= 3 ∗ (y factorial 2) =

= 3 ∗ (factorial(lazy(y factorial)) 2) =

= 3 ∗ (2 ∗ (force(lazy(y factorial))) 1) =

= 3 ∗ (2 ∗ (y factorial 1)) =

= 3 ∗ (2 ∗ (factorial(lazy(y factorial)) 1)) =

= 3 ∗ (2 ∗ 1) = 6Ka»d¡ proedur� rekurenyjn¡ mo»emy sprowadzi¢ do zastosowania operatora punktu staªegoi uleniwiania.
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Oto kolejny przykªad, rekurenyjna proedura oblizaj¡a lizby Fibonaiego:let fibonai fib n =if n < 2 thennelse(fore fib (n-1)) + (fore fib (n-2));;let fib = y fibonai;;
fib 3 = y fibonacci 3 =

= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 3 =

= force(lazy(y fibonacci)) 2 + force(lazy(y fibonacci)) 1 =

= y fibonacci 2 + y fibonacci 1 =

= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 2 + fibonacci(lazy(y fibonacci)) 1 =

= force(lazy(y fibonacci)) 1 + force(lazy(y fibonacci)) 0 + 1 =

= y fibonacci 1 + y fibonacci 0 + 1 =

= fibonacci(lazy(y fibonacci)) 1 + fibonacci(lazy(y fibonacci)) 0 + 1 =

= 1 + 0 + 1 = 2
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�wizenia1. Zaimplementuj pary lizb aªkowityh za pomo¡ operaji arytmetyznyh i lizb aªko-wityh.2. Dla dowolnyh dwóh funkji f : X → A i g : X → B istnieje dokªadnie jedna takafunkja h : X → A×B, »e π1◦h = f i π2◦h = g. Zde�niuj wprost proedur� prod, którana podstawie funkji f i g wyznaza funkj� h dla proeduralnej de�niji produktów.(let prod f g x p = p (f x) (g x);;)3. Zaimplementuj sumy rozª¡zne (koprodukty) za pomo¡ proedur. (Koprodukt zbiorów
A i B to taki zbiór A + B wraz z wªo»eniami iA : A → A + B, iB : B → A + B, »edla dowolnej pary funkji f : A→ X i g : B → X istnieje dokªadnie jedna taka funkja
h : A + B → X, »e h ◦ iA = f i h ◦ iB = g. Potraktuj t� de�nij� dosªownie.) Nale»yzaimplementowa¢ wªo»enie A i B w A + B oraz proedur�, która na podstawie funkji
f i g wyznazy funkj� h.Na potrzeby tego zadania mo»esz przyj¡¢, »e A i B to ten sam typ.4. Pot�gowanie funkji w zasie logarytmiznym. Co tak na prawd� jest oblizane szybiej:funkja wynikowa, zy jej warto±¢?5. Jak mo»na rozszerzy¢ lizby naturalne Churha do lizb aªkowityh?6. Jak za pomo¡ operatora punktu staªego mo»na wyznaza¢ proedury wzajemnie reku-renyjne?
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Wykªad 26. Strumienie[[[ Sali¢ z materiaªami z Wa»niaka. ℄℄℄26.1 Czas rzezywisty, a zas symulowanyProgramowanie imperatywne i analogia obiektowa. Czas w modelowanym systemie jest mo-delowany przez zas w modelu systemu.Programowanie strumieniowe � nie ma takiej analogii z zasem. Staramy si� w modeluodda¢ struktur� zale»no±i, a niekonieznie kolejno±¢ zdarze«.Strumie«, to i¡g warto±i � aªa, by¢ mo»e niesko«zona, historia obiektu. Zamiastmówi¢ o akjah i zmianah stanu obiektów w danyh hwilah patrzymy �jednym rzutemoka� na aª¡ histori� obiektu w zasoprzestrzeni. Staramy si� odda¢ zale»no±i mi�dzy liniami±wiata jednyh obiektów i innyh.26.2 Implementaja strumieniFormalnie strumie« to i¡g � by¢ mo»e niesko«zony. Pomysª polega jednak na tym, »eby byªon �leniwy�, tzn. oblizane byªy tylko potrzebne warto±i. Tak wi� strumie« to para: warto±¢i odrozony strumie« pozostaªyh warto±i.type 'a stream = Nil | Cons of 'a * 'a stream Lazy.t;;let empty s = s = Nil;;let head s =math s withNil -> failwith "Empty" |Cons (h, _) -> h;;let tail s =math s withNil -> failwith "Empty" |Cons (_, t) -> fore t;;EXTEND ... Makro ConsMaj¡ do dyspozyji takie konstruktory i selektory mo»emy zde�niowa¢ kilka pomonizyhoperaji na strumieniah:let re onst_stream  =Cons (, onst_stream );;let ones = onst_stream 1;;let re filter_stream p s =if empty s thenNilelse 236



let h = head sand t = tail sinif p h thenCons (h, filter_stream p t)elsefilter_stream p t;;let re stream_ref s n =if n = 0 thenhead selsestream_ref (tail s) (n - 1);;let re stream_map f s =if empty s thenNilelseCons (f (head s), stream_map f (tail s));;let re stream_fold f a s =if empty s thenCons (a, Nil)elseCons (a, stream_fold f (f a (head s)) (tail s));;let re for_eah p s =if not (empty s) then beginp (head s);for_eah p (tail s)end;;let print_int_stream s =let p x =beginprint_int x;print_string "\ n";flush stdoutendinfor_eah p s;;26.3 Przykªady strumieni niesko«zonyhSpróbujmy zde�niowa¢ strumie« lizb naturalnyh:
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let re integers_from x =Cons(x, integers_from (x+1));;let nats = integers_from 0;;Podobnie mo»emy zde�niowa¢ strumie« lizb Fibonaiego:let fibs =let re fibo a b =Cons (a, fibo b (a+b))in fibo 0 1;;Jak wida¢, je»eli jeste±my w stanie skonstruowa¢ iterayjn¡ proedur� wylizaj¡¡ kolejneelementy strumienia, to tym samym jeste±my w stanie zde�niowa¢ strumie« tyh warto±i.Proedura taka stanowi ukryt¡ w strumieniu �maszyneri��, która na »¡danie podaje kolejneelementy strumienia. Takie de�nije strumieni nazywamy nie uwikªanymi (w odró»nieniu oduwikªanyh, które poznamy dalej). W przypadku de�niji nie uwikªanyh bytem rekurenyj-nym jest proedura, a nie strumie«. Strumie« jest wtórny wobe proedury rekurenyjnej.26.4 Strumie« lizb pierwszyh � sito EratostenesaSpróbujmy skonstruowa¢ niesko«zony strumie« lizb pierwszyh, generowanyh metod¡ sitaEratostenesa. Sposób konstrukji takiego strumienia mo»emy przedstawi¢ w postai she-matu przypominaj¡ego shematy blokowe ukªadów przetwarzaj¡yh sygnaªy. Strumienie s¡zaznazone liniami i¡gªymi, a pojedynze warto±i przerywanymi.
divisible?

car

cdr
cons

sitofiltr:

not

sito

Shemat ten mo»emy zapisa¢ w postai nast�puj¡ego programu:let divisible x y = x mod y = 0;;let sito p s =filter_stream (funtion x -> not (divisible x p)) s;;let re sieve s =Cons (head s, sieve (sito (head s) (tail s)));;let primes =sieve (integers_from 2);; 238



26.5 De�nije uwikªaneDe�niuj¡ niesko«zone strumienie nie musimy tego zawsze robi¢ poprzez podanie odpowied-niej proedury rekurenyjnej (integers-from, fibgen, sieve). Mo»emy u»y¢ elementów stru-mienia do zde�niowania jego samego.let re ones =Cons (1, ones);;Do budowy bardziej skomplikowanyh strumieni potrzebujemy dodatkowyh operaji buduj¡-yh strumienie. Na przykªad, do utworzenia strumienia lizb naturalnyh zy lizb Fibona-iego potrzebujemy dodawania strumieni.let re add_int_streams s1 s2 =if empty s1 or empty s2 thenNilelseCons (head s1 + head s2, add_int_streams (tail s1) (tail s2));;let re nats =Cons (1, add_int_streams ones nats);;Zamiast dodawania strumienia jedynek, mo»emy u»y¢ operaji zwi�kszania o jeden:let su x = x + 1;;let re nats =Cons(0, stream_map su nats);;A oto uwikªana de�nija lizb Fibonaiego:let re fibs =Cons (0, Cons (1, add_int_streams fibs (tail fibs)));;Mo»emy te» w uwikªany sposób zde�niowa¢ strumie« lizb pierwszyh. U»yjemy do tegopredykatu sprawdzaj¡ego, zy lizba jest pierwsza:let re primes =Cons (2, filter_stream prime (integers_from 3))Natomiast predykat prime? zde�niujemy u»ywaj¡ . . . strumienia lizb pierwszyh:and prime n =let re iter ps =if square (head ps) > n thentrueelse if divisible n (head ps) then falseelse iter (tail ps)initer primes;;Caªo±¢ dziaªa poprawnie, poniewa» strumie« jest leniw¡ struktur¡ danyh. Pierwszy element,2, jest dany expliite. Natomiast sprawdzaj¡ kolejne lizby, zy s¡ pierwsze, zawsze mamy ju»oblizone potrzebne lizby pierwsze. Konkretnie, najwi�ksza oblizona lizba pierwsza zawszejest wi�ksza od pierwiastka z kolejnej lizby pierwszej, 22 = 4 > 3, 32 = 9 > 5, . . . .239



26.6 Iteraje jako strumienieW przypadku de�niji nie uwikªanyh u»ywali±my proedur iterayjnyh do zde�niowaniastrumieni. Mo»emy ten mehanizm odwrói¢ i u»y¢ strumieni do opisania proesów iterayj-nyh � kolejne elementy strumienia mog¡ reprezentowa¢ kolejne kroki iteraji. Oto przykªad,strumie« kolejnyh przybli»e« pierwiastka, metod¡ Newtona:let sqrt_improve g x = (g +. x /. g) /. 2.0;;let sqrt_stream x =let re guesses =Cons (1.0,stream_map (funtion guess -> sqrt_improve guess x) guesses)in guesses;;Spróbujmy przybli»y¢ lizb� π. U»yjemy do tego elu szeregu zbie»nego do π
4 :

π

4
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·let sale_stream  s =stream_map (funtion x -> x *. ) s;;let pi_summands =letsu x =if x > 0.0 then-.x -. 2.0else-.x +. 2.0inlet re s =Cons (1.0, stream_map su s)instream_map (fun x -> 1.0 /. x) s;;let partial_sums s =let re ps =Cons (head s, add_float_streams (tail s) ps)in ps;;let pi_stream = sale_stream 4.0 (partial_sums pi_summands);;Taki strumie« jest o prawda zbie»ny, ale bardzo wolno. Po zsumowaniu pierwszyh 1000elementów ustalone s¡ dopiero trzy pierwsze yfry: 3.14. Jest to dosy¢ ozywiste, je»elizauwa»ymy, »e suma pierwszyh n elementów jest obarzona bª�dem rz�du 1

nMo»na �przyspieszy¢� zbie»no±¢ tego szeregu stosuj¡ �akelerator Eulera�. Je±li Sn jestsum¡ pierwszyh n wyrazów szeregu, to szereg zakelerowany ma posta¢.
Sn+1 −

(Sn+1 − Sn)2

Sn−1 − 2Sn + Sn+1240



Dziaªa on dobrze dla i¡gów o malej¡yh moduªah bª�dów przybli»enia.Dlazego on dziaªa? Przedstawmy kolejne sumy z�±iowe szeregu w postai grania plusbª¡d: Sn = x+en, |en| > |en+1| > 0. Wówzas elementy przyspieszonego szeregu maj¡ posta¢:
x+ en+1 −

(x+ en+1 − x− en)2

x+ en−1 − 2x− 2en + x+ en+1
=

= x+ en+1 −
(en+1 − en)2

en−1 − 2en + en+1
=

= x+
en+1en−1 − 2en+1en + e2n+1 − e2n+1 + 2enen+1 − e2n

en−1 − 2en + en+1
=

= x+
en+1en−1 − e2n

en−1 − 2en + en+1Je»eli np. |en| = e · cn i znaki en s¡ takie same lub naprzemienne, to en+1en−1 − e2n = 0, zylii¡g natyhmiast osi¡ga grani�..... sprawdzi¢, kiedy mo»na strumie« wiele razy przyspiesza¢ ...Oto implementaja akeleratora Eulera:let re euler_transform s =let s0 = stream_ref s 0and s1 = stream_ref s 1and s2 = stream_ref s 2in Cons(s2 -. square (s2 -. s1) /. (s0 -. 2.0 *. s1 +. s2),euler_transform (tail s));;Taki strumie« jest ju» zbie»ny w rozs¡dnym zasie. Przelizenie 1000 elementów przyspieszo-nego szeregu daje przybli»enie 3.141592653. Jeszze lepsze wyniki daje wielokrotne przyspie-szanie. Skonstruujmy strumie« kolejnyh przyspiesze« strumienia sum z�±iowyh i wybie-rzemy z niego strumie« pierwszyh elementów:let re pi_table =Cons (pi_stream, stream_map euler_transform pi_table);;let pi_stream = stream_map head pi_table;;let pi = stream_ref pi_stream 8;;Taki strumie« ju» w 8 elemenie osi¡ga granie preyzji arytmetyznej.26.7 Strumienie par � lizby RamanujanaPrzedstawimy teraz jako przykªad operowania strumieniami, konstrukj� strumienia lizb Ra-manujana. Lizby Ramanujana to takie lizby naturalne, które mo»na przedstawi¢ jako sumysze±ianów dwóh lizb naturalnyh na dwa ró»ne sposoby. Pierwsze z tyh lizb, to: 1729,4104, 13832, 20683. Nieh waga pary lizb naturalnyh to b�dzie suma sze±ianów jej skªado-wyh. Pomysª konstrukji strumienia lizb Ramanujana polega na skonstruowaniu strumienia241



(nieuporz¡dkowanyh) par lizb naturalnyh uporz¡dkowanego wg niemalej¡yh wag, wy-hwyeniu par o powtarzaj¡yh si� wagah i wypisaniu tyh wag.Nast�puj¡a proedura ª¡zy dwa strumienie uporz¡dkowane wg niemalej¡yh wag ele-mentów w jeden uporz¡dkowany strumie«. Waga jest okre±lona w postai funkji wlet re merge_weighted w s1 s2 =if empty s1 then s2 elseif empty s2 then s1 elselet h1 = head s1and h2 = head s2inif w h1 < w h2 thenCons (h1, merge_weighted w (tail s1) s2)else if w h1 > w h2 thenCons (h2, merge_weighted w s1 (tail s2))elseCons (h1, Cons (h2, merge_weighted w (tail s1) (tail s2)));;Nast�puj¡e de�nije okre±laj¡ wagi par oraz funkj� tworz¡¡ strumie« par uporz¡dkowanyhwg wag.let ube x = x * x * x;;let weight (x, y) = ube x + ube y;;let re pairs s =Cons ((head s, head s),merge_weightedweight(stream_map (funtion x -> (head s, x)) (tail s))(pairs (tail s)));;Nast�puj¡a proedura pozostawia jedynie reprezentantów sekwenji elementów o powtarza-j¡yh si� wagah.let re non_uniq w s =let re skip we s =if empty s then Nilelse if we = w (head s) then skip we (tail s)else sinif empty s then Nilelse if empty (tail s) then Nilelselet h1 = head sand h2 = head (tail s)inif w h1 = w h2 thenCons (w h1, non_uniq w (skip (w h1) s))242



elsenon_uniq w (tail s);;Strumie« lizb Ramanujana mo»emy zde�niowa¢ nast�puj¡o:let ramanujan =non_uniq weight (pairs nats);;26.8 Co jeszze . . .Strumienie jako reprezentaja danyh, np. szeregów pot�gowyh. Operaje na funkjah re-prezentowanyh w taki sposób.
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�wizeniaZde�niuj strumienie i narysuj shematy odpowiadaj¡e ih de�nijom. (Tam, gdzie si� da, wsposób uwikªany.)1. Strumie« silni.2. Strumie« postai: jedna jedynka, dwie dwójki, trzy trójki itd. (Do rozwi¡zania uwikªa-nego potrzebne jest salanie strumieni monotoniznyh.)3. Napisz proedur� odrugi: 'a stream -> 'a stream, która przeksztaªa strumie«postai (s1; s2; s3; s4; . . . ) w strumie« postai (s1; s3; s5; . . . ). Powinna ona dziaªa¢ za-równo dla strumieni sko«zonyh, jak i niesko«zonyh.4. Przeplot elementów dwóh strumieni (mo»na sprytnie, zamieniaj¡ w wywoªaniu reku-renyjnym miejsami argumenty).5. Strumie« wszystkih par (uporz¡dkowanyh) elementów z dwóh danyh strumieni (wdowolnej kolejno±i).6. Strumie« lizb aªkowityh, które w rozkªadzie na lizby pierwsze maj¡ tylko 2, 3 i 5[R.Hamming℄.7. Dany jest niesko«zony strumie« lizb s = (s1, s2, s3, . . . ). Jego strumie« ró»niowy, tostrumie« postai: s′ = (s2−s1, s3−s2, s4−s3, . . . ). Strumie« ró»niowy drugiego rz�du,to strumie« ró»niowy strumienia ró»niowego. Ogólniej, strumie« ró»niowy n-tegorz�du polega na n-krotnym wzi�iu strumienia ró»niowego, zazynaj¡ od s. Zde�niuj,w sposób uwikªany, strumie« zªo»ony z pierwszyh elementów strumieni ró»niowyhkolejnyh rz�dów (s1, s2 − s1, (s3 − s2) − (s2 − s1), . . . ). Narysuj diagram ilustruj¡yrozwi¡zanie.8. [IOI 2005℄ U±rednienie strumienia s = (s1, s2, . . . ), to strumie« (o jeden element krótszy)postai: (s1+s2

2 , s2+s3

2 , . . .
).Dla danego strumienia lizb naturalnyh s obliz taki strumie« (x1, x2, . . . ), »e xi jestlizb¡ takih niemalej¡yh strumieni lizb aªkowityh (y1, y2, . . . , yi+1), któryh u±red-nieniem jest (s1, s2, . . . , si).9. Dany jest niesko«zony strumie« niesko«zonyh strumieni s. Zde�niuj jego �przek¡tn¡�

p.10. Sªowa Fibonaiego to i¡g napisów zde�niowany nast�puj¡o: F1 = b, F2 = a, dla i > 2sªowo Fi powstaje ze sklejenia sªów Fi−1 i Fi−2. Oto poz¡tkowy fragment tego i¡gu:
i Fi

1 b
2 a
3 ab
4 aba
5 abaab
6 abaababa244



Zauwa», »e ka»de sªowo Fibonaiego Fi (dla i > 1) jest pre�ksem kolejnego sªowaFibonaiego Fi+1. Tak wi�, wszystkie te sªowa s¡ pre�ksami pewnego niesko«zonegoi¡gu znaków a i b. Zde�niuj strumie« tyh znaków.11. Szereg pot�gowy a0+a1x+a2x
2+. . . mo»emy reprezentowa¢ jako strumie« jego kolejnyhwspóªzynników; przy takiej implementaji szeregów pot�gowyh zaimplementuj:

• pohodn¡,
• aªk�,
• interpolaje wybranyh funkji (np.: ex, lnx, cos x, sinx),
• mno»enie szeregów pot�gowyh,
• nieh X b�dzie szeregiem pot�gowym o pierwszym wspóªzynniku równym 1; oblizodwrotno±¢ X, tzn. taki szereg S, »e X · S = 1; nieh X = 1 + x ·X ′, wówzas:

(1 + x ·X ′) · S = 1

S + x ·X ′ · S = 1

S = 1 − x ·X ′ · S

• korzystaj¡ z wyników poprzedniego zadania zaimplementuj dzielenie szeregów po-t�gowyh.12. Na podstawie wzoru: e =
∑∞

i=0
1
i! skonstruowa¢ strumie« kolejnyh yfr lizby e.

245



Wykªad 27. Programowanie obiektowe27.1 Ideologia programowania obiektowego
• Rozszerzenie paradygmatu programowania imperatywnego. Obiektom z modelowanegoproblemu odpowiadaj¡ obiekty oblizeniowe.
• Wyró»niamy klasy obiektów z modelowanego problemu. Mi�dzy obiektami (lub ihklasami) zahodz¡ ró»nego rodzaju zale»no±i. Typowe rodzaje zale»no±i, to:� relaja zawierania,� relaja znajomo±i,� relaja dziedzizenia.
• Relaje zawierania i znajomo±i to relaje mi�dzy pojedynzymi obiektami. S¡ onerealizowane w ten sposób, »e jeden obiekt oblizeniowy posiada dowi¡zanie do drugiegoobiektu.
• Relaja dziedzizenia, to relaja mi�dzy klasami obiektów.
• Metodologia projektowania i programowania obiektowego (w skróie):� Wyró»nienie (klas) obiektów wyst�puj¡yh w opisie problemu.� Projekt hierarhii klas i zale»no±i mi�dzy obiektami tworz¡ymi model danyh.� Analiza przypadków u»yia i typowyh interakji z systemem.� Dodanie obiektów steruj¡yh i realizuj¡yh interfejs.� Analiza interakji (komunikaji) mi�dzy obiektami i metod potrzebnyh do zreali-zowania systemu.� Implementaja.Przykªad: Dokona¢ analizy hierarhii klas i zale»no±i mi�dzy obiektami dla gry b�d¡ejtematem programu zalizeniowego.27.2 Programowanie obiektowe27.2.1 Klasy i obiektyObiekty (tej samej klasy) mo»emy traktowa¢ jak rekordy zawieraj¡e:
• pola z atrybutami,
• metody dost�pu do obiektu.De�nija klasy ma posta¢:lass punkt =objetval mutable x = 0val mutable y = 0 246



method polozenie = (x,y)method przesun (xv, yv) =beginx <- x + xv;y <- y + yvendend;;Z obiektu korzystamy w nast�puj¡y sposób:let p = new punkt;;p#przesun (1,0);;p#przesun (3,2);;p#polozenie;;Tre±¢ de�niji klasy jest wykonywana za ka»dym razem, gdy tworzony jest obiekt. Czasamihemy, aby inijaja obiektu (konstruktor) byªa sparametryzowana. Mo»emy to uzyska¢parametryzuj¡ klas�. Przy tym parametry inijaji s¡ widozne przez aªy zas »yia obiektu.lass punkt (x0, y0) =objetval mutable x = x0val mutable y = y0method polozenie = (x,y)method przesun (xv, yv) =beginx <- x + xv;y <- y + yvendmethod na_pozatek =beginx <- x0;y <- y0endend;;let p = new punkt (8,5);;p#przesun (-4, -3);;p#polozenie;;p#na_pozatek;;p#polozenie;;27.2.2 DziedzizenieIstotnym elementem obiektowego paradygmatu programowania jest dziedzizenie. Dziedzi-zenie polega na tym, »e de�niuj¡ now¡ klas� mo»emy okre±li¢, »e stanowi ona wzbogaenieistniej¡ej ju» klasy � dziedzizy jej ehy i metody. Oznaza to, »e nowo de�niowana klasaposiada wszystkie atrybuty i metody klasy, z której dziedzizy.247



lass kolorowy_punkt p  =objetval olor : int = inherit punkt pmethod kolor = olorend;;let p = new kolorowy_punkt (3,1) 42;;p#przesun (1,1);;p#polozenie;;p#kolor;;Typ klasy dziedziz¡ej i tej, z której si� dziedzizy s¡ ró»ne. W pewnym jednak sensie mo»emytraktowa¢ typ klasy dziedziz¡ej jak podtyp klasy, z której dziedzizy. Dlatego te» mówimyo nadklasah i podklasah.Mo»liwe jest równie» wielodziedzizenie � po prostu w tre±i de�niji klasy mo»e si�pojawi¢ wiele klauzul inherit.Z poj�iem dziedzizenia zwi¡zane jest poj�ie rzutowania typów. Typ podklasy mo»narzutowa¢ na typ nadklasy. Operator rzutowania typów ma posta¢:(p : kolorowy_punkt :> punkt)Je»eli typ rzutowanego obiektu jest znany, to mo»na go pomin¡¢:(p :> punkt)27.2.3 Metody wirtualneMetody wirtualne, to sposób tworzenia abstrakyjnyh nadklas. Metoda wirtualna ma okre-±lony typ, ale nie ma implementaji. Implementaja taka musi by¢ zde�niowana w podklasah.Dopóki wszystkie metody wirtualne nie zostan¡ zinstanjonowane, nie mo»na tworzy¢ obiek-tów danej klasy.lass virtual punkt =objetval mutable x = 0val mutable y = 0method polozenie = (x,y)method virtual przesun : int * int -> unitend;;lass p =objetinherit punktmethod przesun (xm, ym) =beginx <- x + xm;y <- y + ymendend;; 248



Ciekawe zadania:
• pr�t i ªuk,
• staje benzynowe z ró»nymi enami.
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Wykªad 28. Co jeszze?
• Aserje w programah
• Pliki
• atrapy i stra»niy
• grafy, algorytmy DFS i BFS,
• obiegi drzew,
• konwersja wyra»e« z postai in�ksowej na pre�ksow¡ i post�ksow¡ (ONP),
• problem pleakowy,
• optymalne mno»enie wielu maierzy.
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