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Typy indukcyjne w Coqu

De�nicja

Oto de�nicja typu indukcyjnego reprezentuj¡cego polimor�czne listy z dªugo±ci¡, tj. dla do-
wolnego A typu Set i dowolnego n typu nat, (listn A n) oznacza typ �lista elementów typu
A, dªugo±ci n�

Inductive listn (A:Set) : nat -> Set :=

| niln : listn A O

| consn : A -> forall n:nat, listn A n -> listn A (S n).

Po wprowadzeniu tej de�nicji typy listn i jego konstruktorów s¡ nast¦puj¡ce:

listn : Set -> nat -> Set

niln : forall A:Set, listn A O

consn : forall A:Set, A-> forall n:nat, listn A n -> listn A (S n)

Na de�nicj¦ indukcyjn¡ skª¡daj¡ si¦ nast¦pujace elementy:

• nazwa typu indukcyjnego � listn,

• lista parametrów � (A:Set)

Parametry to niezmienne argumenty typu indukcyjnego. Wszystkie wyst¡pienia listn

w �zako«czeniach� typów konstruktorów musz¡ by¢ zaaplikowane do parametru A. Z tego
powodu kolejny argument listn typu nat nie mógªby by¢ parametrem. Oprócz tego
typy konstruktorów oraz samego listn s¡ abstrahowane ze wzgl¦du na parametry.

• typ (rodzaj) typu indukcyjnego � nat -> Set

Musi to by¢ produkt (mo»e by¢ zale»ny) zako«czony jednym z sortów (Set, Prop lub
Type). Je±li sortem tym jest Set mówimy o typie indukcyjnym, je±li Prop � o predykacie

indukcyjnym.

• lista deklaracji konstruktorów oddzielona |

Ka»da deklaracja konstruktora skªada si¦ z jego nazwy, oraz typu. Typ musi by¢ pro-
duktem (mo»e by¢ zale»nym), zako«czonym de�niowanym typem indukcyjnym, zaapli-
kowanym do parametrów i innych argumentów, zale»nych od konstruktora, czyli w tym
przypadku listn A _ gdzie ostatnia pozycja zale»y od konstruktora.

Dodatkowym warunkiem, który musz¡ speªnia¢ typy konstruktorów jest warunek pozy-
tywno±ci. Z grubsza mówi on, »e je±li listn wyst¦puje w typie argumentu konstruktora to
wyst¦puje wyª¡cznie na ko«cu, tzn. typy argumentów konstruktora maj¡ posta¢ co± 1 ->

... -> co± n -> listn A co± , gdzie w co± i oraz co± nie wyst¦puje listn. Nast¦puj¡ca
deklaracja konstruktora:

nbzdura : A -> forall n:nat, (listn A n -> A) -> listn A n

nie jest poprawna.



Match � analiza przypadków

Zaªó»my, »e chcemy udowodni¢ predykat P dla dowolnej listy, wiedz¡c, »e jest prawdziwy dla
dowolnej listy pustej oraz dla dowolnej listy niepustej.

Mamy zatem:

A:Set

P:forall n:nat, listn A n -> Prop

d_pusta : P O (niln A)

d_niepusta : forall (n':nat)(a':A)(l':(list A n')), P (S n') (consn A a' n' l')

n:nat

l:list A n

============================================================================

match l in list _ n return P n l with

niln => d_pusta

| consn a n l => d_niepusta n a l

end

: P n l

Nale»y zwróci¢ uwag¦ na nast¦puj¡ce fakty:

• parametr A jest globalny. Mógªby to by¢ te» jaki± konkretny term, np. typ nat->nat

lub bool

• typ wyj±ciowy match'a, jest podany po sªowie kluczowym return. Je±li nie jest on
zale»ny, mo»na pomin¡¢ �return co±�

• typ wyj±ciowy match'a mo»e by¢ zale»ny od parametrów matchowanego typu indukcyj-
nego (u nas n), oraz od samego matchowanego elementu (u nas l);

• dla zaznaczenia zale»no±ci od parametrów typu indukcyjnego u»yto in list _ n; pod-
kre±lenie _ oznacza miejsce parametru typu indukcyjnego, od którego nie mo»e zale»e¢
P;

• mo»e si¦ zda»y¢, »e matchowany element nie jest zmienn¡ i/lub »e jego typ ma argu-
menty, które nie s¡ zmiennymi; np. je±li mamy dan¡ funkcj¦ appendn:

appendn: forall (A:Set) (n m:nat), listn A n -> listn A m -> listn A (n+m)

i dane dwie listy ln : list A n i lm : list A m, wówczas mo»emy chcie¢ wykona¢
analiz¦ przypadków po wyniku poª¡czenia tych list, czyli append A n m ln lm : list

(n+m). Wówczas skªadnia match'a b¦dzie nast¦puj¡ca:

match append A n m ln lm as l in list _ k return P k l with ... end

konstrukcja as l wprowadza lokalna nazw¦ zmiennej dla matchowanego elementu, która
wi¡»e l wyst¦puj¡ce po return, i podobnie zmiena k wyst¦puj¡ce w list _ k wi¡»e
wyst¡pienie k po return.

Typy gaª¦zi w takim matchu s¡ takie same jak w pierwszym przykªadzie, a typ wynikowy,
to P (n+m) (append A n m ln lm).
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W rzeczywisto±ci w wyst¦puj¡cej w pierwszym przykªadzie konstrukcji match l in list

_ n return P n l with ... end, n te» jest tylko zmienn¡ lokaln¡ (której nazwa przy-
padkiem jest identyczna z globalnym n), natomiast l wyst¦puje w podwójnej roli: termu
matchowanego i zmiennej wi¡zanej. Wewn¦trznie wyra»enie to jest reprezentowane
jako match l as l' in (list _ n') return P n' l' with ... end gdzie l' i n'
to nowe zmienne.

• typy gaª¦zi instrukcji match musz¡ odpowiada¢ typom konstruktorów, tylko na ko«cu
zamiast (listn parametry argumenty) stoi P argumenty lc, gdzie lc to lista skonstru-
owana danym konstruktorem.

• zauwa»my, »e po lewej stronie => konstruktory wyst¦puj¡ bez parametru A (tak jak w
de�nicji typu indukcyjnego). Po prawej musz¡ ju» mie¢ parametr.

Z instrukcj¡ match zwi¡zana jest nast¦puj¡ca reguªa, zwana ι (jota) redukcj¡:

match niln A ... of niln => d_puste | ... end −→ι d_puste

match consn A a' n' l' ... of ... | consn a n l => d_niepusta n a l end

−→ι d_niepuste n' a' l'

Dozwolone eliminacje

W konstrukcji match elimuje si¦ obiekt typu indukcyjnego (l : list A n) u»ywaj¡c predy-
katu eliminacyjnego (P : forall n:nat, listn A n -> Prop). Sortem typu indukcyjnego
jest sort jakim �ko«czy si¦� jego typ; podobnie de�niowany jest sort predykatu eliminacyj-
nego. W powy»szym przykªadzie sortem typu indukcyjnego jest Set (bo list: forall

(A:Set)(n:nat), Set) a sortem predykatu eliminacyjnego jest Prop (bo P: forall n:nat,

listn A n -> Prop).
Konstrukcja match nie dla wszystkich kombinacji sortów jest mo»liwa:

• gdy eliminujemy obiekt typu indukcyjnego z sortu Set lub Type to sort predykatu eli-
minacyjnego mo»e by¢ dowolny,

• dozwolona jest eliminacja obiektu typu indukcyjnego sortu Prop w sort Prop

• w zasadzie (patrz punkt ni»ej) niedozwolone s¡ eliminacje obiektu typu indukcyjnego
sortu Prop w sorty Set i Type, bo nie chcemy móc budowa¢ termów w tych sortach
bazuj¡c na rozró»nianiu dowodów. Jednym z powodów jest ekstrakcja, np. do MLa,
innym ch¦¢ u»ywania niekiedy logiki klasycznej, która powoduje, »e wszystkie dowody
staj¡ si¦ równe (proof irrelevance)

• w przypadku gdy eliminujemy obiekt typu I sortu Prop i typ I ma zero lub jeden
konstruktor to mo»liwe s¡ eliminacje w dowolny sort.

Rekurencja strukturalna

Najcz¦±ciej u»ywana skªadnia operatora fix, to:
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fix fi{f1 (x1
1 : t11) . . . (x1

i1
: t1i1){struct x1

l1
} : t1k1 := d1 with

. . . with

fn (xn1 : tn1 ) . . . (xnin : tnin){struct xnln} : tnkn
:= dn}

Funkcje f1 . . . fn de�niowane s¡ wzajemnie rekurencyjnie, i nast¦pnie z tej wspólnej de�ni-
cji wybierana jest funkcja fi. Ka»da funkcja fj de�niowana jest przez rekurencj¦ strukturaln¡
ze wzgl¦du na argument lj . Typ t

j
lj
musi zatem by¢ typem indukcyjnym.

W ciaªach funkcji (d1 . . . dn) mo»e wyst¦powa¢ dowolne fj , ale musi by¢ zaaplikowane do
co najmniej lj , argumentów, z czego ostatni musi by¢ strukturalnie mniejszy ni» argument
wywoªania funkji, czyli �strze»ony� poprzez co najmniej jedn¡ konstrukcj¦ match.

Powy»sza skªadnia operatora fix jest równowa»na nast¦puj¡cej:

Fix fi{f1/l1 : forall(x1
1 : t11) . . . (x1

i1
: t1i1), t1k1 := fun(x1

1 : t11) . . . (x1
i1

: t1i1) => d1 with

. . . with

fn/ln : forall(xn1 : tn1 ) . . . (xnin : tnin), tnkn
:= fun(xn1 : tn1 ) . . . (xnin : tnin) => dn}

któr¡ w skrócie piszemy Fix fi{f1/i1 : A1 := D1 . . . fn/in : An := Dn}
Reguªa typowania jest zgodna z oczekiwaniem:

(Γ ` Aj : sj)j=1...n (Γ; f1 : A1 . . . fn : An ` Dj : Aj)j=1...n

Γ ` Fix fi{f1/i1 : A1 := D1 . . . fn/in : An := Dn} : Ai

je±li sj ∈ {Set, Prop, Type} oraz oczywi±cie Dj s¡ poprawnie zbudowane (zaczynaj¡ si¦ od od-
powiedniej liczby abstrakcji i przestrzegaj¡ wspomniane wy»ej warunki dobrego ufundowania
wywoªa« f1 . . . fn)

Reguªa redukcji zwi¡zana z operatorem Fix, zwana jest równie» ι-redukcj¡, i wyra»a si¦
nast¦puj¡co (dla ΓF ≡ f1/i1 : A1 := D1 . . . fn/in : An := Dn)

Fix fi{ΓF } a1 . . . aii −→ι Di{fj 7→ Fix fj{ΓF }} a1 . . . aii

je»eli aii zaczyna si¦ od konstruktora. Oczywi±cie bez tego warunku reguªa ta w oczywisty
sposób prowadziªaby do nieterminacji.

�eby wyja±ni¢ znaczenie najcz¦±ciej u»ywanej komendy Fixpoint, przyjmijmy, »e

ΓF ≡f1 (x1
1 : t11) . . . (x1

i1
: t1i1){struct x1

l1
} : t1k1 := d1 with

. . . with

fn (xn1 : tn1 ) . . . (xnin : tnin){struct xnln} : tnkn
:= dn

Wprowadzenie komendy:

Fixpoint ΓF.

odpowiada wprowadzeniu nast¦puj¡cego ci¡gu komend:

Definition f1:=fix ΓF for f1.

...

Definition fn:=fix ΓF for fn.
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Kilka przykªadów

Zaczniemy od funkcji na liczbach naturalnych (których u»yjemy do de�niowania funkcji na
listach z dªugo±ci¡).

Fixpoint npol_podloga (n:nat) : nat :=

match n with

O => O

| S n' => npol_sufit n'

end

with npol_sufit (n:nat) : nat :=

match n with

O => O

| S n' => S (npol_podloga n')

end.

Pierwsza z powy»szych funkcji oblicza bn2 c, a druga d
n
2 e. Poni»sze funkcje na listach z dªugo±ci¡

wybieraj¡ co drugi element z listy wejsciowej, pierwsza z nich zaczyna od pierwszego elementu,
a druga � od drugiego. Ich typy (a konkretnie dlugo±ci list wyj±ciowych) opisane s¡ za pomoc¡
npol_podloga i npol_sufit.

Fixpoint codrugi_zpierwszym (A:Set)(n:nat)(l:listn A n) {struct l}

: listn A (npol_sufit n) :=

match l in listn _ n return listn A (npol_sufit n) with

niln => niln A

| consn a n' l' => consn A a _ (codrugi_bezpierw A n' l')

end

with codrugi_bezpierw (A:Set)(n:nat)(l:listn A n) {struct l}

: listn A (npol_podloga n) :=

match l in listn _ n return listn A (npol_podloga n) with

niln => niln A

| consn a n' l' => codrugi_zpierwszym A n' l'

end.

Obiekty indukcyjne i dowodzenie

Lematy indukcyjne

Po wprowadzeniu do ±rodowiska de�nicji indukcyjnej generowane sa automatycznie lematy
indukcyjne. Np. Dla typu nat generowane s¡ nat_rect, nat_rec i nat_ind o nast¦puj¡cych
typach:

nat_rect : forall P : nat -> Type,

P 0 -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P n

nat_rec : forall P : nat -> Set,

P 0 -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P n

nat_ind : forall P : nat -> Prop,

P 0 -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P n
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Term nat_ind to dowód zasady indukcji na liczbach naturalnych; ogólniej I_ind b¦dzie zasad¡
indukcji dla typu I. Dowód taki mo»na te» zbudowa¢ samemu, np

Fixpoint nat_ind' (P: nat->Prop)(o:P O)(ss: forall n:nat, P n -> P (S n))

(n:nat) {struct n} : (P n) :=

match n return P n with

| O => o

| S p => ss p (nat_rec P o ss p)

end.

Dla typów indukcyjnych w Prop generalnie b¦dzie generowane tylko I_ind (dokªadniej: zwi¡-
zane to jest z tym które eliminacje s¡ dozwolone).

Niekiedy automatycznie generowane staªe odpowiadaj¡ nieciekawym typom. Np dla typów
wzajemnie rekurencyjnych Ev i Odd:

Inductive Ev : nat -> Prop :=

| evO : Ev O

| evS : forall n:nat, Odd n -> Ev (S n)

with Odd : nat -> Prop :=

| oddS : forall n:nat, Ev n -> Odd (S n).

Staªa Ev_ind ma nast¦puj¡cy typ:

Ev_ind : forall P : nat -> Prop,

P 0 ->

(forall n : nat, Odd n -> P (S n)) -> forall n : nat, Ev n -> P n

Czyli dla udowodnienia P n dla dowolnego n speªniaj¡cego Ev n trzeba udowodni¢ P O oraz
pokaza¢, »e P (S n) wynika z Odd n (co najcz¦±ciej b¦dzie nie do osi¡gni¦cia).

W takim przypadku mo»na wygenerowa¢ potrzebne lematy indukcyjne u»ywaj¡c konstruk-
cji Scheme, na przykªad tak:

Scheme Ev_i := Induction for Ev Sort Prop

with Odd_i := Induction for Odd Sort Prop.

Wtedy Ev_i ma ju» oczekiwany typ:

Ev_i : forall (P : forall n : nat, Ev n -> Prop)

(P0 : forall n : nat, Odd n -> Prop),

P 0 evO ->

(forall (n : nat) (o : Odd n), P0 n o -> P (S n) (evS n o)) ->

(forall (n : nat) (e : Ev n), P n e -> P0 (S n) (oddS n e)) ->

forall (n : nat) (e : Ev n), P n e

Aby u»y¢ Ev_i trzeba poda¢ �r¦cznie� term PO u»ywaj¡c konstrukcji induction ... using ...
with:

induction H using Ev_i with (P0:= ...).

6



Dowodzenie formuª indukcyjnych � wprowadzanie

Aby skonstruowa¢ obiekt indukcyjny z konstruktorów, u»ywamy taktyki constructor i. np.
po wprowadzeniu

Goal (A,B:Prop)B->A\/B.

intros.

mamy sytuacje:

1 subgoal

A : Prop

B : Prop

H : B

============================

A\/B

Polecenie constructor 2. spowoduje odnalezienie drugiego konstruktora predykatu induk-
cyjnego or � i zaaplikowanie go. Jest ona zatem równowa»na apply or_intror.

Wywoªanie constructor. bez numeru spowoduje znalezienie pierwszego konstruktora,
który mo»e by¢ zaaplikowany do bie»¡cego �celu� i zaaplikowanie go. W naszym przykªadzie,
byªby to konstruktor or_introl, co poprowadziªoby dowód na manowce.

Dla konstrukcji o dwóch konstruktorach (tak jak np. or, ale równie» np. nat, czy bool),
mo»na stosowa¢ taktyki left. i right., które oznaczaj¡ odpowiednio constructor 1. i
constructor 2.

Dla konstrukcji o jednym konstruktorze (jak and) taktyka split równowa»na jest taktyce
constructor 1.

Podobna do nich jest równie» taktyka exists, stworzona z my±l¡ o dowodzeniu formuª
egzystencjalnych (konstrukcja indukcyjna sig z jednym konstruktorem exist).

Wszystkie powy»sze taktyki mog¡ przyjmowa¢ parametry tak samo jak taktyka apply

(je±li ich automatyczna synteza nie jest mo»liwa). Niektóre wykonuj¡ automatycznie intros.

U»ywanie obiektów indukcyjnych � eliminacja

Pierwsz¡ technik¡ eliminacji specy�czn¡ dla obiektów indukcyjnych jest analiza przypadków,
czyli u»ywanie konstrukcji match. Sªu»y do tego taktyka destruct. Tworzy ona tyle �pod-
celów� ile jest konstruktorów danego typu. Uwaga! Jest ona dosy¢ gªupia � dla typów induk-
cyjnych zale»nych bierze równie» pod uwag¦ przypadki �niemo»liwe� (np. lista o dªugo±ci O
zaczynaj¡ca si¦ od consn)

Wariantami destruct s¡ simple destruct (robi¡ce automatycznie intros) i taktyka ba-
zowa case.

Dowody indukcyjne robi si¦ w Coq'u przy pomocy taktyki induction. Dla danego typu
indukcyjnego, np. nat, u»ywa ona lematu nat_ind, udowodnionego automatycznie (przy
pomocy fix i match) zaraz po wprowadzeniu de�nicji indukcyjnej. (Pozostaªe staªe � nat_rec
i nat_rect u»ywane s¡ przez induction, gdy �cel� jest w sorcie Set lub Type, a nie Prop, jak
zazwyczaj).

Wariantami induction s¡ simple induction i taktyka bazowa elim.
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W zasadzie elim n. odpowiada apply nat_ind. o ile nat jest typem n oraz �cel� jest w
sorcie Prop.

Do równolegªych dowodów po dwóch zmiennych sªu»y double induction.

Wa»nymi taktykami zwi¡zanymi z równo±ci¡ s¡ discriminate i injection. Pierwsza
wykorzystuje nieprawdziwe zaªo»enie o równo±ci dwóch termów danego typu indukcyjnego
zaczynaj¡cych si¦ od ró»nych konstruktorów do udowodnienia faªszu i w konsekwencji czego-
kolwiek.

injection aplikuje (udowodniony napr¦dce) lemat o ró»nowarto±ciowo±ci konstruktorów
jako funkcji.

Ich sprytnym poª¡czeniem jest taktyka implify_eq.

Taktyk¡, która stara si¦ nadrobi¢ niedostatki taktyki destruct dla typów zale»nych (jak
np. nie zauwa»anie, »e listy o dªugo±ci zero nie da si¦ skonstruowa¢ przez consn), jest taktyka
inversion. U»ywaj¡c skomplikowanego (dowodzonego w locie) lematu wyprowadza ona jak
najwi¦cej mo»liwych informacji z konkretnej instancji zale»nego typu indukcyjnego.

Jej warianty to inversion_clear oraz dependent inversion.
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