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Przestrzen kartezjanska

Przestrzen kartezjanska R”

Produkt ztozony z n kopii zbioru liczb rzeczywistych R, czyli
n

———
R Xx...xR

nazywa sie przestrzenig kartezjanska i oznacza R".

Elementami tej przestrzeni sg uporzgdkowane ciggi n liczb

(X1 ) X2, 0 7Xn)7

ktére nazywamy punktami o n wspotrzednych.

Na kolejnych wspotrzednych moga staé¢ dowolne liczby rzeczywiste.

Matematyka dla biologéow Zajecia 8. 24 listopada 2025 3/35



Geometrycznie:

@ n =1 — zbiédr liczb rzeczywistych utozsamiamy z linig prosta;
Q@ n =2 — zbiér R? utozsamiamy z ptaszczyzna,
@ n = 3 — zbiér R® utozsamiamy z przestrzenig tréjwymiarowa.

Liczbe n nazywamy wymiarem przestrzeni. )

Jesli na ptaszczyznie wybierzemy pewien punkt odniesienia — srodek
uktadu wspétrzednych o wspdtrzednych (0, 0), to aby okresli¢ potozenie
dowolnego innego punktu ptaszczyzny potrzeba i wystarcza podac dwie
wspotrzedne.
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Zgodnie z obowigzujgcym modelem przestrzeni fizycznej, w ktérej
jestesmy zanurzeni, aby okresli¢ wspoétrzedng punktu potrzeba oczywiscie
trzech wspétrzednych, a nawet czterech, jesli jedng wspétrzedng
identyfikujemy jako czas mierzony od pewnej ustalonej chwili.

Idea wprowadzenia uktadu wspotrzednych dla reprezentowania punktéw
przestrzeni i rozwigzywania zagadnien geometrycznych pochodzi od
Kartezjusza (Rene Descartesa (1596-1650)) i nalezy do kluczowych
osiggnie¢ majgcych wptyw na rozwdj matematyki i nauk przyrodniczych.
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Kazda uporzadkowana para punktéw z R”, (P, Q), okresla wektor Hﬁ o
poczatku w punkcie P (zaczepiony w P) i koncu w punkcie Q.

Z drugiej strony kazdy punkt P mozna identyfikowa¢ z wektorem (ﬁ

gdzie 0 oznacza punkt (0,0, ... ,0) zwany takze Srodkiem uktadu
wspotrzednych.
Q2
JeSliP=(p1,...pn)iQ=(q1,...,0qn), to
—

wektor P, Q ma wspbtrzedne

a1 — p1
_ T .
P,Q=[g1—p1,...,Gn—Pn] = : - P2

Qn — Pn
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Przyjmujemy konwencje, ze wektor w uktadzie wspoétrzednych
przedstawiany jest w postaci kolumny, w ktérej kolejne wspétrzedne
zapisane sg jedna pod druga.

Litera T u goéry oznacza transpozycje wektora, czyli zamiane wektora
o wspotrzednych zapisanych w wierszu na wektor kolumnowy i odwrotnie.

Szczegolnie wazny jest zbior wszystkich wektoréw zaczepionych w 0,
ktéry oznaczymy przez V.

W zbiorze tym mozna okresli¢ dziatania dodawania wektoréw i mnozenia
wektoréw przez liczby, wykonujac wszystkie operacje oddzielnie na
wspotrzednych.

DaacRiv=[v,...,vy]l €VorazZ=[z,...,2,)" €V definiujemy
Q@ av=J[avy,...,av,]"
QV+Z=w=[vy+2z1,...,va+ 2"

Jesli te operacje sa okre$lone, to takg przestrzen wektoréw V nazywamy
przestrzenig liniowg (lub wektorowa).
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Funkcje wielu zmiennych

Rozpatrzmy funkcje dwéch zmiennych okre$long na zbiorze D C R?,
f: D — R, Mozemy przyjac, ze np. D to prostokat bez brzegu .

Funkcje dwoch zmiennych zapisujemy jako
f(x) =f(x1,x2) dla x=(xq4,x) € D.

Wybierzmy dowolny punkt X = (X1, X2) ze zbioru D.

Zamiast x» wstawmy warto$é X, i potraktujmy funkcje f jako funkcje
jedynie zmiennej xy. Takg funkcje obcietg do jednej wspotrzedne;j
oznaczmy dla wygody fi(x1) = f(x1,X2).
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Jezeli funkcja f; ma pochodng w punkcie x; = X4, to warto$é tej pochodnej
w punkcie X; hazywamy pochodng czgstkowa funkcji f po x; w punkcie X
i oznaczamy of

a—XI(X)
Analogicznie ustalajgc pierwszg zmienng x; = X1, definiujemy funkcje
jednej zmiennej f, = f>(x2). Jesli ta funkcja ma pochodna, to jej wartos¢
nazywamy pochodng czastkowa po xo w punkcie X i oznaczamy

of .
8_)(2()()
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych
Przyktad 1

Wezmy funkcje /(x1. x2) — x7 + x; x> okre$long na R? i wybierzmy punkt
X = (2,3). Obliczamy fy(x1) = f(x1,3) = X% + 3x1, a wigc f(x1) = 2xq + 3
i f1(2) =7, czyli of

Aby otrzymaé ogdiny wzér okreslajacy pochodng czgstkowag wykonuije sie
rézniczkowanie funkcji po wybranej zmiennej traktujac pozostatg jako
parametr — nie wstawiajac konkretnych wspétrzednych.

Otrzymujemy wzér, za pomoca ktérego mozna obliczy¢, pochodng
czgstkowg w dowolnym punkcie dziedziny.

W naszym przyktadzie mamy

of . .. of .. .
a—X'(X)—2X1 + Xo, a—XZ(X)—X1.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

W przypadku funkcji n zmiennych
f(x) =f(x1,%2,... x,) dla (x1,x2,...xp) € DCR"

postepuje sie analogicznie.
Aby obliczy¢ pochodng czgstkowa po zmiennej x;, czyli

of .
8_x,-(x)

traktuje sie wszystkie pozostate zmienne (poza x;) jako state parametry i
liczy pochodng funkcji jednej zmiennej x;.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Policzmy pochodne czgstkowe funkciji
f(x,y,z) =z+e*siny, (x,y,z) € R®
w punkcie (Xo , Yo , 20). Uwaga: zamiast (xi, X2, X3) piszemy (X, y, z) —
typowo dla funkcji 3 zmiennych!
Mamy

of .
7 (X0 Y0, 20) = 262 sin yo,

of
a_y(XO:YmZO) = €2 cos yy,

of

$(XO,YO,ZO) =1
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Pochodna funkcji jednej zmiennej w punkcie X wyznacza prostg styczng
do wykresu funkcji w punkcie (X, f(X)).

Dla funkcji dwoch zmiennych kazda z pochodnych czgstkowych w punkcie
X = (X1, X2) zadaje prostg styczng przechodzaca przez punkt

()?1 , )~(2, f()?1 s )?2)) S ]Ra.

Obie proste zadajg ptaszczyzne styczng do wykresu funkgji.

Odpowiednikiem pochodnej funkcji jednej zmiennej jest w przypadku
funkciji wielu zmiennych gradient.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Gradient funkcji wielu zmiennych

Pochodng funkcji wielu zmiennych f : D — R w punkcie X € D Cc R"
nazywamy wektor Vf(X) (zwany gradientem funkcji), ktérego wspétrzedne

réowne sg kolejnym pochodnym czgstkowym funkcji f czyli
of of . of

V(%) = 8X1(),...,a—)q(x),...,a—xn(f<)}
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Bywa, ze przyrodnicy nazywajg gradientem takze pochodng funkcji jednej
zmiennej. Nie prowadzi to do sprzecznosci, jesli kontekst jest jasny.

Stwierdzenie, ze w jakim$ procesie fizycznym jest duzy gradient
temperatury, jako funkcji potozenia, znaczy, ze warto$¢ bezwzgledna
pochodnej |f'(x)| przyjmuje stosunkowo duze warto$ci, a wiec
temperatura zmienia sie szybko z miejsca na miejsce.

W przypadku funkcji wielu zmiennych moéwiac, ze gradient temperatury
jako funkcji potozenia jest duzy oznacza, ze diugo$é wektora gradientu
funkcji jest duza. Wtedy takze wiemy, znajac zwrot wektora gradientu,
w ktérym kierunku temperatura wzrasta najbardzie;.

Mozna udowodnié, ze

Gradient wyznacza kierunek najszybszego wzrostu wartosci funkciji.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Wykres funkciji f(x, y) = x2 + y? okreslonej na kole K o $rodku w (0, 0)
i promieniu 2. Tutaj Vf(x,y) = [2x, 2y].

/
Sy =x2+y2

)

V(1,1 =[2,2]
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Warunek konieczny na istnienie ekstremum dla funkcji wielu

zmiennych

Warunkiem koniecznym wystepowania ekstremum (czyli minimum lub
maksimum) lokalnego funkcji r6zniczkowalnej wielu zmiennych w danym
punkcie jest, analogicznie do funkcji jednej zmiennej, zerowanie sig
pochodnej, czyli wektora gradientu w tym punkcie.

Powyzszy warunek jest warunkiem
koniecznym. Nie jest dostateczny.

=

Obok wykres funkcji, ktorej gradient
sie zeruje, w punkcie (0, 0), a funkcja
nie ma w tym punkcie ani minimum,
ani maksimum.

2>

2>
R
L2777

7/
/]
2777]

Rz ]
=1/

/]
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Metoda najmniejszych kwadratéw

Zmienna x reprezentuje wartosci cechy Cj.
Zmienna y — wartosci cechy Co,.

Wykonano n pomiaréw warto$ci obu cech, w wyniku ktérych otrzymalismy
n punktéw na ptaszczyznie

(X1 ;Y1)7(X2 7}’2) PRSI (Xna}’n)-
Zaktadamy, ze zmienna y zalezy od zmiennej x liniowo, albo inaczej
szukamy wzoru opisujgcego trend liniowy ukryty w danych.

Chcemy wiec znalez¢ funkcje liniowa y = I(x), ktérej wykres lezy
(w pewnym sensie) najblizej punktéw (x;, yi), i =1,2,...,n.

Prosta ta jest zadana przez liczby rzeczywiste mi b, takie ze
y=1(x) =mx+b.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Zalezno$¢ liniowa jest najprostsza i mozna jg zawsze traktowac jako
wstepne przyblizenie.

Jednak takze wykres funkcji potegowej w logarytmicznym ukfadzie
wspotrzednych i funkcji wyktadniczej w uktadzie pét-logarytmicznym sg
liniami prostymi, a wiec po przeniesieniu danych empirycznych na wykres
logarytmiczny lub odpowiednio pétlogarytmiczny mozemy stosowaé
regresje liniowa.

Pozostaje wyznaczy¢ warto$ci parametréow m € R oraz b € R.
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Pochodne czgstkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresiji liniowej)

Postulujemy teraz, ze poszukiwana prosta przechodzi w pewnym sensie
najblizej wszystkich n punktow.

By to sprecyzowaé policzmy ,odchylenia”
ei=yi—I(x) i=1,2,...n.

i zazadajmy, aby poszukiwana prosta miata te wlasnos¢, ze dla niej suma
wszystkich odchylen jest najmniejsza.

A
y

| |
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Odchylenia moga przyjmowaé wartosci dodatnie lub ujemne, mogtoby sie
zatem zdarzy¢, ze znoszg sie one dajgc w sumie zero, mimo ze punkty nie
lezg na zadnej proste;j.

By tego uniknagé bierze sie sume kwadratéw odchyler’1 czyli

E= Ze _Z|y,—lx, Z[y, (mx; + b)]%.

Stad nazwa —metoda najmnlejszych kwadratow.

Zadanie sprowadza sie do znalezienia takiej pary (m,b) € R x R, dla
kt6rej funkcja odchylenia

b) = _lyi— (mxi + b)?
i=1

przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Zwréémy uwage, ze funkcja E jest ograniczona od dotu przez 0. Mozna
udowodnic¢, ze funkcja odchylenia jest wypukta, a wiec ma jedno minimum.

Mozemy je wyznaczy¢ po obliczeniu pochodnych czgstkowych.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Pochodne czastkowe funkcji odchylenia E(m, b)

n
b) => lyi — (mxi + b)?
i=1
Pochodna wzgledem b — zmienng m traktujemy jak parametr.

o)
%E (m, b) = o Z[y, (mx; + b))? Z ab — (mx; + b)J?

n
Z lyi — (mx; + b)](—1 ZZy,+2mZx,+2bn
i=1 i=1 i=1
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Pochodne czastkowe funkcji odchylenia E(m, b)

n
b) => lyi — (mxi + b)?
i=1
Pochodna wzgledem b — zmienng m traktujemy jak parametr.

o)
%E (m, b) = o Z[y, (mx; + b))? Z ab — (mx; + b)J?

:ZZ[y,-—(mx,-er)]( ZZy,+2mZx,+2bn
i= i=1 i=1
Pochodna wzgledem m — zmienng b traktujemy jak parametr.

%E(m,b)zéaim[yi (mxi + B2 = Zzly, (mx; + B)](—x)

n n
=—> 2xyi+2m) _x? +2b2x,-
i—1 i—1 p
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Pochodne czgstkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresiji liniowej)

Z danych empirycznych obliczamy

n n n n
Se=D X Se=D X Sy=) ¥ Sy =)
i=1 i=1 i=1 i=1
i rozwigzujemy uktad réwnan:
—Sy+8m+nb =0, —Sy+Sezm+sb=0.
Przy takiej notacji mozemy wynik zapisa¢ nastepujgco:

NSyy — SxS
m = Xy X2y
ns,2 — Sy
Sy - mSX
—n .

: ()
b =

Na podstawie tych wzorow pakiety statystyczne wyliczaja poszukiwane
wspotczynniki trendu liniowego.
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Przyktad-zalezno$¢ pomiedzy wiekiem i wzrostem

u dzieci

Dokonano 7 pomiaréw wysokosci i ustalono wiek badanych dzieci (n = 7).
Kolejno w parach (x;, yi) oznacza, ze i-te dziecko ma wiek x; i wysoko$¢ y;.

(1,76), (3,91), (5,109), (7,120), (9,131), (11,144) (13,154)

Obliczamy

Sy =49, s, =450, s, =825, s, = 6794,

Podstawiajac do wzoréw () i (xx) otrzymujemy

7 x 6794 —49 x 825
7 x 450 — 492
b =825/7 — 9,523 x 49/7 = 51,19.

=9,523,
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Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Zalezno$¢ pomiedzy wiekiem i wzrostem u dzieci

154
150

100
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych Metoda najmniejszych kwadratéw (regresji liniowej)

Warto zwr6ci¢ uwage, ze biorac inng populacje lub mniejszg prébke
dostaniemy oczywiscie nieco inne wyniki.

Jest to konsekwencja nie tylko btedéw pomiarowych, ale gtéwnie
zréznicowania osobniczego.

Przebieg prostej przechodzacej ,najblizej” punktéw okreslonych przez
dane empiryczne nie wynika bezposrednio z jakiego$ prawa przyrody.

Jest to jedynie sposéb przedstawienia danych empirycznych i punkt
wyjsciowy do dalszych badan majgcych na celu wyjasnienie, dlaczego
zalezno$¢ jest wtasnie taka a nie inna.

Jest jasne réwniez, ze zalezno$¢ liniowa dotyczy osobnikéw w fazie
wzrostu (tu dzieci do wieku dojrzewania).

Po zbadaniu starszych osobnikéw okazatoby sie, ze zaleznos¢ dalej juz
nie jest liniowa i ,wysyca sie”, tak ze w rezultacie funkcja nie przekracza
wielkoéci okreslajgcej maksymalng wysokos$é dorostych osobnikdw.
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Fraktale- krzywa Kocha

Przeglad zagadnieh analizy matematycznej zakonczymy dygresja o
dziwnych zbiorach zwanych fraktalami wykazujgcymi zdumiewajace
podobienstwo do form spotykanych w przyrodzie. Stynnym przyktadem
fraktala jest krzywa ciggta i ograniczona o nieskonczonej dtugosci zwana
od Helge von Kocha(1870-1924) krzywa Kocha lub ptatkiem $niegu
Kocha.

Krzywg Kocha otrzymuje sie przechodzac

do granicy, wykonujac nieskonczenie wiele

krokow nastepujgcej procedury. Figurg

wyjsciowa jest trojkat rownoboczny o boku d.
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Fraktale- krzywa Kocha

Przeglad zagadnieh analizy matematycznej zakonczymy dygresja o
dziwnych zbiorach zwanych fraktalami wykazujgcymi zdumiewajace
podobienstwo do form spotykanych w przyrodzie. Stynnym przyktadem
fraktala jest krzywa ciggta i ograniczona o nieskonczonej dtugosci zwana
od Helge von Kocha(1870-1924) krzywa Kocha lub ptatkiem $niegu
Kocha.

Krzywg Kocha otrzymuje sie przechodzac

do granicy, wykonujac nieskonczenie wiele

krokow nastepujgcej procedury. Figurg

wyjsciowa jest trojkat rownoboczny o boku d.

W pierwszym kroku dzielimy kazdy z bokéw na
trzy czesci z ktérych usuwamy $rodkowa i w to
miejsce wklejamy tréjkat réwnoboczny o boku g
z usunigtym jednym bokiem, tak aby powstat
zamkniety wielokat.
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Fraktale

Krzywa Kocha
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Fraktale
Krzywa Kocha

W drugim kroku kazdy z bokéw tego wielokata
dzielimy na trzy czesci, usuwamy $rodkowa i w
jej miejsce wklejamy tréjkat rownoboczny
0 boku 3%, czyli trzykrotnie krotszym niz

poprzedni.

Otrzymujemy wielokat 0 3-4 -4 = 3- 42 bokach.
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Fraktale
Krzywa Kocha

W drugim kroku kazdy z bokéw tego wielokata
dzielimy na trzy czesci, usuwamy $rodkowa i w
jej miejsce wklejamy tréjkat rownoboczny
0 boku 3—"2, czyli trzykrotnie krotszym niz

poprzedni.

Otrzymujemy wielokat 0 3-4 -4 = 3- 42 bokach.

Powtarzamy te sama procedure otrzymujac w trzecim kroku wielokat
0 3 - 43 bokach o dtugosci & kazdy.

Ogolnie w kroku n. otrzymamy wielokat o 3 - 4" bokach dtugosci 3% kazdy.
Dtugosé¢ L, wszystkich bokéw wielokgta w n. kroku konstrukcji wynosi

4 n
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Fraktale

Krzywag Von Kocha nazywa sie krzywa ciggta, ktorg definiuje sie jako zbior
otrzymany w granicy po przejsciu wszystkich nieskoriczenie wielu krokéw.

Poniewaz
4 n
lim L,= lim <3-d<—) ) = 400,
n——4o00 n—-4o00 3
jej dtugosc jest nieskonczona, mimo ze jest to krzywa ograniczona.

Krzywa Von Kocha jest przyktadem obiektu matematycznego, ktéry nie ma
bezposredniej reprezentacji w rzeczywistosci empirycznej, gdyz ta
procedura musiataby sie zatrzymaé na tym kroku, w ktérym dojdziemy do
subatomowej skali dtugosci.

Wazne jest to, ze ten obiekt idealny mozemy przybliza¢ z dowolng
doktadnoscig wielokgtami o skonczonej liczbie bokow.
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Ciekawg cechg krzywej Von Kocha jest samopodobienstwo. Wyobrazmy
sobie mikroskop powigkszajacy w skali 1:10 nakierowany centralnie na
punkt na krzywej Kocha.

Zwigkszamy skale dziesieciokrotnie, nastepnie stokrotnie itd.

Za kazdym razem widzimy to samo — dowolnie maty fragment wyglada
tak jak fragment powigkszony.

Figury o tej wlasnosci nazywa sie fraktalami.

Pojecie to wprowadzit Benoit Mandelbrot (1924-2010) w latach
siedemdziesiatych XX wieku.

W literaturze spotka¢ mozna rézne definicje zbioréw fraktalnych rézniace
sie zakresami. Ich zrozumienie wymaga znajomos$ci zaawansowanych
poje¢ matematycznych i dlatego poprzestaniemy na przedstawieniu
ogélnych idei.
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Fraktale fascynujg naukowcow z réznych dziedzin miedzy innymi dlatego,
ze wiele z nich przypomina obiekty o skomplikowanej morfologii znane ze
Swiata przyrody ozywionej i nieozywionej.

Wielokaty przyblizajace krzywg Von Kocha przypominaja ptatki $niegu.
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Samopodobng strukture ma niewatpliwie kwiatostan kalafiora i brokuta.
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Papro¢ — fraktal i roslina
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Klifowa, petna matych zatoczek o réznej skali wielkosci, linia brzegowa
Walii ma réwniez pewne cechy fraktala, nastreczajgc rzeczywistych
problemoéw z doktadnym obliczeniem dtugosci linii brzegowej Wielkiej
Brytanii.

Do tej pory nie ma ogélnej teorii, ktdéra wyjasniataby skad bierze sie
zadziwiajgce podobienstwo miedzy fraktalami matematycznymi

i fraktalopodobna strukturg wielu obiektéw przyrodniczych. Na pewno
zrozumienie tego zwigzku wymaga lepszego zrozumienia mechanizmow
wzrostu, ktére w wielu przypadkach polegaja na dobudowywaniu
podobnych struktur do juz istniejacych, ale w zmniejszonej skali.
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Matematyczna teoria fraktali data narzedzia umozliwiajgce klasyfikacje
réznych struktur o skomplikowanej, nieregularnej budowie. Teorie fraktali
wykorzystano do diagnostyki guzéw nowotworowych, gdyz dostrzezono
struktury fraktalne na scianach komérek nowotworowych:

http://www.icsjournal.org/articles/2016/12/16/fractal-geometry-of-tumors-
how-certain-scientists-use-fractal-models-to-understand-tumors-and-
develop-treatments

http://physicsworld.com/cws/article/news/2015/mar/11/fractal-patterns-
seen-on-emerging-cancerous-cells

Warto odwiedzi¢ cho¢ jedng z licznych bogato ilustrowanych stron
internetowych poswieconych fraktalom.
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