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Podstawy analizy matematycznej
Podstawy analizy matematycznej, ciag dalszy

@ rézniczka

@ pochodne wyzszych rzedow

@ podstawowe interpretacje pochodnej w fizyce
@ badanie funkcji
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Podstawy analizy matematycznej
Przypomnienie i terminologia

Pochodna to granica ilorazu réznicowego;

#(x) = ’!@0 f(xo + h) — f(x0) _ XIL”;‘(O f(x)z : iE)XO)

Jest to zrédto okreslenia "rézniczka” jako réznica zbiegajgca do zera.
Stad historyczna nazwa tego dziatu matematyki — rachunek
rézniczkowy.

Obliczanie pochodnych nazywa sie r6zniczkowaniem.

Funkcje, ktéra ma pochodng nazywa sie funkcjg rézniczkowalna.
Pochodna funkcji w punkcie, f'(xo), okresla wspétczynnik kierunkowy
prostej przechodzacej przez punkt (o , f(Xo)) nalezacy do wykresu
funkciji. Taka prosta nazywa sig prosta styczna do wykresu funkgji

i zadana jest wzorem:

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0)
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Podstawy analizy matematycznej

Wazne wtasnosci pochodnej

Pochodna funkcji w punkcie okresla liniowg cze$¢ przyrostu funkcji w tym
punkcie tzn.

Twierdzenie

Jezeli funkcja f : D — R ma pochodng w xg € D, to przyrost tej funkcji
mozna przedstawi¢ za pomocg pochodnej tzn.

f(xo + h) — f(x0) = f'(x0)h + r(h, xo),
gdzie r(h, xo) jest pewna funkcja zwana reszta, takg ze

h—0

Reszta dagzy do 0 szybciej niz przyrost h, np. tak jak h?.
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Podstawy analizy matematycznej

Funkcje liniowg h — f(xo)h

nazywa sie czescig liniowg przyrostu funkcji, co sugeruje, ze reszta
przedstawia czes$¢ nieliniowg przyrostu. Wiemy o niej tyle, ze jest
znaczgaco mniejsza od czesci liniowej.
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Podstawy analizy matematycznej

Z poprzedniego twierdzenia wynika natychmiast

Twierdzenie
Jesli funkcja f ma pochodng w punkcie xo, to f jest ciggta w tym punkcie.

Choé¢ trudno to sobie wyobrazié, istniejg funkcje ciggte nie majace
pochodnej w zadnym punkcie swojej dziedziny. Przyktad takiej funkciji
podat K. Weierstrass -nie mozna jej zapisa¢ wzorem, jest ona granicg
ciagu funkcji o coraz bardziej zageszczajgcych sie zebach, jak w pile do
drewna. Biorgc dowolny fragment wykresu funkcji Weierstrassa

i powiekszajac go dowolnie zawsze zobaczymy nieskonczenie wiele
zebdw upakowanych jeden przy drugim bez zadnego fragmentu
prostoliniowego.
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Podstawy analizy matematycznej
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Podstawy analizy matematycznej
Pochodne wyzszych rzeddw

Pochodna funkcji pochodnej nazywamy druga pochodng i.t.d i oznaczamy

f”(x) lub dz((;), natomiast n-tg pochodna funkcji 0oznaczamy przez f(")(x),

. n
ewentualnie %nﬁ.
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Podstawy analizy matematycznej
Pochodne wyzszych rzedow

Pochodna funkcji pochodnej nazywamy druga pochodng i.t.d i oznaczamy
2
f”(x) lub dd;(;), natomiast n-tg pochodna funkcji 0oznaczamy przez f(")(x),

. n
ewentualnie %nﬁ.

W fizyce druga pochodna ma szczegdélne znaczenie, gdyz druga
pochodna funkgcji okreslajgcej potozenie poruszajgcego sie ciata, to jego
przyspieszenie, czyli szybkos¢ zmian predkosci jako funkcji czasu.
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Podstawy analizy matematycznej

jednostki fizyczne

Predkos¢ wyraza sie w jednostkach [dtugo$¢/czas], [T], gdyz predko$é to
granica ilorazu przyrostu wspoétrzednej mierzonego w metrach i przyrostu
czasu mierzonego w sekundach.

Jednostka przyspieszenia, czyli pochodnej predkosci, jest [s%} skoro
przyspieszenie to granica ilorazu przyrostu predkos$ci mierzonego
w metrach na sekunde i przyrostu czasu mierzonego w sekundach.
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Podstawy analizy matematycznej

Opis ruchu: potozenie, predkos¢, przyspieszenie

Rozwazymy prosty przyktad wykorzystujgcy pojecia znane z fizyki.

Przyjmijmy, ze pociag poruszajacy sie po prostym torze ze statg
predkoscig v = 100'%m mija punkt kontrolny w chwili t = 0 i porusza sie
dalej z tg samg predkoscig przez godzine.

W ciggu nastepnej godziny pociag zwalnia ze statym opdznieniem
(ujemnym przyspieszeniem) rownym a = —100‘;—?, az do zatrzymania
w odlegtosci 150km od punktu kontrolnego.

Po godzinnym postoju rusza z powrotem przyspieszajgc przez godzine
z tym samym co do modutu przyspieszeniem, co przy hamowaniu, by
osiggnac¢ statg predkosé v.

Przedstawimy wykresy potozenia, predkosci i przyspieszenia pociggu jako
funkcje czasu. Przyjmijmy, ze x(t) oznacza potozenie pociagu na osi, tak
ze punkt 0 odpowiada punktowi kontrolnemu, a jednostkg czasu jest
godzina [h].
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Podstawy analizy matematycznej

Opisany kurs pociggu mozna podzieli¢ na pie¢ etapow:

. . .. o k
@ ruch jednostajny prostoliniowy z predkoscig v = 1005

© ruch jednostajnie przyspieszony z przy$pieszeniem a = —100‘;1—';1
© postoj
© ruch jednostajnie przyspieszony z przy$pieszeniem a = —100‘;1—';1

. . .. o K|
@ ruch jednostajny prostoliniowy z predkoscig v = —100%"

Dane odpowiadaja nastepujacej funkciji potozenia x : [0,5] — R* od

czasu
100t gdy
—50(t — 2) + 150 gdy
x(t) = 150 gdy
—50(t — 3)2 + 150 gdy
—100 t + 500 gdy
Matematyka dla biologow Zajgcia 5.
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Podstawy analizy matematycznej
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Potozenie pociggu jest ré6zniczkowalng
funkcjg czasu, predkos¢ jest funkcijg ciggta
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jest funkcja nieciagta (kawatkami ciggta).
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Podstawy analizy matematycznej

Twierdzenie Rolla

Monotoniczno$é funkciji

Twierdzenie (Rolla)

Jezeli f jest funkcja ciagta na odcinku [a, b] i ma pochodng w (a, b) oraz
f(a) = f(b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), taki ze f'(c) = 0.

f(a) = f(b)

|

! I

| |
. .
a C

.
b X

Dowody tego twierdzenia i kolejnego znalez¢ mozna np. w ksigzce pt.
.Matematyka dla Biologéw”, patrz slajdy nr 1.
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Podstawy analizy matematycznej Monotoniczno$é funkciji

Twierdzenie Lagrange’a

Z twierdzenia Rolla wynika nastepujgce twierdzenie Lagrange’a (Joseph
Lagrange (1736-1813)), ktére ma wazne konsekwencje.

Twierdzenie (Lagrange’a o wartosci $redniej)

Jezeli f jest funkcjg ciagta na odcinku [a, b] i ma pochodng w (a, b), to
istnieje punkt c € (a, b), taki ze
f(b) —f(a) _ .
———= —f(c).
b (c)
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Podstawy analizy matematycznej Monotoniczno$é funkcii

Whiosek

Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest stata w.t.w. gdy f'(x) = 0 dla
wszystkich x € (a, b)

Whiosek

Niech funkcja f : (a,b) — R ma pochodng w kazdym punkcie (a, b).
Wtedy jesli dla wszystkich x € (a, b):

@ f(x) >0, to f jest (Scisle) rosnaca

Q f'(x) >0, to f jest niemalejaca

Q f(x) <0, tof jest (Scisle) malejaca

@ f'(x) <0, tof jest nierosnagca

Wystarczy zauwazy¢ na podstawie twierdzenia Lagrange’a, ze dla
dowolnych punktéw xq , xo, takich ze a < x1 < xo < b istnieje xc:
X1 < X¢ < X2 oraz

f(x2) — f(x1) = F'(xc)(x2 — x1).
Zatem o znaku lewej strony decyduje znak f'(xc).
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Podstawy analizy matematycznej Monotoniczno$é funkcii
Uwaga

Funkcja moze przyjmowaé¢ wzglednie mate wartosci, a jej pochodna
wzglednie bardzo duze. Rozpatrzmy funkcje:

f(x) = 0,5-sin(100x) dla x € R.
Wtedy f'(x) = 50 cos(100x).
Najwieksza wartos¢, ktéra moze przyjac |f(x)| wynosi 0, 5.
Najwieksza warto$¢, ktdéra moze przyjac |f'(x)| wynosi 50.

Zakres zmiennosci wartosci funkgiji jest w granicach od —0,5 do 0,5 a
zakres zmiennosci jej pochodnej jest stukrotnie wigkszy.

Z twierdzenia Lagrange’a wynika wazny wniosek o tym, ze wielkos¢
pochodnej w pewnym sensie ,kontroluje” wielko$é przyrostu argumentow
funkciji.
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Podstawy analizy matematycznej Monotoniczno$é funkcii

Zadanie

Samoch6d przemieszcza sie ruchem prostoliniowym zwalniajgc

i przyspieszajac, bez zatrzymywania. Zatézmy, ze znamy zapis predkosci
w kazdej chwili jazdy samochodu i chcemy oszacowac jak daleko
samochéd mégt sie przemiesci¢ w czasie T.

Aby znalez¢ to oszacowanie trzeba wymnozy¢ T przez najwigkszg
wartos¢ predkosci, ktérg osiggnat samochéd w tym czasie. To
postepowanie uzasadnia nastepujacy

Whniosek (z Twierdzenia Lagrange’a)

Niech f : [a, b] — R bedzie funkcja rézniczkowalng na (a, b) i ciagia na
[a, b]. Zatézmy, ze dla wszystkich x € [a, b], |f'(x)| nie przekracza pewnej
liczby M. Wtedy

If(b) — f(a)| < M|a — b|.
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Zasada optimum w naukach przyrodniczych i

spotecznych.

Wiele zagadnien fizyki, biologii i ekonomii sprowadza sie do poszukiwania
optimum, ktére jest realizowane przez minimum lub maksimum pewnej
funkgciji- stuzy do tego wtasnie pochodna.

@ Fizyka- promien $wiatta przechodzac przez rézne osrodki od jednego
punktu do drugiego wybiera taka trajektorig, aby zminimalizowa¢ czas
przej$cia miedzy nimi.

@ Ekonomia- maksymalizuje sie zysk jako funkcje réznych inwestycji
oraz (z drugiej strony) minimalizuje sig strate.

o Biologia- strategie zyciowe zwierzat i roslin wyjasnia sie odwotujac
sie do maksymalizacji dostosowania (fithess), ktérego miarg moze
by¢ minimalizowanie wydatku energetycznego na podtrzymanie
funkcji zyciowych, aby jak najwiecej energii przeznaczy¢ na rozréd i
ewentualng opieke nad potomstwem.
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Ekstrema lokalne

Minimum i maksimum funkcji okre$la sie mianem ekstremum funkciji. J

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego)
Zatézmy, ze f : (a,b) — R jest funkcjg rézniczkowalng. Jesli f ma

@ minimum lokalne w punkcie xo € (a, b), czyli istnieje odcinek
(x_1,%1) C (a,b), taki Ze xo € (x_1,Xx1) oraz f(x) > f(xp), dla
wszystkich x € (x_1,X1)

lub

@ maksimum lokalne w punkcie xo € (a, b), czyli istnieje odcinek
(x_1,x1) C (a,b), taki Ze xo € (x_1,x1) oraz f(x) < f(xp), dla
wszystkich x € (x_1,x1),

to f/(Xo) =0.

Jest to warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Twierdzenie (warunek wystarczajgcy na istn. minimum

badz maksimum funkciji

Jesli f: (a,b) — R jest funkcjg rézniczkowalng i dla pewnego xp € (a, b)
zachodzi f'(xp) = 0 oraz istnieje przedziat (x_1, x1) C (a, b), taki ze

Q@ 7(x) <0dlax e (x_1,xp) oraz f'(x) > 0dla x € (xo, X1), to funkcja f
ma minimum lokalne w Xxg.

Q f'(x) > 0dlax e (x_1,xp) oraz f'(x) < 0dla x € (xo, X1), to funkcja f

ma maksimum lokalne w xg.
1
1
1
1
1
1
1
1
1

\ funkcja / /
pochodna /r J\ pochodna

funkcja
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkcji

Przyktad sytuacji gdy spetniony jest warunek konieczny istnienia

ekstremum funkcji r6zniczkowalnej (czyli zerowanie sie pochodnej)
I nie jest spetniony warunek wystarczajacy.

Rozpatrzmy funkcje f(x) = x3 dla x € R. Pochodna f'(x) = 3x? zeruje sie
jedynie w punkcie x = 0. W tym punkcie spetniony jest zatem warunek
konieczny istnienia ekstremum. Jednak f'(x) > 0 dla wszystkich x # 0,

a wiec nie jest spetniony warunek wystarczajacy istnienia ekstremum.

Pochodne funkgji f(x) = x3 i g(x) = x?

w punkcie x = 0 zerujg sie i dlatego ich wykresy
f'(x) f(x) wyptaszczajg sie” w otoczeniu punktu 0 (prosta
styczna do wykresu w tym punkcie jest pozioma).

X Pochodna f/(x) = 3x? jest dodatnia dla x # 0
a pochodna ¢'(x) = 2x jest dodatnia dla x > 0
i ujemna dla x < 0. Dlatego funkcja g ma
minimum w punkcie 0 a funkcja f nie ma
minimum.
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Wyznaczanie ekstreméw lokalnych funkcji (podsumowanie).

Minimum lub maksimum funkcji f w X = f'(x) = 0.

pochodna | 4 "\i pochodna
—/0 XN—

minimum lokalne maksimum lokalne
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Badanie funkcji :

znajdujemy wartos$ci funkgiji lub jej granice na krancach dziedziny,
sprawdzamy czy sg punkty, w ktérych funkcja sie zeruje,
znajdujemy pochodng funkcji,

znajdujemy punkty, w ktérych pochodna zeruje sie (w nich moga by¢
ekstrema lokalne),

@ znajdujemy przedziaty na ktérych pochodna jest dodatnia (funkcja
roénie) lub ujemna (funkcja maleje),

@ znajdujemy minima lub maksima lokalne funkcji,

@ okreslamy warto$¢ najmniejsza i najwigksza funkciji (o ile istnieja)
poprzez poréwnanie wartosci w ekstremach lokalnych i na koncach
dziedziny funkciji.
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Zadanie

Dla jakiej liczby dodatniej x funkcja f(x) = x + 1 osiaga warto$¢
najmniejszg ?

Rozwigzanie

Zbadamy przebieg funkcji f : D — R, gdzie D = {x : x € R, x > 0}.
Obliczymy najpierw granice funkgciji.

1 1
lim (x + —) = +o00, lim (x + —) = +00.
x—0t X X—+-00 X

Poniewaz funkcja jest ciagta, z powyzszego wynika, ze posiada minimum. J

Obliczamy pochodng funkgcii, aby znalez¢ przedziaty, na ktérych funkcja

ro$nie lub maleje, a takze punkty, w ktérych pochodna zeruje sie.
-1 _ -1\ _ -2 1
f’(x):(x+x ) =1+(x"") =14+(—1)x _1_F’
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Podstawy analizy matematycznej Minimum, maksimum funkgcji

Mamy
f’(x):1—xl xeD={x:x€R, x>0}
Zatem
2
Skoro x € D, to pozostaje tylko punkt x = 1. Zauwazmy, ze
xe(0,1)—=1f(x)<0,
x € (1,4+00) — f'(x) >0.

1
f(x)=0 & 1:X— & x=11lub x=-1.

Zatem funkcja f osigga minimalng warto$¢ w punkcie x = 1 f(1) = 2.

y = f(x)

1‘ X
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Podstawy analizy matematycznej Zasada optimum

Zasada optimum w biologii

Zasada optimum w biologii zwigzana jest z teorig ewolucji i koncepcja
maksymalizacji dostosowania (ang. fitness), ktéra jest jednym z gtéwnych
poje¢ stosowanych do wyjasniania strategii Zyciowych roélin i zwierzat.

Ponizszy przyktad jest znacznym uproszczeniem z punktu widzenia
fizjologii i ekologii, jego zaletg natomiast jest prostota.

Zadanie

Ryba ptynie pod prad rzeki na tarto ze statg predkoscig v wzgledem wody.
Predkos¢ wody wzgledem brzegu rzeki wynosi v4. Znalez¢ optymalng
predkos¢ vopt, przy ktorej ryba wydatkuje na ruch minimalng energie (czyli
wykonuje minimalng prace).

Przyjmujemy, ze zachowanie ryby jest zoptymalizowane — dobor
naturalny wykluczyt osobniki, ktérych strategie zyciowe nie minimalizujg
wydatkéw energetycznych przypadajacych na jednostke czasu.

Matematyka dla biologow Zajecia 5. 30 pazdziernika 2025 24 /1



Podstawy analizy matematycznej Zasada optimum

Ryba wykonuje w jednostce czasu prace zwigzang przede wszystkim

z pokonaniem oporu wody — tym wigeksza, im wieksza jest predkos¢
wzgledem rzeki v. Zgodne z prawami fizyki, sity oporu dziatajgce na ciato
poruszajgce sie w wodzie rosng wraz ze wzrostem predkosci tego ciata.

Mozemy dla uproszczenia przyjaé, ze funkcja w(v) okreslajaca prace
wykonang w jednostce czasu w zaleznosci od predkosci jest funkcijg
potegowa, w(v) = bv, gdzie b > 0 oraz k > 2 sg pewnymi statymi
wyznaczanymi eksperymentalnie.

Przyjmujac, ze ryba pokonuje droge s w czasie t, catkowita praca
wykonana w czasie t wynosi

W = w(v)t.

Ryba pokonuje droge s wzgledem brzegu rzeki w czasie t. Stad
s = (v — vq)t, a zatem catkowitg prace mozna wyrazi¢ jako

s sbvk

W(v) = = .
V) =wlv),— =,
Funkcja W okres$lona jest na zbiorze D = {v € R : v > v4}.
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Podstawy analizy matematycznej Zasada optimum

Szukamy zatem takiej predkosci v, dla ktérej funkcja W : D — R osiagga
warto$¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodna stosujgc wzér na pochodng ilorazu

() (v—vi) = v (v—w) _

W'(v) = sb V=)
kv (v =) —vE VR k(v = vy) — V)
R (7 R (Y

Mamy
W(v)=0 < v=

k-1

oraz W/(v) >0dlav > v i W/(v) <0dlavy <v < v.

Zatem funkcja W przyjmuje minimum w punkcie vk i Vopt = Vi jest
optymalng predkoscia.
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Podstawy analizy matematycznej Zasada optimum

k
k—1

vk — vOpt - V1 .

Predkos¢ optymalna vk nie zalezy od drogi s.

Praca W(v) wydatkowana na pokonanie drogi dazy do +oo, zaréwno gdy
v dazy do vy jakigdy v — +o00:
bvk bvk

lim = 400, lim
v%\/1+ vV — W V—+00 V — V4

= 400.

Jesli chcemy dobraé predkos¢ ruchu tak, aby pokonan pewng droge
wydatkujac jak najmniej energii to poruszajac sie zbyt wolno wydtuza sie
czas podrézy. Z drugiej strony zbyt szybka podréz oznacza wieki wydatek
energetyczny zwigzany z pokonaniem oporu ruchu. Pomiedzy tymi
skrajno$ciami znajdujemy predko$¢ optymalng, przy ktérej wydatek
energetyczny (koszt) jest najmniejszy .
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