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Podstawy analizy matematycznej

Granica funkcji w punkcie

Rozpatrujemy funkcje f : (a, b) — R.

Niech xo € (a, b) — w szczegdlnosci xo moze by¢ punktem na brzegu
dziedziny. Funkcja f ma granice w punkcie xy € [a, b] réwna g, co
zapisujemy

g ) =5
w.t.w. gdy dla dowolnego ciagu {xn} 25 punktéw odcinka (a, b),
xn € (a,b), xn # Xo, takiego ze lim,_, o xn = Xo, ciag wartosci funkgji
wzietych w kolejnych wyrazach ciagu dazy do g, czyli

lim f(xn) =g.

n——4-00

Funkcja nie musi by¢ okreslona w punkcie x, w ktérym badamy granice.

Matematyka dla biologéw Zajecia 4. 23 pazdziernika 2025 3/32



Podstawy analizy matematycznej

Rozréznia sie granice prawostronng i granice lewostronna funkcji w punkcie
w zaleznoéci od tego, czy wyrazy ciagu {x,} 25 w powyzszej definicji maja
wartosci wieksze lub mniejsze od xp.

Zamiast sformutowania ,granica funkcji gdy x dazy do xp jest g” méwié
mozna takze, ze ,funkcja f dazy do g gdy x dazy do xp".

Powyzsza definicja obejmuje takze przypadek, gdy zamiast g wpiszemy
400 lub —oo . Wtedy méwimy, ze funkcja dazy do +oo lub —oo gdy x
dazy do xp.
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Podstawy analizy matematycznej

Funkcja f ma granice g w 400, czyli

lim f(x)=g

X—-+00

oo

w.t.w. gdy dla dowolnego ciagu {xn}°%,,
istnieje granica ciagu {f(xn)}5, oraz

takiego ze limp_, o0 Xn = 400,

lim f(x,) =g.

n—-00

Podobnie definiuje sie granice funkcji w —oo .
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Podstawy analizy matematycznej

Przyktad funkcji, ktéra nie ma granicy w nieskonczonosci

Funkcja f(x) = sin x. Wezmy dwa ciagi
Xp = TN, y,,:z+27rn.

2
Dla kazdego n € N

f(xn) =sintn=0, f(yn) = sin <%—|—27rn) =1.

S3 to ciagi state, ktérych granice sa rézne.

Zatem granica funkcji sin x w nieskoficzonosci nie istnieje.
f(x), N1 y2 y3 Ya Y5 Y6
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Podstawy analizy matematycznej

Dla zainteresowanych-przyktad funkcji ograniczonej, ktéra

nie ma granicy w punkcie
Rozpatrzmy funkcje zwanga sinusoida warszawska
1
g(x)=sin=, x>0.
X

Funkcja ta jest ograniczona, gdyz funkcja sinus przyjmuje tylko wartosci z
przedziatu [—1,1], ale nie ma granicy w punkcie xg = 0. Aby to uzasadni¢
wybierzemy dwa ciagi

1 b 1
an — — =
" wn’ n Z 4 2mn
Oczywiscie
lim a,= Ilim b,=0,
n—-+o00 n—-+o0o
ale ) 1
lim sin— =0, lim sin— =1.
n—-+o0o an n—-+o00 bn

Dla dowolnej liczby y € [0, 1] istnieje ciag {z,}32, taki ze
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Definicja ciggtosci funkgji

Funkcja jest ciggta w punkcie x swojej dziedziny, jesli dla argumentéw
zblizajacych sie do punktu x wartosci tej funkgcji zblizaja sie do wartosci
funkcji w punkcie x.

Definicja

Funkcja f: (a,b) — R jest ciagta w punkcie xo € (a,b) C R w.t.w. gdy
dla dowolnego ciggu punktéw {x,} 12y ze zbioru (a, b), takiego ze
limp— 400 Xn = Xo zachodzi

n—-+o00

lim f(xp) = f(x0), czyli Iirp |f(xn) — f(x0)| = 0.
n—-—-00

Funkcje, ktéra jest ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny nazywamy
funkcja ciagta.

Jesli funkcja jest ciagta, to matym zmianom argumentéw funkgji
odpowiadajg niezbyt wielkie zmiany wartosci funkgji.
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Podstawy analizy matematycznej

Ciagtos¢ funkcji

Ciagtos¢ funkcji na przyktadzie rozciagajacej sie struny.

Wybierzmy jeden punkt x na strunie i ciag punktéw {x,,}jg{ z odcinka
reprezentujacego strune zbiezny do x. Rozciagniecie struny prowadzi do jej

odksztatcenia.

Jedli struna sig nie zerwie, to ciag punktéw {F(x,)} 12y dazy do F(x).

Jesli struna sie zerwie, to granice ciagu {F(x,)} /25 s3 rézne w zaleznosci
od tego, z ktérej strony ciag {xn}j;x{ zbiega do punktu x.

. Fry)
X, F(xy)
; Fr,)
x Fo)
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Funkcja liniowa f(x) =ax+ b, f: R - R, a, b € R, a, b — dowolne
state, jest funkcja ciagta.

Dowdd.

Ustalmy punkt xg i wybierzmy dowolny ciag, taki ze

lim x, = xg.
oo n 0

Z wiasnosci granicy ciggu i dziatan na granicach wynika, ze

lim (ax, + b) = axp + b.

n—-—+o00

Zatem f jest ciggta w dowolnym punkcie swojej dziedziny R, czyli jest
funkcja ciagta. Ol

v
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Uwaga

Funkcje potegowe, wykfadnicze, logarytmiczne i trygonometryczne (w
podstawowej dziedzinie) sa funkcjami ciagtymi.

Dla zainteresowanych

Sprawdzimy, ze funkcja f(x) = x2, f: R — R jest funkcja ciagta.

(*]

Ustalmy punkt xp i wezmy dowolny ciag “T Xpn = X0
n—-—-+0o0

Chcemy sprawdzi¢, ze lim x2 xg.

s B
W tym celu rozpatrzymy ciag {x2 — x3 } 1%
Korzystamy ze wzoru (a — b)(a + b) = a® — b?
Ciag {xn} 1y jest zbiezny, jest wiec ograniczony, czyli istnieje liczba
M, taka ze |x,| < M dla kazdego n > 0.
Zatem |x3 — x2| < (|xa] + |x0])|X0 — xnl < 2M|x0 — Xp|.
ciag po prawej stronie dazy do 0, to takze ciag po lewej stronie — co
konczy dowdd.

v
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Na podstawie danych empirycznych trudno jest stwierdzié, czy dany proces
fizyczny ma przebieg ciagty, czy skokowy, gdyz zawsze dysponujemy tylko
skonczong liczbg danych pomiarowych i nigdy nie mamy pewnosci, jaki
jest przebieg funkcji poza tymi punktami. Ciggtoé¢ réznych proceséw
fizycznych jako funkgji czasu wynika na ogdt z modeli matematycznych
fizyki, ktére je opisuja.

To czy przebieg procesu fizycznego ma przebieg ciagty, czy skokowy, jest
na ogdt istotne dla zrozumienia zjawiska, bo obecnos$¢ skokéw natychmiast
prowadzi do pytania, co je spowodowato.

Niektére procesy fizyczne sa ciagte ,z natury”, np. warto$¢ temperatury w
okredlonym punkcie Ziemi jako funkcja czasu.

Wartosci ci$nienia oraz temperatury przy powierzchni Ziemi jako funkcje
potozenia sa, zgodnie z teorig i doswiadczeniem, funkcjami ciggtymi.
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Ciagty jest takze ruch Ziemi, ciggta jest takze

funkcja czasu, ktéra opisuje potozenie v
(wspbtrzedne) kamienia podrzuconego do gory. @

Nieciagty przebieg roznych proceséw wigze sie v
zwykle z wystepowaniem katastrof. @”

Rozwazmy jako funkcje czasu predkos¢ toczace;j
sie kuli bilardowej (sztywnej, niesprezystej)
uderzajacej centralnie o twardg kamiennga Sciane i
odbijajaca sie od niej. Przed zderzeniem wektor
predkosci skierowany jest w strone Sciany, a po
zderzeniu od Sciany.

+V [

Predkos¢ pitki tenisowej uderzonej o te sama v
Sciane, ze wzgledu na sprezysto$¢ pitki, zmienia
sie gwattownie, ale w sposéb ciagty.
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

F. ciggta przyjmuje wartosci posrednie

Czesto méwi sie o ewolucji gatunkéw jako o procesie ciagtym, stad
poszukiwanie " brakujacych ogniw” w tancuchu kolejnych gatunkéw
utrwalonym w zapisie kopalnym.

Wiaze sie to z nastepujacym twierdzeniem, ktére moéwi, ze funkcja ciagta
okredlona na odcinku przyjmuje wszystkie wartosci posrednie pomiedzy
dwoma dowolnie wybranymi jej warto$ciami.

Twierdzenie (wtasno$¢ Darboux)

Zatézmy, ze f: [x1,x2] — R jest funkcja ciagta oraz ze dla x,y € [x1, x2]
mamy d = f(x) i ¢ = f(y). Przyjmijmy, ze ¢ < d. Wtedy dla dowolnej
liczby ¢y € [c, d] istnieje xg € [x,y], taki ze f(xp) = co.

Wynika stad np. fakt, ze jesli w jednym punkcie na Ziemi jest +5°C, a w innym
na tym samym réwnolezniku jest —5°C, to w jakim$é miejscu na tym samym
réwnolezniku jest w tej samej chwili 0°C. Jest to konsekwencja przyjecia zatozenia

o ciagtym rozktadzie temperatury przy powierzchni Ziemi i powyzszego
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Twierdzenie Weierstassa

(Karl Weierstass (1815-1897)) Twierdzenie wyraza jedna
z najwazniejszych wiasnosci funkcji ciagtych.

Twierdzenie (Weierstassa)

Funkcja ciggta okreslona na odcinku domknietym o wartosciach w R
osigga w pewnych punktach tego zbioru wartosci najmniejsza i najwieksza.

Funkcja f1(x) = % okreslona na odcinku x € D = (0, 1] jest funkcja ciagta
na swojej dziedzinie, ktéra nie jest odcinkiem domknietym. Nie jest zatem
spetnione zatozenie powyzszego twierdzenia. Funkcja f; jest

nieograniczona .
lim f1(x) = 400
x—0

i nie przyjmuje w zadnym punkcie swojej dziedziny wartosci najwigksze;j.
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Podstawy analizy matematycznej Ciagtos¢ funkcji

Rozpatrzmy funkcje f(x) = x°.

Dziedzina: odcinek [0, 1]. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza

w punkcie 0 i najwieksza w punkcie 1.

Dziedzina: odcinek (0, 1]. Funkcja f(x) nie przyjmuje w zadnym punkcie
swojej dziedziny wartosci najmniejszej. Dla kazdego x > 0 istnigje

0 < X < x. Oczywiécie mamy f(X) = X% < x? = f(x).

Na odcinku otwartym funkcja moze przyjmowac wartosc¢
najwieksza /najmniejsza ale nie musi.
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Woprowadzenie

Pochodna funkgji

Pojecie pochodnej funkcji ma swoje korzenie w fizyce.

Powstato ono po to, by matematycznie wyrazi¢ i scharakteryzowaé pojecie
tempa zmiany jakiej$ wielkosci w czasie.

Jako przyktad moze postuzyé pojecie predkosci poruszajacego sie ciata,
jesli znamy jego potozenie (wspdtrzedng w jakim$ uktadzie odniesienia) w
kazdej chwili.

Aby obliczy¢ te predko$é dzielimy przyrost wspétrzednej przez przyrost
czasu, w ktérym sie ten przyrost dokonat — liczac od pewnego ustalonego
momentu tp.

Im krétszy przedziat czasu w tym celu uwzglednimy, tym lepiej przyblizymy
to, co nazywamy predkoscia ciata w chwili tp.
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Woprowadzenie

W biologii podkresla sie réznice pomiedzy stanem jakiej$ wielko$ci i tempem
zmiany tej wielkosci. Czym innym jest stan danej wielkosci, a czym innym
produkcja tej wielkosci.

Stezenie tlenu w danej chwili w przezroczystym naczyniu, ktérym szczelnie
przykrylismy rosling doniczkowa jest czym innym niz produkcja tlenu przez te
roline - sg to wielkosci nieporéwnywalne.

Stan danej wielkoéci (tu: stezenia) wyrazony jest w jednostkach [T%'],

a produkcja tej wielkosci wyraza sie ,na jednostke czasu”, czyli np. [ mol 3].

min. m

Widzimy tu wyraznie ze przebieg pewnych proceséw zalezy od wielko$ci typu
predkos¢ (predkos¢ podawania porcji tlenu lub produkcja tlenu), czyli ,branych na
jednostke czasu”. Matematycznym zrédtem tego typu wielkosci jest wtasnie
pojecie pochodnej funkgji.

Matematyka dla biologéw Zajecia 4. 23 pazdziernika 2025 19 / 32



Pochodna funkgji jednej zmiennej Woprowadzenie

Niech x(t) okresla potozenie obiektu (samochodu) poruszajacego sie po
prostoliniowym torze. Jesli znamy potozenie samochodu w chwili tg, czyli
x(tp), oraz w chwili pdzniejszej ty + At, to predkos¢ érednia ruchu
samochodu w tym przedziale czasu wynosi

x(to + At) — x(to)
At '

Vgr(to R At) =

Nie oznacza to, ze w przedziale czasu [ty , to + At] samochdd nie zwalniat
i nie przyspieszat.

Predkos$¢ samochodu w chwili ty definiuje sie jako granice predkosci
$rednich

x(to + At) — x(t
v(tp) = I|m0 ver(to , At) = Aht—>0 (to Az' ( 0),

czyli vg(to, At) przy coraz krétszym przedziale czasu At.
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Definicja i interpretacja pochodnej funkgji

Definicja

Niech f: (a, b) — R bedzie funkcja okreslong na odcinku otwartym (a, b)
i niech xo € (a, b). lloraz F(x) = F(x0)

X — Xo
nazywa sie ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie xg.

Oznaczajac przyrost argumentu przez h = x — xp mozemy zapisac:
f(x)—f(xo) f(xo+h)—"f(x0)

X — Xg h

Niech f: (a, b) — R bedzie funkcja okreslona na odcinku otwartym (a, b)
i niech xo € (a, b). Pochodna funkcji f w punkcie xo oznaczona jako f'(xp)
nazywamy granice ilorazu réznicowego
F(x0) = lim ()= f00) _ o
X—X0 X — X0 h—0
o ile ta granica istnigje.

9

f(xo + h) = f(x0)
h

v
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Definicja i interpretacja pochodnej funkgji

llustracja graficzna

S )

f(xo + h) _f(xo)

[

JC | T S . :

—T
Z | | -

x,+th X
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Definicja i interpretacja pochodnej funkgji

Ze wzgleddw historycznych stosuje sig tez inne oznaczenia pochodnej:
df(x") oraz f(xg). Pierwsze z nich wywodzi sie od zwyczajowego oznaczenia
przyrostu, czyli réznicy wartosci funkcji Af = f(x) — f(xg) i przyrostu
argumentu Ax = x — xp. Wtedy iIoraz réznicowy mozna przedstawié jako
ﬁ—i i stad oznaczenie pochodnej ( *0) , ktére odnosi sie do faktu, ze
pochodna to granica ilorazu roznlcy wartosu i réznicy argumentéw funkgji
gdy réznica argumentéw dazy do zera. Jest to zrédto pojecia rézniczki i

stad historyczna nazwa tego dziatu matematyki — rachunek rézniczkowy.

Obliczanie pochodnych nazywa sie rézniczkowaniem i dlatego funkcje, ktéra ma
pochodng nazywa sie funkcjg rézniczkowalna.

Pojecie pochodnej wprowadzit jeden z najwybitniejszych uczonych nowozytnych
Isaac Newton (1643-1727) w zwiazku ze swoimi badaniami dotyczacymi praw
opisujacych ruch ciat niebieskich.

Oznaczenie f(xp) najczesciej stosuje sie w kontekscie fizycznym /przyrodniczym,
gdy argument funkgcji interpretujemy jako czas.
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Pochodna funkgji jednej zmiennej

Definicja i interpretacja pochodnej funkgji

Prosta styczna

Geometrycznie pochodna funkcji f: D — R w punkcie xg € D, czyli
f'(xo), okresla wspbtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkt
(x0,f(x0)) nalezacy do wykresu funkgji.

Te prosta nazywa si¢ prosta
styczna do wykresu funkcji

w punkcie (xg, f(xg)). Prosta ta
jest wykresem funkcji

y = p(x) = ax + b, gdzie

a= f/(Xo)

i b=f(x0) — xof'(x0)-

Pochodna w punkcie xg rowna
jest tangensowi kata pod jakim
prosta styczna w tym punkcie
przecina o$ pozioma ukfadu
wspotrzednych.

Matematyka dla biologéw
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Definicja i interpretacja pochodnej funkgji

Nieistnienie pochodnej funkcji w punkcie

Nie kazda funkcja ciggta ma pochodna; na przyktad funkcja
d 0
fx) =Ixl =47 BV
—x gdy x <0

nie ma pochodnej w punkcie x = 0, gdyz granica prawostronna ilorazu
réznicowego w 0 wynosi +1, a granica lewostronna ilorazu réznicowego
wynosi —1, zatem granica ilorazu réznicowego nie istnieje — granica
lewostronna jest rézna od prawostronnej.

Granica z prawej strony (h > 0) to

h—20
1
A H ’

a z lewej strony (h < 0)
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25 / 32



Pochodna funkgji jednej zmiennej

Obliczanie pochodnych

Obliczanie pochodnych

Twierdzenie

Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi okreslonymi na odcinku
(a, b). Wtedy dla dowolnego x € (a, b)
(F(x) +&(x)) = f'(x) + &'(x)
(f(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)

)Y _ (9600~ F(0-£0)
(Geg) = 20 8 #0.

Niech teraz f: (a,b) — R, g: (c,d) — (a, b) i obie funkcje maja
pochodne. Pochodng ztozenia funkcji (c,d) > x — h(x) = f(g(x)) oblicza
sie nastepujaco, wg. tzw. reguty fancuchowej:

H(x) = [f(g())]' = f'(g(x)) - &'(x)

Matematyka dla biologéw
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Pochodna funkgji jednej zmiennej Obliczanie pochodnych

Pochodne podstawowych funkgji

Z definicji wynika, ze pochodna funkcji v(x) = const jest réwna 0.
Ze wzoru na pochodng iloczynu wynika, ze (a — stata)

(af(x)) = (a) - f(x)+a-f'(x) =0 f(x)+ af’(x) = af'(x).

@ Pochodna funkgji f(x) = x2 okre$lonej dla x € R w punkcie xp € R:
(x0 + h)* — 5§

f'(x0) = li
(x0) P h
2 2 2
Xy t2x0h+ bt — x5 B
N flwino h N i|1T>10(2X0 +h) =20

Pochodna funkgji f(x) = x? jest funkcja g(x) = 2x.
Q@ Ogdlnie mamy

(xP) =pxP7! dla peN,p#0, xR,

Wzér ten jest prawdziwy takze dla p € R, p#£ 0, o ile x > 0.
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© Dla a>0i a1 zachodzi
(a¥) = (Ina)a~.
W szczegélnosci
g (eX)/ — ex
czyli pochodna funkcji wyktadniczej €* réwna jest jej samej. Jest to
JEDYNA funkcja o tej wtasnosci!
Stanowi to jeden z przyktadéw wyjatkowych wtasnosci statej Eulera e,
dzieki czemu zyskata ona wyjatkowe miejsce w analizie
matematycznej.
@ Dla funkgji In x okre$lonej dla x > 0 zachodzi
1
Inx) = =.
(inx) =~
Wynika to stad, ze

x = "X,

Liczac pochodng funkcji po lewej i prawej stronie tego réwnania
i wykorzystujac twierdzenie o pochodnej ztozenia funkcji, dostajemy

1=¢"(Inx) = x(Inx)".
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© Z definicji pochodnej i ze wzoréw trygonometrycznych mozna
wyprowadzié wzory

(sinx) =cosx, (cosx) = —sinx.

Korzystajac z reguty tancuchowej (wzoru na pochodna funkgji ztozonej)

<e5x2)’ _ (esx2) (2)’ _5 (e5x2) (Xz)’ _
=15 (e5x2> - 2x = 10xe®*.
Korzystajac ze wzoru na pochodng iloczynu i na pochodna funkgji
zfozonej:
(ezx sin x)/ = (ezx)/sin x 4 e (sinx) =
= ¥ (2x)'sinx + e* cos x =

2¢®* sin x + €2 cos x.
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Funkcja pochodna

Niech f : D — R bedzie pewna funkcja, ktéra ma pochodna w kazdym
punkcie swojej dziedziny.

Funkcje, ktéra w kazdym punkcie x € D przyjmuje wartos¢ pochodne;j
f’(x) nazywamy funkcja pochodna i oznaczamy f'.
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Funkcja i jej funkcja pochodna
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Na kolejnych zajeciach poznamy wtasnosci pochodnej przydatne do
okreslania przebiegu funkcji to znaczy ksztattu wykresu funkcji zadanej
jakim$é wzorem.

Jest to tzw. badanie funkcji w ramach ktérego okresla sie lokalne maksima
i minima funkcji oraz przedziaty monotonicznosci .
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