Matematyka dla biologéw — Zajecia nr 11.

Rachunek prawdopodobienstwa
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Aksjomaty rachunku prawdopodobienstwa

(przypomnienie)

Niech , zbiér majacy skonczenie wiele elementéw, bedzie przestrzenig

zdarzen elementarnych. Prawdopodobienstwo zdarzenia A oznaczamy
przez P(A).

@ Dla dowolnego zdarzenia A C 2, 0 < P(A) < 1.
Q P(Q2) =1
© Dla kazdej pary roztgcznych zdarzen A i B

P(AUB)=P(A)+ P(B).

Drugi aksjomat moéwi, ze zaj$cie ktéregos ze zdarzen sposrdd wszystkich
mozliwych jest pewne tzn. ze zbiér Q uwzglednia wszystkie mozliwe
zdarzenia, ktére moga zaj$¢ w danych okolicznosciach.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Trzeba podkresli¢, ze prawdopodobienstwo jest funkcjg okreslong na
zbiorze zdarzen, czyli podzbioréw zbioru 2 i z tego powodu, bez
wczesniejszego ustalenia konwencji notacyjnej, zapis P(w) dla okre$lenia
prawdopodobienstwa zdarzenia elementarnego w € 2 jest niepoprawny.
Powinno zapisa¢ si¢ P({w})
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

W danym zbiorze zdarzen elementarnych prawdopodobienstwo mozna
wprowadzi¢ na wiele réznych sposobdéw byle spetnione byty aksjomaty.
Najprostsza sytuacja jest wtedy, gdy zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne. Rozpatrzmy n-elementowg przestrzen zdarzen
elementarnych

Q={wi,wsz,... ,wn}
Witedy dla kazdego i € {1,...n} mamy
1
P({wi}) = -
Konsekwentnie jesli jakie$ zdarzenie A C 2 ma m elementéw to
m
P(A) = —.
(A)=~

W dwuelementowym zbiorze zdarzer elementarnych Qor =" {0, R}

mozemy zada¢ prawdopodobienstwo P; przyjmujac, ze zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne

P({0}) = 5 = Pi({R})
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lub przyjac, ze

P,({0}) = 0.499, P,({R}) = 0.501.

Przestrzen probabilistyczna (Qor , P1) jest modelem probabilistycznym
dla doswiadczenia losowego polegajgcego na jednokrotnym rzucie
monetg idealnie symetryczna.

Czy to jest dobry model przekonaé mozna sie tylko wykonujgc doswiadczenia w
postaci dtugiej serii powtérzen rzutu monetg w tych samych warunkach.
Matematyczna teoria prawdopodobierstwa nie zajmuje sie w zasadzie tym czy
dany model probabilistyczny dobrze opisuje przebieg konkretnego
dos$wiadczenia. Dostarcza jedynie ogoélnej teorii dajgcej podstawy do
prowadzenia takich badan i daje takze podstawy do badan statystycznych.
Jednym z celéw statystki jest oszacowanie na podstawie danych empirycznych
prawdopodobienstw réznych zjawisk. Tak otrzymane prawdopodobienstwa
konkretyzujg model probabilistyczny. Po przeprowadzeniu dostatecznie wielu
préb moze sie okazac, ze przestrzen probabilistyczna (Qor, P2) lepiej opisuje
rzeczywisty przebieg doswiadczenia, a wiec moneta nie jest idealnie

symetryczna.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Podstawy do wyciggniecia tego typu wnioskow daje stynne twierdzenie
Bernoulliego (Jacob Bernoulli (1654-1705) zwane prawem wielkich liczb.
Wynika z niego, ze czestos¢ wzgledna wyrzucenia orta w ciggu
niezaleznych rzutéw monetg dazy, przy liczbie prob dgzacej do
nieskonczonosci, do prawdopodobienstwa jego wyrzucenia w jedne;j
prébie. W tym miejscu aksjomatycznie wprowadzone pojecie
prawdopodobienstwa "spotyka sie” ze swoim pierwowzorem - pojeciem
czestosci.
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Rachunek prawdopodobierstwa-podstawy

Wybor przestrzeni probabilistycznej jako modelu zjawiska

losowego

Przyklad: Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w wybranej na chybit trafit
(czyli losowo) rodzinie dwudzietnej jest dwdch chtopcow.

Przedstawimy dwa rozumowania
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Btedne rozumowanie (btedny wybor przestrzeni zdarzen)

Mozliwe sg trzy rodzaje rodzin z dwojgiem dzieci:
dwéch chtopcow, dwie dziewczynki oraz mieszane.

Przestrzen zdarzen elementarnych jest zatem tréjelementowa.
Przyjmujac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne dostajemy odpowiedz %

Jest to w pierwszej chwili racjonalne, ale nie odpowiada rzeczywistosci.

Rodziny z parg dzieci r6znej plci spotyka sie czesciej niz pozostate.

Wskazowka: Poréwnajmy te sytuacje do dwukrotnego rzutu monetg
symetryczna.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Rozumowanie poprawne.

Zbudujmy inny model probabilistyczny, ktéry uwzglednia kolejno$é
urodzen. Mamy zatem

Q={(D,C),(D,D),(C,C),(C,D)}

Teraz przestrzen zdarzen elementarnych jest czteroelementowa. Jesli
przyja¢ zgodnie z wiedza medyczng i zdrowym rozsadkiem, ze wszystkie
zdarzenia elementarne sg tu jednakowo prawdopodobne dostajemy
odpowiedz JT- Ten wynik odpowiada z dobrg doktadnoscig temu co
obserwuje sie w rzeczywistosci. Warto sie zastanowi¢ dlaczego
przyjelismy, ze zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Wrécimy do tej kwestii gdy powiemy co to jest niezalezno$é zdarzen.
Zauwazmy jeszcze, ze zdarzenie odpowiadajgce spotkaniu rodzin z
dwodjka dzieci réznej ptci {(D, C),(C, D)} ma dwa razy wigecej elementéw
niz zdarzenia {(D, D)} oraz {(C, C)} a wigc btedem byto przyjecie na
poczatku, ze kazdy z trzech rodzajéw rodzin jest jednakowo
prawdopodobny.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Zastosowanie kombinatoryki w rachunku

prawdopodobienstwa

Zadanie: Liczby naturalne od 1 do 5 sg zapisane na pieciu kartkach (na
jednej kartce tylko jedna liczba). Losujemy trzy kartki. Jakie jest
prawdopodobienstwo P tego, ze suma wylosowanych liczb jest liczbg
parzysta?

Odpowiedz: Poniewaz kolejnos¢ sktadnikow w sumie nie wptywa na
wynik, zbiér zdarzen elementarnych ma tyle elementéw ile jest kombinacji
3-elementowych ze zbioru 5-elementowego, czyli C3. Wsrdd liczb
zapisanych na kartkach sa trzy nieparzyste i dwie parzyste zatem
zdarzeniu o ktére chodzi sprzyja wylosowanie dwéch liczb nieparzystych i
jednej parzystej. Latwo zauwazyé, ze
e e

6
P= =—
cs 10

3
.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Niezaleznos$¢ zdarzen

Nech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych a P
prawdopodobienstwem.

Zdarzenia A, B C ) okreslamy jako niezalezne w.t.w. gdy

P(ANB)=P(A)-P(B).

Zauwazmy, ze jesli zdarzenia A i B sa roztgczne i kazde z nich zachodzi z
dodatnim prawdopodobienstwem to nie sg one niezalezne.

Sprawdzi¢, ze zdarzenia
A -"wyciggniecie losowo asa z talii 52 kart” ,
B- "wyciagniecie karty kier”

sg niezalezne.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Prawdopodobienstwo warunkowe

Definicja

Przyjmijmy, ze B C Q jest takim zdarzeniem, ze P(B) > 0.
Prawdopodobieristwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem,
Ze zaszto B nazywamy iloraz

P(A N B)

P(AIB) = ~ )

Jesli ustalimy zdarzenie B C 2 to P(A|B) okre$la takze
prawdopodobienstwo na zdarzeniach A C Q. By sie o tym przekona¢
wystarczy sprawdzi¢ czy P(A|B) spetnia wszystkie aksjomaty. Tak
okreslone prawdopodobienstwo rézni sie od prawdopodobienstwa P(A)
bo wyraza dodatkowa wiedze o zaj$ciu zdarzenia B.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Prosty przyktad

Rzucamy koscig do gry. Rozpatrzmy zdarzenia
A- wyrzucono "3”

B- wyrzucono nieparzystg liczbe oczek Wtedy

1
=3

A wiec ta dodatkowa informacja o wyniku rzutu zwieksza
prawdopodobienstwo dwukrotnie!!

P(A)=¢ ale P(A[B)
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Przyktad na zast. prawdopodobienstwa warunkowego

Przyktad liczba chtopcéw w rodzinach dwudzietnych. Postawmy dwa
pytania:

@ Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w losowo
wybranej rodzinie dwudzietnej jest dwoch chiopcéw pod
warunkiem, ze w tej rodzinie jest przynajmniej jeden chtopiec.
(stwierdzono na przyktad, ze w pokoju dziecinnym na podtodze
rozstawiona jest kolejka elektryczna, wiec jeden chtopiec jest:-)).

@ Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w losowo
wybranej rodzinie dwudzietnej jest dwoch chlopcow.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Btedne oraz poprawne rozumowanie

Ad.1.(btedne rozumowanie) Skoro wiemy, ze w rodzinie jest przynajmniej jeden
chtopiec to oczywiscie drugi moze by¢ z prawdopodobienstwem % bo sg dwie
mozliwosci chtopiec albo dziewczynka.

Poprawne rozumowanie jest nastepujgce. Przestrzen zdarzen elementarnych
odpowiada chronologii urodzen, mianowicie

Q:{(DvC)’(DvD)v(Cvc)v(C’D)}'

Przyjmijmy dodatkowo, zgodnie ze zdrowym rozsadkiem, ze zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne. Niech A bedzie zdarzeniem, ze w
rodzinie sg dwaj chtopcy a B, ze jest co najmniej jeden . Wtedy

ANB={(C,C)} oraz B={(D,C).(C,C),(C,D)}.
Skoro zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne, z definicji

prawdopodobienstwa warunkowego otrzymujemy, ze poszukiwane
prawdopodobienstwo jest znacznie mniejsze niz przy btednym rozumowaniu!
1 /4 1
A|B -
PAIB) = 373 = 5

Dariusz Wrzosek Zajecia nr 11. 15-grudnia 2025 15/27



Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Ad.2 Latwo obliczy¢, ze 1

=7

a wiec jest ono istotnie mniejsze od przypadku gdy posiadamy dodatkowg
informacje o obecnosci choéby jednego chtopca wsrdd pary dzieci. W
praktyce mozna "grubo” oszacowaé, ze przy tej dodatkowej informaciji w
okoto 33 przypadkach na 100 w rodzinie sa dwaj chtopcy.

P({C,C})
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Prawdopodobienstwo catkowite

Bardzo wazne konsekwencje ma wzér, ktéry praktycznie pozwala obliczaé
prawdopodobienstwo zdarzenia A jesli mamy dodatkowo dwie informacje
o prawdopodobienstwie tego, ze A zaszto pod warunkiem zajscia
zdarzenia B oraz, ze zaszio A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie
przeciwne do B oznaczone przez B. Skoro mianowicie

A=(ANB)U(ANB)

to korzystajgc z trzeciego aksjomatu, a potem z definicji
prawdopodobienstwa warunkowego otrzymujemy

P(A)=P(ANB)+ P(ANB) = P(AB)P(B)+ P(A|B)P(B).

Ogédlniej w ten sam sposéb mozna udowodni¢ tzw. twierdzenie o
prawdopodobienstwie catkowitym sformutowane ponizej.
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Moéwimy, ze zdarzenia By , Bz, ... B, C Q tworzg zupetny uklad zdarzen
jesli
o dla kazdego i mamy P(B;) > 0
@ sg parami roztagczne

BiNBi=0 da i#j
@ jedno z nich na pewno zajdzie
BiuBU...B,=Q.

Twierdzenie

Niech By , By , ... B, bedzie zupetnym uktadem zdarzen w Q) . Wéwczas dla
dowolnego zdarzenia A C Q) zachodzi

P(A) = P(A|B1)P(B1)+P(A|B2)P(Bz) + . . P(A|Ba)P(B;) = ZP AlB;)P
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Przyktad

Rozwazmy rodziny tréjdzietne i obliczmy prawdopodobienstwo zdarzenia
A ze, losowo wybrane dziecko z rodziny tréjdzietnej jest dziewczynka,
ktéra ma starszego brata. Przestrzen zdarzen elementarnych jest teraz
28-elementowym zbiorem tréjek uporzadkowanych reprezentujacych
kolejne dzieci w rodzinie. Rozpatrzmy uktad zupetny zdarzen

@ B;- pierwsza dziewczynka w rodzinie jest pierwszym dzieckiem,
©Q B:- pierwsza dziewczynka w rodzinie jest drugim dzieckiem,

@ Bs- pierwsza dziewczynka w rodzinie jest trzecim dzieckiem,

© Bj4- wrodzinie sg sami chtopcy .

( te zdarzenia sa roztaczne prosze to sprawdzi¢ wypisujac elementy tych
zbiorow!)
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Przyjmujac, ze zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne
mamy

1 1 1 1
B —— B ,P(B3) == ,P(Bs) = —.
P(B1) ,P(B2) = e (Bs) g (Ba) 5
tatwo sprawdzic, ze P(A[B) = /& = 1 P(A|B2) =1, P(A|Bs) = 11

korzystajgc ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite dostajemy

1 1 1 1 1 1
P(A) = i §+1 4+1 -§+0-§_§.
Mozna byto oczywiscie wyliczy¢ to prawdopodobienstwo bezposrednio
znajdujac cztery zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Wywiad ze zrandomizowang (ulosowiong) odpowiedzig.

Chodzi tu o spos6b uzyskania w ramach badan socjologicznych, danych
dotyczgcych szczegbtéw zycia intymnego w jakiej$ dostatecznie duzej
populacji ludzkiej w taki sposéb aby udzielajacy odpowiedzi mégt
catkowicie zatai¢ odpowiedz na postawione "trudne” pytanie dotyczace np.
kontaktéw pozamatzenskich. Osobie, ktérej dane personalne sa nieznane
zadaje sie pytanie uzalezniajac odpowiedz od rezultatu doswiadczenia
losowego o znanym prawdopodobienstwie zajscia np. przed udzieleniem
odpowiedzi TAK lub NIE badana osoba rzuca moneta. Jesli wyrzuci orta
zobowigzana jest uczciwie odpowiedzie¢ na pytanie intymne, jesli wyrzuci
reszke osoba udziela odpowiedzi na "niewinne”pytanie pomocnicze typu
czy urodzita sie w pierwszej potowie roku. Po uzyskaniu odpowiedzi TAK
badajgcy nie wie czy jest to odpowiedz na pytanie intymne czy
pomocnicze. W ten sposéb z jednej strony zagwarantowana jest
anonimowo$¢ w kazdym poszczegélnym przypadku a z drugiej dane te
wystarczajg na uzyskanie poszukiwanej informacji dotyczgcej catej
populaciji.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Aby to wyjasni¢ rozpatrzmy zdarzenia: ” O”- wyrzucenie orta i udzielenie
odpowiedzi na pytanie intymne, ” R”- wyrzucenie reszki i udzielenie
odpowiedzi na pytanie pomocnicze, "T’-udzielenie odpowiedzi TAK .
Stosujac wz6r na prawdopodobienstwo catkowite i oznaczajgc przez P
prawdopodobienstwo zdarzenia otrzymujemy, ze

P(/ITII) — P(//TI/’”O//)P(”O”) + P(/ITII‘/IR/I)P(I/RI/)
Chcemy obliczy¢ P("T"|”O") . Oczywiscie mozemy przyjaé, ze
P("0") = P("R") = } oraz, ze prawdopodobieristwo spotkania osoby
urodzonej w pierwszej potowie roku czyli w naszym przypadku P("T”|"R”)
rowne jest tez % . Dzielgc liczbe wszystkich odpowiedzi TAK przez liczbe

wszystkich badanych uzyskujemy czestos¢, ktéra daje oszacowanie
wielkosci P(”T"). Ostatecznie otrzymujemy

P("T")—1/4

1/2 '
co pozwala stwierdzi¢ jaka jest frakcja oséb w badanej grupie
przejawiajgca sktonnos¢ o ktérg chodzi w pytaniu intymnym.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy
Twierdzenie Bayesa

Z definicji prawdopodobienstwa i wzoru na prawdopodobienstwo catkowite

wynika tatwo stynne Twierdzenie Bayesa kitore stosuje sie bardzo czesto

w réznych dziatach biologii i w medycynie. Przy oznaczeniach jak

poprzednio, z definicji prawdopodobienstwa warunkowego wynika, ze

P(BkNA P(ANB P(A|Bk)P(B
P(Bi|A) = (BcNA) _ P(ANBk) _ P(A|B)P(Bk)

P(A) P(A) P(A)

A stad i wzoru na prawdopodobienstwo catkowite wynika twierdzenie

Bayesa

Twierdzenie

JezeliBy,Bs,...,Bi,..., By jest zupeinym uktadem zdarzen w zbiorze

zdarzen elementarnych Q to dla dowolnego zdarzenia A C Q2
P(A|Bk)P(Bk)

Y1 P(AIB)P(B;)

P(Bk|A) = (1)
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Wspomaganie decyzji lekarskich.

Przypusémy, ze w populacji ludzkiej mozna wyodrebni¢ roztgczne warstwy
np. rasy , grupy zawodowe lub grupy ryzyka ze wzgledu na jaki$ czynnik
chorobowy. Zaktadajac te ostatnia sytuacje przyjmijmy, ze
prawdopodobienstwo wybrania losowo osoby z i-tej grupy wynosi P(B;) i
mozna je okresli¢ w przyblizeniu metodami statystycznymi jako czesto$¢
wystepowania. Niech A bedzie zdarzeniem, ze u przypadkowej osoby np.
w trakcie rutynowych badan wykryto symptomy groznej choroby i z jaki$
powoddéw bezposrednie stwierdzenie do ktdrej grupy nalezy dana osoba
nie jest mozliwe lub jest diugotrwate i kosztowne. Wiadomo jakie sa
prawdopodobienstwa warunkowe P(A|B;) czyli w praktyce jak czesto dana
choroba wystepuje w i-tej grupie ryzyka. Chcemy zatem wiedzie¢, jakie
jest prawdopodobienstwo, ze w danym przypadku po stwierdzeniu
symptomow choroby dana osoba pochodzi z danej i-tej grupy. Taka
informacja moze by¢ kluczowa jesli od stwierdzenia przynaleznosci do
danej grupy zalezy wybor terapii. Tu wtasnie z pomocg przychodzi

twierdzenie Bayesa.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

Sposrod wszystkich wartosci P(Bx|A) dlak = 1,... , n najwigksza z nich
wskazuje najbardziej prawdopodobng grupe ryzyka u ktorej wystepuje
dana choroba. Ta informacja pozwala podjg¢ lekarzowi racjonalng decyzje
0 wyborze terapii.
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

1.Zadania do zrobienia na zajeciach

Niech (€, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, a A, B C Q pewnymi
zdarzeniami.

@ Wykazaé, ze
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Q Wykazaé, ze jesli zdarzenie A jest niezalezne od B to A jest tez
niezalezne od zdarzenia przeciwnego B = Q \ B

© Wykazaé, ze jesli zdarzenia A i B sg niezalezne to

P(A) = P(A[B)
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Rachunek prawdopodobienstwa-podstawy

2.Zadania do zrobienia na zajeciach

Pewnego typu mikroskopy, niczym sie zewnetrznie nie rézniace, sa
produkowane przez fabryki A,B,C. Stwierdzono, ze 35% mikroskopéw na
rynku pochodzi z firmy A i podobnie 35% z firmy B. Pozostate pochodzg z
firmy C.

Wiadomo, ze odpowiednio 1,5%, 1%, 2% mikroskopéw produkowanych w
firmach A, B,C jest wadliwych.

Natrafiono na wadliwy mikroskop. Korzystajgc z Tw. Bayesa, okreslic w
ktérej firmie zostat on najprawdopodobniej wykonany.

Wskaz. Niech P(A) = 0, 35 to bedzie prawdopodobierfstwo napotkania
mikroskopu zbudowanego w fabryce A, a D zdarzenie, ze losowo wybrany
mikroskop okazat sie wadliwy. Wtedy

P(AND) _P(DNA) _ P(A)P(DIA) _

PAID)==p0y = PD) P(D)
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