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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Podstawy kombinatoryki: permutacje, wariacje,

kombinacje

Co to jest ciag? -przypomnienie.

Niech X bedzie zbiorem skonczonym. Ciagiem elementéw ze zbioru X
nazywamy funkcje okreslong na dowolnym podzbiorze L zbioru liczb
naturalnych IN o warto$ciach w X czyli kazdej liczbie ze zbioru L
przyporzadkowany jest doktadnie jeden element zbioru X.

Dla podkreslenia tego, ze elementy ciggu sg uporzgdkowane (bo sg
ponumerowane) nazywa sie je wyrazami.

Jesli funkcja okreslajgca cigg jest réznowartosciowa to wtedy wyrazy
ciggu sa rozne (nie powtarzajg sie).
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Rozrdznienie -ciggi a podzbiory

Rozpatrzmy zbiér liter X = {a, b, c}. Oto wszystkie podzbiory
dwuelementowe tego zbioru (pary nieuporzadkowane)

{a,b}, {a,c} {b,c}
a wszystkie ciggi dwuwyrazowe elementéw ze zbioru X

(pary uporzadkowane) to

(a,a), (a,b), (a,c), (b,b), (b,a), (b,c), (c,a), (c,b),(c,c).
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Wsro6d pytan, ktére mozna zada¢ odnosnie ciggdw skonczonych
wybierzmy dwa;

1. lle jest wszystkich ciggdéw p-wyrazowych o wyrazach ze zbioru
m-elementowego? Czyli przyjmujac oznaczenie, ze znaczek L oznacza
liczebnos$¢ zbioru L mamy

fiL=p, #{X=m.

(Uwaga: wyrazy ciggu moga sie powtarzac)

Odpowiedz. Jest ich tyle ile jest wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze

p-elementowym o wartos$ciach w zbiorze m elementowym czyli
p

e N, .. . . .
mP ="m-m--...m gdyz pierwszy wyraz ciggu mozna wybra¢ na m
sposobdw, drugi réwniez na m sposobow i tak dalej na kazdym sposréd p
miejsc.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 10. 8 grudnia 2025 4/30



Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Wariacja bez powtérzen

2. lle jest wszystkich ciggdw p wyrazowych ze zbioru m-elementowego
gdy m > p i takich, ze wyrazy w ciggu nie powtarzajg sie?

Innymi stowy, ile jest funkcji réznowartosciowych o dziedzinie
p-elementowej o warto$ciach ze zbioru m-elementowego. Kazdy taki ciag
nazywa sie w kombinatoryce wariacjg bez powtdrzen.

Odpowiedz. Zbiér wszystkich ciggdw p wyrazowych i réznowartosciowych
ze zbioru m-elementowego (czyli wariacji bez powtérzen) ma

m-(m—1)-(m-=2)-(m=3)-...(m—(p—1)) & V& elementéw,

gdyz pierwszy wyraz ciggu mozna wybra¢ na m sposobdéw, ale drugi,
skoro nie moga sie powtarzaé, juz tylko na m — 1 sposobéw. Kolejny na
m — 2 sposobéw i tak dalej p-ty wyraz moze by¢ wybrany nam — (p — 1)
sposobéw, bo doktadnie p — 1 elementéw zostato juz wybranych i
ustalonych jako kolejne wyrazy ciggu.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje

W przypadku szczegoélnym gdy m = p, wariacje bez powtérzen nazywamy
permutacja i wtedy

Vi=1.2....(m—1)m%Z m!
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Przyktady

lle jest wszystkich mozliwych ciagéw zasad azotowych w 10
elementowym fragmencie tancucha RNA?

Odpowiedz. Zbiér zasad azotowych UACG jest czteroelementowy. Na
kazdym miejscu fancucha RNA moze by¢ dowolna sposréd czterech
zasad, a wiec wszystkich mozliwych jest tyle ile ciggédw 10-wyrazowych o
wartosciach ze zbioru czteroelementowego czyli 4'° = 1048576.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Ograniczmy sie teraz do czteroelementowych fragmentéw tancucha i
zapytajmy ile jest 4-elementowych tancuchow, w ktérych zadne dwie
zasady sie nie powtarzaja. Jest ich oczywiscie 1-2-3-4 =41 =24.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 10. 8 grudnia 2025 8/30



Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Kombinacje

Kombinacja

k-elementowg kombinacjg ze zbioru n-elementowego nazywamy kazdy k
elementowy podzbiér tego zbioru. Liczbe kombinacji k-elementowych
ze zbioru n-elementowego , oznaczamy przez CK.

Udowodnimy, ze

k_ n 0@' n'
Cn =) = (n—k)lk!~

Symbol () to tzw. symbol Newtona, ktéry czytamy "n po k”.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Dowod:

Sprobujmy najpierw znalez¢ liczbe wszystkich ciggdw k-wyrazowych o
elementach ze zbioru n elementowego, n > k, czyli liczbe wszystkich
wariacji k-wyrazowych ze zbioru n-elementowego. Pierwszy wyraz ciggu
mozemy wybraé¢ na n sposobéw drugi juz tylko na n — 1 sposobdéw i tak
k-ty wyraz na n — (k — 1) sposobéw. Teraz pozostaje uwzglednic, ze
rozroznialismy ciggi w ktérych wystepujg te same elementy w rézne;j
kolejnosci. Liczbe wszystkich wariacji bez powtdrzen musimy zmniejszy¢
tyle razy ile jest permutacji k-wyrazowych. Wszystkich kombinaciji jest
zatem

nin—1)-...(n—(k—1)) n!

k! ~ (n—k)k!"
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Stowem nazywacé bedziemy dowolny cigg liter (znakéw) jakiego$ alfabetu.
Oto kilka pytan, ktére mozna postawi¢ odnos$nie liczby stéw majacych
okreslone wtasnosci.

@ lle réznych stéw dziesiecioliterowych mozna utworzy¢ z dziesieciu
réznych liter tak aby litery nie powtarzaty sie w stowie?

@ Na ile sposobéw mozna wybrac trojki (nie uporzadkowane)
niepowtarzajacych sie liter sposréd 10 znakéw alfabetu?

© Na ile sposobéw mozna wybra¢ stowa trzyliterowe o
niepowtarzajacych sie literach sposréd 10 znakéw alfabetu?

Q lle stow trzyliterowych mozna utworzy¢ z 10 liter alfabetu?
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

W pierwszej chwili moze sie wydawag, ze trzy ostatnie pytania dotycza
tego samego zagadnienia. Tak jednak nie jest. Sprébujmy wyrazi¢ te
pytania w jezyku matematyki. Pierwsze pytanie dotyczy w istocie liczby
wszystkich ciggébw 10-wyrazowych i réznowartos$ciowych lub uzywajac
specyficznej terminologii kombinatorycznej liczby wszystkich permutacji
10 wyrazowych. Jest ich

VI9=1.2.3....7-8-9--10 = 10! = 3 628800.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

W drugim pytaniu chodzi o liczbe wszystkich podzbioréw 3-elementowych
zbioru 10-elementowego bez ustalenia jakiegokolwiek porzadku ich
wystepowania.

W naszym przypadku

0 8-9-10

1
= = 4.3-10 = 120
3 6

100 1.2.3....7-8-9:
3 ._ (10 _ —
C10'—(3)_7!3!_ (1-2-3-...7)-2-

Powyzsze rozumowanie zawiera odpowiedz na pytanie trzecie. Stéw
trzyliterowych o niepowtarzajgcych sie literach jest tyle ile jest wariaciji
trzywyrazowych bez powtérzen czyli VJ° =10-9-8 = 720.

W pytaniu czwartym chodzi za$ o liczbe wszystkich ciggow
trzywyrazowych o wyrazach ze zbioru 10-elementowego (litery moga sie
powtarzag) czyli liczbe wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze
trzyelementowym w zbi6r 10-elementowy. Jest ich tyle ile jest wszystkich
trzywyrazowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru 10-elementowego czyli
10-10-10 = 103.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Pary alleli na chromosomach

Przyjmijmy, ze w pewnej populacji organizméw diploidalnych wystepuje n
odmian danego genu czyli alleli. Najcze$ciej w szkolnych zadaniach
spotykamy sie z przypadkiem dwéch alleli. W ogéInosci alleli moze by¢
wiecej, jest tak na przyktad u grzybéw podstawczakéw w genach
odpowiedzialnych za rozmnazanie. Pojawia sig pytanie

lle jest par alleli jednego genu ulokowanych w odpowiadajacych
sobie miejscach na chromosomach homologicznych, jesli
wszystkich alleli danego genu jest n?
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Odpowiedz. Zwr6émy uwage, ze z punktu widzenia klasycznych praw
genetyki kolejnos¢ wystepowania alleli w parze nie ma znaczenia
(podobnie do liczby oczek na kosciach domina). Wszystkich ciggéw
dwuwyrazowych (par) o wyrazach ze zbioru n elementowego jest n?. |
taka bytaby odpowiedz jesli rozr6znialibysmy pary typu (A,a) i (a,A). By
wyeliminowaé te przypadki odejmiemy najpierw od n? liczbe wszystkich
par majgcych te same alle na obu miejscach np. (A,A). Jest ich oczywiscie
n. Poniewaz kazde dwie pary réznigce sie tylko kolejnoscia traktujemy jako
jedna to jest ich ”2,; . Do tej liczby trzeba tylko dodaé¢ pary majace te
same alle na obu miejscach. Ostateczng odpowiedzig jest zatem

2 2

n2_n+n_n(n+1):(g+1).

W znanym przypadku dwéch alleli mamy trzy “genotypy”: AA, Aa, aa. Dla
pieciu alleli mozliwych 15 genotypow.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Przewidywalne/nieprzewidywalne

Co to jest rachunek prawdopodobienstwa?

Rachunek prawdopodobienstwa to dziedzina matematyki zajmujaca sie
badaniem modeli zjawisk i proceséw o przebiegu nie dajacym sie
przewidzie¢ z catkowita pewnoscia. Takie zjawiska nazywamy zjawiskami
losowymi. Nieprzewidywalny jest wynik rzutu moneta lub koscig, wynik
meczu pitkarskiego, znalezienie wadliwej zaréwki wsréd nowo
wyprodukowanych, wynik pomiaru wysokosci przypadkowo wybranego
studenta a takze wystgpienie mutacji genetycznej.

Rzut monetg symetryczng

W pustym pokoju podrzucamy w gére symetryczng monete. Zanim
moneta upadnie wyrazamy dwie opinie;

1) moneta spadnie na podtoge

2) moneta spadnie reszkg do gory .

W pierwszym przypadku mamy pewnos$é, ze sad jest prawdziwy, a w drugim nie ! |
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Chcac mimo wszystko znalez¢ jakas$ regute opisujaca wyniki rzutu moneta
i chcac uwolni¢ sie od konsekwencji oddziatywania wielkiej liczby
czynnikbéw wptywajacych na przebieg kazdego rzutu z osobna nalezy
wykona¢ wielkg liczbe powtdrzen i przeformutowaé sad 1), ktéry teraz
brzmiatby nastepujaco

1’) W trakcie 1000 rzutéw ta samg monetg w tych samych warunkach
liczba reszek ktére wypadng miesci sie w przedziale [490,510].

Rachunek prawdopodobienstwa umozliwia okreslenie stopnia
pewnosci z jakim mozna uznagé, ze sad 1°) przewiduje rezultat
konkretnej serii rzutow.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Odpowiednikiem wyrzucenia reszki badz orta moze by¢ wystgpienie badz
niewystgpienie w ciggu tysigca pokolen, mutacji genetycznej w ustalonej
czesci fancucha DNA, w komérce generatywnej jakiego$ organizmu.

Wystgpienie mutacji w ciggu kolejnego miliona lat to jakby kolejny rzut
monety itd.

Ro6znica pomiedzy tym przyktadem i serig rzutéw monetg polega na tym,
ze w odrdznieniu od tego ostatniego nie mozemy powtarza¢ wielokrotnie

przebiegdw ewolucji aby oszacowac prawdopodobienstwo pojawienia sie
mutaciji.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Trzy powody dla ktérych biolog winien zna¢ podstawy

rachunku prawdopodobienstwa:

@ Podstawowym zrodtem przypadkowej zmiennosci w populacjach
organizméw dwuptciowych sa dwa procesy towarzyszace mejozie, w trakcie
pierwszego z nich nastepuje wymiana czes$ci chromatyd chromosomoéw
homologicznych pochodzacych od obojga rodzicéw (crossing-over), w
drugim dochodzi do losowego rozchodzenie sie chromatyd do biegunéw
komorki. Oba procesy sa od siebie niezalezne a ich rezultat nie jest
przewidywalny o czym przekona¢ moze sie kazdy kto ma rodzenstwo
pochodzace od tej samej pary rodzicielskie;.

@ Drugim czynnikiem powodujgcym przypadkowg zmienno$¢ (a takze
specjacje) jest wystepowanie mutacji genetycznych. Zaréwno miejsce w
genomie jaki moment w ktérym wystgpi, sg zjawiskami losowymi.

© Powyzsze czynniki losowe wydajg sie byé immanentng cechg proceséw
naturalnych. Innej natury czynnikiem losowym, nieprzewidywalnym, jest
wptyw nieswiadomych btedéw i niedoktadnosci towarzyszacych kazdemu
aktowi pomiaru.

v
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Przestrzen zdarzen elementarnych

W kazdym z przytoczonych wyzej przyktadéw zjawisk losowych potrafimy
sporzadzi¢ liste wszystkich mozliwych sytuacji, ktére moga sie pojawi¢ w
taki sposdb by kazda z nich wykluczata pozostate. Kazda taka sytuacja
nazywa si¢ zdarzeniem elementarnym. Jest to pojecie pierwotne
rachunku prawdopodobienstwa tzn. nie definiuje sie go w jezyku teorii,
ktorej dotyczy.

Wszystkie zdarzenia elementarne dotyczgce wynikéw danego
doswiadczenia losowego tworzg zbiér zdarzen elementarnych. Jesli zbior
zdarzen elementarnych jest zbiorem skonczonym to zdarzeniem moze byé
dowolny podzbiér zbioru zdarzenh elementarnych, a w przypadku gdy zbiér
zdarzen elementarnych jest zbiorem nieskonczonym, trzeba wprowadzi¢
dodatkowe warunki ograniczajace, ktére musi spetnia¢ podzbiér bedacy
zdarzeniem. Jest to niezbedne dla matematycznej spdjnosci teorii ale nie ma
bezposredniego praktycznego znaczenia.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Przyktady przestrzeni zdarzen

o dla do$wiadczenia polegajacego na jednokrotnym rzucie monetg
zbiér zdarzen elementarnych jest dwuelementowy

Qy :{07R}

gdzie 0 reprezentuje wyrzucenie orta a R reszki.

o dla doswiadczenia polegajgcego na dwukrotnym rzucie monetg zbiér
zdarzen elementarnych jest czteroelementowy i sktada sie z
wszystkich mozliwych serii wynikéw

QZ:{(07R)7(070)7(R7R)v(R70)}7

@ w przypadku pojedynczego rzutu koscig zbiér zdarzen elementarnych
jest szescioelementowy.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Wszystkie operacje, ktére znamy z rachunku zbiorow majg swoje
odpowiedniki w rachunku zdarzen.

Dla przyktadu jesli Q2 jest zbiorem zdarzen elementarnych i A C  to zbior
A = Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym. Jesli zachodzi zaréwno
zdarzenie A jaki zdarzenie B to takie zdarzenie nazywa sie, podobnie jak
w rachunku zbioréw, iloczynem (czescig wspoing) zdarzeh AN Bi.t.d. W
przypadku dwukrotnego rzutu monetg jesli przez A oznaczymy zdarzenie
polegajgce na wyrzuceniu orta w pierwszym rzucie a przez B zdarzenie
polegajace na wyrzuceniu orta w drugim rzucie to zdarzenie polegajgce na
wyrzuceniu orta w obu rzutach to

ANB= {(O,R),(0,0)}ﬂ{(0,0),(R,O)} = {(070)}
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa
Prawdopodobienstwo a czestosé

Pojecie prawdopodobienstwa jest uogélnieniem pojecia czestosci. Jesli
przy n-krotnym powtdérzeniu danego do$wiadczenia zdarzenie A zachodzi
na razy to liczbe ca = na/n nazywamy czestoscia wystepowania
zdarzenia A. Rozwazmy dla przyktadu sekwencje zasad nukleinowych w
tancuchu DNA. Przypomnijmy, ze ze wzgledu na podobienstwo budowy
czasteczek wyrdznia sie puryny: adening ozn. A i guanine ozn. G oraz
pyrymidyny cytozyne ozn. C i tyming ozn. T. Zasady AiToraz Gi C
tworzag pary komplementarne. W 12-wyrazowej sekwencji zasad

AGCTGGCGACTA
czesto$¢ wystepowania adeniny A wynosi } , czesto$¢ wystepowania

guaniny G wynosi 3, a czestos¢ wystepowania puryn wynosi § + 3 = 5.
Widzimy zatem, ze czesto$ci zdarzen roztgcznych dodajg sie do siebie.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Aksjomaty rachunku prawdopodobienstwa

Przyjmujgc aksjomaty sformutowane przez Andrieja Kotmogorowa
(1896-1945) mozna uwolni¢ sie od zrédtowego pojecia czestosci.

Niech Q2 bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych.
Prawdopodobienistwo zdarzenia A oznaczamy przez P(A).

@ Dla dowolnego zdarzenia A C 2, 0 < P(A) < 1.

Q P(Q2) =1

© Dla kazdej pary roztgcznych zdarzen A i B
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Drugi aksjomat moéwi, ze zaj$cie ktéregos ze zdarzen sposrdd wszystkich
mozliwych jest pewne tzn. ze zbiér Q uwzglednia wszystkie mozliwe
zdarzenia, ktére moga zaj$¢ w danych okolicznosciach.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

W przypadku rzutu monetg spadajaca na ptaskg poziomag powierzchnie sg
tylko dwie mozliwoséci i po wykonaniu rzutu na pewno ktéra$ z nich sie
zrealizuje czyli prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie orzet lub reszka
réwne jest 1. Z aksjomatow 2 i 3 wynika, ze dla dowolnego zdarzenia
ACQ

P(A)+P(Q\A)=1. (1)

A wiec jest pewne, ze zdarzy sie A lub zdarzy sig zdarzenie przeciwne
Q\A.

W petnej matematycznej teorii prawdopodobienstwa uwzgledniajacej przypadek
gdy zbidr 2 jest zbiorem nieskonczonym np. zbiorem liczb rzeczywistych, ostatni
aksjomat jest niewystarczajacy i rozszerza sie go takze na nieskonczone
(przeliczalne) sumy zdarzen parami roztgcznych. Konsekwencji tego nie
bedziemy dalej rozwazaé ograniczajac sie na razie do przypadku
prawdopodobienstwa dyskretnego tzn. sytuacji gdy zbiér Q ma skonczenie
wiele elementow.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Trzeba podkresli¢, ze prawdopodobienstwo jest funkcjg okreslong na
zbiorze zdarzen, czyli podzbioréw zbioru 2 i z tego powodu, bez
wczesniejszego ustalenia konwencji notacyjnej, zapis P(w) dla okre$lenia
prawdopodobienstwa zdarzenia elementarnego w € 2 jest niepoprawny.
Powinno zapisa¢ si¢ P({w})
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

W danym zbiorze zdarzen elementarnych prawdopodobienstwo mozna
wprowadzi¢ na wiele réznych sposobdéw byle spetnione byty aksjomaty.
Najprostsza sytuacja jest wtedy, gdy zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne. Rozpatrzmy n-elementowg przestrzen zdarzen
elementarnych

Q={wi,wsz,... ,wn}
Witedy dla kazdego i € {1,...n} mamy
1
P({wi}) = -
Konsekwentnie jesli jakie$ zdarzenie A C 2 ma m elementéw to
m
P(A) = —.
(A)=~

W dwuelementowym zbiorze zdarzer elementarnych Qor =" {0, R}

mozemy zada¢ prawdopodobienstwo P; przyjmujac, ze zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne

P({0}) = 5 = Pi({R})
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lub przyjac, ze

P,({0}) = 0.499, P,({R}) = 0.501.

Przestrzen probabilistyczna (Qor , P1) jest modelem probabilistycznym
dla doswiadczenia losowego polegajgcego na jednokrotnym rzucie
monetg idealnie symetryczna.

Czy to jest dobry model przekonaé mozna sie tylko wykonujgc doswiadczenia w
postaci dtugiej serii powtérzen rzutu monetg w tych samych warunkach.
Matematyczna teoria prawdopodobierstwa nie zajmuje sie w zasadzie tym czy
dany model probabilistyczny dobrze opisuje przebieg konkretnego
dos$wiadczenia. Dostarcza jedynie ogoélnej teorii dajgcej podstawy do
prowadzenia takich badan i daje takze podstawy do badan statystycznych.
Jednym z celéw statystki jest oszacowanie na podstawie danych empirycznych
prawdopodobienstw réznych zjawisk. Tak otrzymane prawdopodobienstwa
konkretyzujg model probabilistyczny. Po przeprowadzeniu dostatecznie wielu
préb moze sie okazac, ze przestrzen probabilistyczna (Qor, P2) lepiej opisuje
rzeczywisty przebieg doswiadczenia, a wiec moneta nie jest idealnie

symetryczna.
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

1. Zadanie do zrobienia na zajeciach

@ Rozwazmy zbiér zdarzen elementarnych Q2 majacy n elementéw. lle
jest zatem wszystkich mozliwych zdarzen. Uzasadni¢, ze jest ich tyle
ile jest wszystkich funkcji ze zbioru n-elementowego w zbidr
dwuelementowy czyli ?

© Korzystajac z powyzszego uzasadnic¢, ze
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Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

2. Zadanie do zrobienia na zajeciach

Cztery matzenstwa chcemy usadzi¢ na o$miu krzestach stojgcych w
szeregu. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢,

@ nie baczac kto koto kogo siedzi,
©Q tak aby matzonkowie siedzieli obok siebie,

© tak aby mezowie siedzieli razem w jednej grupie obok siebie, a zony
w drugiej,
© tak aby Zona siedziata obok swojego meza i jakiej$ innej zony.
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