System Wspomagania Dowodzenia Coq
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Zadanie 1.

Rozpatrujemy wyprowadzenia typowe w rachunku konstrukcji. Niech A F % : O. Udowodnij, ze
jesli xq : Ay .52 2 Ay b A B oraz dla kazdego i, AFx; : A;, to AFA: B.

Zadanie 2.
Dany jest term t =
fun (A : %) (RR> : A > A —> %) =>
forall C : x,
( (forall xy : A, R> xy ->Rxy) —>

(forall x : A, R2 xx -> 1) ->C) —>
C

gdzie | to forall X : x*, X.
Jakie reguly formowania produktéw sa potrzebne (i do czego konkretnie?), aby przypisaé¢ temu
termowi typ T =

forall A : %, (A > A -> %) => (A => A => %) -> %

Ktéremu systemowi lambda-kostki odpowiada taki zestaw regul formowania produktow?
Czy gdyby * zamieni¢ na Prop, mozna by przypisaé¢ termowi t typ T w Coqu? A gdyby
zamieni¢ x na Set?

Zadanie 3.
Dana jest definicja tzw. X-typu:

Inductive sig (A:s1) (P:A -> s2) : 83 :=
exist : forall x:A, P x -> sig A P.
Section Subset_projections.

Variable A : s1i.
Variable P : A -> s2.

o
e
I

match e with
| exist a b => a

Definition projl (e:sig A

end.

Definition proj2 (e:sig A P)
match e return P (projl e) with
| exist a b => b
end.

End Subset_projections.

W powyzszej definicji s1, s2 i s3 to sorty Prop lub Set. Dla jakich uktadéw sortéw si, s2, s3
powyzsze definicje sg poprawne?
Odpowiedz wpisz w tabelke:



’ sl ‘ s2 ‘ s3 H projl ‘ proj2 ‘
Set | Set | Set +/- | +/-
Set Set | Prop
Set | Prop | Set

] Prop ‘ Prop ‘ Pro:p H ‘

Zadanie 4.

W niniejszym zadaniu poréwnamy réwno$¢ Leibniza z rownoscia Johna Majora, ktéra umie
poréwnywaé termy roéznych typow.

Dla potrzeb tego zadania przyjmujemy nastepujace definicje stalych zwiazanych z réwnoscia
Leibnitza:

Parameter eq : forall A:Type, A -> A -> Type.
Parameter eq_refl : forall (A:Type) (a:A), (eq A a a).

Parameter eq_elim : forall (A:Type) (a:A) (phi:forall n, eq A a n -> Type),
phi a (eq_refl A a) -> forall (b:A) (q: eq A a b), phi b q.

Parameter eq_subst : forall (A:Type) (a:A) (phi : A -> Type),
phi a -> forall b:A, eq A a b -> phi b.

Parameter eq_unique : forall (A:Type) (a:A) (phi : eq A a a -> Type),
phi (eq_refl A a) -> forall q:eq A a a, phi q.

Wsréd powyzszych definicji, eq-elim to zalezny eliminator dla eq (gdyby eq bylo zdefiniowane
indukcyjnie), eq_subst to eliminator niezalezny, a eq_unique to stwierdzenie, ze dow6d réwnosci
moze by¢ tylko jeden.

e Pokazaé, ze stala eq_elim mozna zdefiniowaé uzywajac eq_subst i eq_unique.’

Wskazowka: Definicja ta moze wygladaé¢ jakos tak:

(fun A a phi X b q => (eq_subst _ _ _ _ _ _ ) @

Rozwazmy nastepujace state zwiazane z réwnosia Johna Majora:

Parameter JMeq : forall (A:Type), A -> forall (B:Type), B -> Type.
Parameter JMeq_refl : forall (A:Type) (a:A), (JMeq A a A a).

Axiom JMeq_elim :
forall (A:Type)(a:A) (phi : forall a’, JMeq A a A a’ -> Type),
phi a (JMeq_refl A a) -> forall a’ (1:JMeq A a A a’), phi a’ 1.

e Uzywajac JMeq_elim, zdefiniuj termy: JMeq_subst, JMeq_unique o podanych nizej typach:

Parameter JMeq_subst : forall (A:Type) (a:A) (phi : A -> Type),
phi a -> forall (b:A) (q: JMeq A a A b), phi b.

Parameter JMeq_unique : forall (A:Type) (a:A) (phi : JMeq A a A a —> Type),
phi (JMeq_refl A a) -> forall q:JMeq A a A a, phi q.

!Hofmann i Streicher w 1994 pokazali, ze eq_unique nie jest definiowalne z eq_elim



Wskazowka: Dowdd pierwszego lematu jest tatwy. Dowdd drugiego moze wygladaé tak:

fun A a phi H1 =>
(JMeq_elim A a
(fun (a’:A)(1:JMeq A a A a°) =>
forall (e:JMeq A a A a),

JMeq A 2> A a —>
JMeq (JMeq A a A a’) 1 (JMeq A a A a) e —>
phi e)

_al__ ).

W kolejnych podpunktach pokazemy, ze JMeq jest rownowazna eq wyposazonej w eq_unique.

e uzywajac stalych JMeq, JMeq_refl, JMeq_subst i JMeq_unique zdefiniuj eq, eq_refl, eq_subst
i eq_unique.

e uzywajac stalych eq, refl, eq_subst i eq_unique zdefiniuj JMeq, JMeq refl, JMeq_elim.
Wskazowka: Trzeba uzy¢ typu cell

Inductive cell : Type := C : forall A:Type, A -> cell.

a przy definicji JMeq_elim wykorzystac istnienie stalej sproj, t.ze: w kontekscie, gdzie (A :
Type) (a:A) (e : eq cell (C A a) (C A a’)) zachodzi:

sproj e (eq_refl Type A) : eq A a a’



