Zadanie 1. (6 punktéw) Rozwazmy jezyk stéw nad alfabetem {1,2,3}, w kté-
rych podciag z pozycji parzystych i podciag z pozycji nieparzystych sa oba nie-
malejace. Na przyklad 121333 nalezy do jezyka, a 2111 nie. Poda¢ minimalny
automat deterministyczny dla tego jezyka.

Rozwigzanie.

Pierwszy pomyst na automat jest taki, ze ma specjalne stany ¢,1,2 i 3 dla
stéw dlugosei < 2, a dla stéw dlugosdci co > 2 ma stany postaci (4, j), gdzie i to
przedostatnia litera, a j to ostatnia litera. Ponadto, jest stan Smietnikowy L,
dla stéw ktore nie naleza do jezyka.

Mozna jednak zaobserwowaé, ze stan € jest réwnowazny stanowi (1,1), a
kazdy stan n € {1,2,3} jest réwnowazny stanowi (1,n). A wiec wystarczy 10
stanow

{1,2,3} x{1,2,3} U {Ll}.

Stanem poczatkowym jest (1,1). Wszystkie stany sa akceptujace, oprécz L.
Funkcja przejécia jest okreslona tak:

3((1.7).K) = {(j’ o) Jesih =]
i w przeciwnym przypadku.

Dla $mietnika oczywiscie mamy (L, k) = L dla k € {1,2,3}.

Aby pokazaé, ze automat jest minimalny, wskazemy dla dowolnych stanéw
p # q odrézniajaca przyszlosé. Jesli jednym ze stanéw jest L, to przyszloScia
jest €, bo L jest jedynym stanem nieakceptujacym. W przeciwnym przypadku,
stany te sg postaci p = (4,5) oraz ¢ = (7, j'). Bez straty ogélnosci zachodzi i < ¢’
lub j < j'. Jedli ¢ < ¢/, przyszlodcia odrézniajaca jest i. Jesli j < j/, przyszloscia
odrézniajaca jest dwuliterowe stowo 3i.



Zadanie 2. (6 punktéw) Rozwazmy alfabet A = {1,2,3,4}. Dla w € A*, ozna-
czamy przez sort(w) stowo otrzymane z w poprzez posortowanie liter. Na przy-
klad sort(321442123) = 112223344. Wskazaé jezyk bezkontekstowy L C A*
taki, ze

L ={w: sort(w) € L}
nie jest jezykiem bezkontekstowym.

Rozwiazanie. Rozwazmy jezyk
L ={1"2"3"4™ : n,m € N},
ktéry jest generowany przez nastepujaca gramatyke
S — XY X — 1X2le Y — 3Y4le.

Pokazemy, ze jezyk L nie jest bezkontekstowy. Gdyby byl, to bezkontekstowe
byloby jego przeciecie z jezykiem regularnym

K = LN (173*2*4%) = {1"3™2"4™ : n,m € N}.

Pokazemy ponizej, ze jezyk K nie jest bezkontekstowy, z czego wynika, ze L nie
moze by¢ bezkontekstowy.

Zastosujmy do jezyka K lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkonteksto-
wych. Niech M stata z lematu. Rozwazmy stowo w = 1M3M2M4M  7o0dnie z
lematem, istnieje podziat

W = W1V UV W2 0 < |vyvs] |vyuvg| < M

taki, ze dla kazdego k, stowo wyvfuviws tez nalezy do jezyka K. Latwo zauwa-
zy¢, ze v1 nie moze zawiera¢ dwoch réznych liter, bo inaczej przy k = 2 bySmy
dostali stowo spoza 1*3*2*4* DO K. Podobnie vy. Poniewaz |vjuvs| < M, objety
pompowaniem fragment viuvy nalezy do jednego z trzech zbioréw

1*3* 32" 274*.

W kazdym z tych przypadkow dostaniemy, przy pompowaniu dla & = 2, slowo
spoza K.



Zadanie 3. (6 punktéw) Niedeterministyczna maszyne Turinga z jedna tasma
nazwiemy niewnikliwa, jesli dla kazdego slowa w, ktére maszyna akceptuje, pe-
wien bieg akceptujacy liczy mniej niz |w| krokéw. Czy rozstrzygalny jest naste-
pujacy problem? Dany jest kod maszyny Turinga M. Pytanie: czy maszyna M
jest niewnikliwa?

Rozwigzanie. Problem jest nierozstrzygalny.

Zadanie to mozna rozwiaza¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposéb opiera sie na
obserwacji, ze maszyna jest niewnikliwa wtedy i tylko wtedy gdy nie akceptuje
zadnego stowa. Obserwacji tej dowodzi si¢ poprzez analize¢ najkrétszego biegu
akceptujacego maszyny niewnikliwej. Jak juz dokonaliSmy tej obserwacji, to
problem z zadania okazuje sie by¢ dokladnie tym samym problemem co problem
niepustosci dla maszyn Turinga, o ktérym wiadomo, ze jest nierozstrzygalny.

Opiszemy teraz drugi sposéb, ktéry nie wymaga powyzszej obserwacji. Ko-
rzystamy jedynie z prostszej implikacji tej obserwacji, mianowicie z faktu, ze
maszyna, ktéra nie akceptuje zadnych stéw jest niewnikliwa.

Aby pokazaé nierozstrzygalno$é problemu z zadania, zredukujemy do niego
problem pustosci dla maszyn Turinga. Rozwazmy kod maszyny Turinga M.
Aby dokonaé redukcji, musimy na podstawie kodu maszyny M obliczy¢ kod
maszyny M', w taki sposéb, ze maszyna M jest pusta wtedy i tylko wtedy gdy
maszyna M’ jest niewnikliwa. (Powtérzmy: jak kto$ dokonal wyzej opisanej
obserwacji, to zrozumie, ze wystarczy wziaé M = M’.) Maszyna M’ dziala tak.
Najpierw przechodzi glowicag cale stowo do konca, wraca na poczatek, a potem
zachowuje si¢ tak samo jak maszyna M. Nietrudno jest obliczy¢ kod maszyny M’
na podstawie kodu maszyny M, wystarczy dodac trzy stany i cztery przejscia.
Maszyna M’ w kazdym biegu na stowie dlugosci n wykonuje 2n+1 krokéw, wiec
jedyna sposob, zeby byta niewnikliwa polega na tym, ze nie akceptuje zadnego
stowa.



Zadanie 4. (6 punktow *) Niech L jak w zadaniu 2. Jesli L C {1,2}* jest
bezkontekstowy, to czy L tez?

Rozwiazanie. Rozwazmy funkcje 7 : {a,b}* — N2, ktéra stowu w przyporzad-
kowuje pare m(w) = (i,7) gdzie na pierwszej wspdlrzednej jest liczba liter 1,
a na drugiej wspélrzednej jest liczba liter 2. Taka funkcje nazywa sie czasami
obrazem Parikha stowa.

Przypomnijmy teraz definicje semiliniowego zbioru wektorow, w przypadku
dwuwymiarowym. Podzbiér X C N2 nazwiemy liniowym, jedli dla pewnych
wektoréw (ig, jo), - - , (in, jn) € N? zachodzi

X ={(i0,Jo) + w1 - (i1, J1) + -+ 2n - (in,Jn) : T1,.. ., T € N}

Zbiér semiliniowy to skonczona suma X7 U --- U X,, zbioréw liniowych.

W szczegdlnym przypadku alfabetu dwuliterowego, twierdzenie Parikha mowi
ze dla kazdego jezyka bezkontekstowego L C {1,2}*, obraz m(L) C N2 jest zbio-
rem semiliniowym. W przypadku, gdy jezyk L jest podzbiorem 1*2* mozna tego
faktu dowies¢ tez bezposrednio na palcach.

YLatwo zobaczy¢, ze

L={w:7(w)e€n(L)}.
Pokazemy teraz, ze dla dowolnego zbioru semiliniowego X, jezyk
Lx ={w:n(w) € X}

jest bezkontekstowy. Skoro klasa jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na
sume, oraz zachodzi réwnosé

Lx,u..ux, =Lx,U---ULx,,

to wystarczy pokazaé, ze Lx jest bezkontekstowy dla dowolnego zbioru liniowego
X. Rozwazmy wiec dowolny zbidr liniowy X, opisany wzorem

X ={(io,jo) + 21 - (i1,71) + -+ Zpn - (in,Jn) : T1,..., 2, € N}

Opiszemy teraz automat ze stosem ktéry rozpoznaje jezyk Lx. Dla ulatwie-
nia opisu, nasz automat bedzie korzystal nie ze stosu, ale z n 4 2 licznikéw o
nazwach Ag,...,A,,B. Dla m € {0,...,n}, licznik A,, bedzie przechowywal
liczbe z zakresu {0,...,i,,}. Licznik B bedzie przechowywal liczbe calkowita
(by¢ moze ujemna). Liczniki takie latwo zaimplementowaé¢ w automacie stoso-
wym: zawarto$¢ licznikéw Ao, ..., A, trzymamy w stanie (bo maja ustalona z
géry pojemnosé), a licznik B kodujemy za pomoca stosu.

Poczatkowo, wszystkie liczniki sa puste, czyli zawieraja 0.

Gdy automat czyta litere 2, zmniejsza licznik B.

Gdy automat czyta litere 1, wykonuje nastepujace czynnosci. Niedetermini-
stycznie zgaduje liczbe m € {0, ..., n}, taka, ze licznik A,, nie jest peten (licznik



A, jest pelen jesli zawiera swoja maksymalna warto$é, cayli i,,). Zwieksza licz-
nik A,, o jeden. Jedli po tym zwiekszeniu, licznik A,, jest pelen, to zwieksza
licznik B 0 j,. Ponadto, jesli m # 0 i licznik A, jest pelen (po zwieckszeniu),
to zeruje licznik A,,.

Automat akceptuje, jesli na koncu licznik Ag jest pelen, a liczniki A4,...,A,, B
sa puste.



(9 punktéw) Wybierz 9 z ponizszych pytan i odpowiedz na nie. Za prawi-
dlowe odpowiedzi dajemy +1 punkt, za zte -1 punkt. Punkty policzymy za 9
najgorszych odpowiedzi, czyli nie optaca sie odpowiada¢ na wiecej niz 9 pytan.

1. Rozwazmy nowa semantyke dla automatu skonczonego: automat akcep-
tuje, w nowym sensie, stlowo aj---a,, jesli dla kazdego i € {1,...,n}
akceptuje, w klasycznym sensie, stowo a; - - - a,$a1 - - - a;_1. Czy automaty
z nowg semantyka sa réwnowazne klasycznym?

Odpowiedz: Tak. 6/6 (poprawne/préby)
Krétkie uzasadnienie: Dla stowa a; ... a, wprowadzamy oznaczenie

olay--an) ={a;---apSay---a;—1: 1 € {1,...,n}}.

Trzeba pokazaé¢ dwie implikacje.

Pierwsza implikacja méwi, ze nowe automaty nie sa silniejsze od klasycz-
nych. Czyli: jesli L C (AU {$})* jest regularny, to K = {w : ¢p(w) C L} C
A* tez. Latwiej jest pokazaé, ze regularne jest dopelnienie K, czyli zbiér
stéw w takich, ze pewne v € ¢(w) nie nalezy do L. To pokazuje sie tak
samo jak zadanie, ze cycle(M) = {vw : wv € M} jest regularny, o ile M
jest regularny.

Druga implikacja méwi, ze nowe automaty nie sa stabsze od klasycznych.
Czyli: kazdy jezyk regularny K C A* jest postaci K = {w : ¢(w) C L}
dla pewnego regularnego jezyka L C (AU {$})*. Wystarczy wziaé¢ za L =
Uwer ¢(w). Tutaj wazna jest obserwacja, ze zbiory ¢(w), ¢(v) sa roztaczne
dla réznych w, v.

2. Czy kazdy jezyk bezkontekstowy mozna opisaé¢ gramatyka z jednym nie-
terminalem?

Odpowiedz: Nie. 14/14 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Jezyka a*b*c* nie da sie opisa¢ gramatyka z jed-
nym nieterminalem. Przypusémy, ze jest taka gramatyka, z jednym nieter-
minalem X. Dla kazdej litery o € {a, b, ¢} musi istnieé w gramatyce regula
postaci X — a, X0y, gdzie a,, B, € {X,a,b,c}*, taka, ze o wystepuje w
a, lub B,. A wiec musza byé dwie rézne litery o,7 € {a,b,c} takie, ze
o wystepuje w a, 1 7 wystepuje w a, lub o wystepuje w B, i T wyste-
puje w 3,. W obu przypadkach X wygeneruje stowo, ktorego podciagiem,
niekoniecznie spéjnym, jest o1o.

3. Czy istnieje wielomian p(n), taki ze dla kazdych dwéch deterministycznych
automatéw skonczonych o n stanach, najkrétsze stowo akceptowane przez
pierwszy ale nie drugi ma dlugos$é co najwyzej p(n)?

Odpowiedz: Tak. 2/5 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Zalézmy, ze stany tych automatéw to Q1 1 @2, a
zbiory akceptujace to F; C Q1 i Fo» C Q2. Takie najkrotsze stowo jest ak-
ceptowane przez deterministyczny automat produktowy o stanach Q1 xQs,



gdzie akceptujace stany to Q1 X (Q2 — F»). Poniewaz automat produktowy
ma n? stanéw, akceptuje stowo dtugoéci co najwyzej n?. A wiec wielomian
ten to p(n) = n?.

. Rozwazmy model automatu deterministycznego, ktéry moze wykonaé in-
strukcje “wréé do poczatku stowa w stanie ¢”. Czy istnieje wielomian p(n),
taki ze kazdy niepusty automat tego rodzaju o n stanach akceptuje stowo
dlugosci co najwyzej p(n)?

Odpowiedz: Nie. 6/6 (poprawne/préoby)

Kroétkie uzasadnienie: Mozna napisaé automat tego rodzaju, ktory ma
O(n) standéw i akceptuje doktadnie jedno stowo dlugosci (n + 1) - 2™ nad
alfabetem {0, 1, #}, mianowicie stowo

bin(0)#bin(1)#bin(2)# - - - #bin(2" — 1)#

gdzie bin(i) to binarny zapis liczby i € {0,...,2" — 1}, dopelniony wioda-
cymi 0 tak, zeby napis mial dlugoé¢ n.

. Czy istnieje wielomian p(n), taki ze dopelnienie kazdej gramatyki bez-
kontekstowej o n regutach jest albo puste albo zawiera stowo dtugosci co
najwyzej p(n)?

Odpowiedz: Nie. 8/8 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Rozwazmy alfabet {a}. Napiszemy gramatyke
rozmiwaru O(n), ktéra nie akceptuje zadnego stowa dluzszego niz 27,
ale akceptuje wszystkie stowa dlugoéci co najwyzej 2". Gramatyka ma
nieterminale X,,,...,Xp i reguly X;1; — X;X; dlai € {n,...,1} oraz
Xo — ale. Startowy jest X,,.

. Rozwazmy wyrazenia regularne nad alfabetem jednoliterowym {a}. Czy
istnieje wielomian p(n), taki Ze jest co najwyzej p(n) réznych jezykéw
L C a* generowanych przez wyrazenie rozmiaru n?

Odpowiedz: Nie. 4/7 (poprawne/préby)
Krétkie uzasadnienie: Dla dowolnego skonczonego zbioru pierwszych
P ={p1,...,px} napiszmy wyrazenie regularne

(aPr)* + -+ (aP*)".

Dla réznych zbiorow P wyjda rézne jezyki. Liczba zbioréw P takich, ze
wyrazenie dla P jest mniejszego rozmiaru niz n nie jest wielomianowa
wzgledem n. (Jesli chcemy, zeby wyrazenie mialo rozmiar doktadnie n,
mozna wiele razy napisa¢ gwiazdke przy ktéryms wyrazeniu, np a** za-
miast a*.)

. Czy nastepujacy problem jest rozstrzygalny? Dane dwie gramatyki bez-
kontekstowe, generujace jezyki L i K. Pytanie: czy niepusta jest réznica
symetryczna (L — K)U (K — L)?



10.

11.

Odpowiedz: Nie. 8/9 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: To jest to samo co réwnos¢ jezykéw bezkontek-
stowych L i K, a rowno$¢ jezykow bezkontekstowych jest nierozstrzygalna.
Nawet dla tych instancji, gdzie L generuje wszystkie stowa.

. Czy nastepujacy problem jest rozstrzygalny? Dany automat skonczony.

Pytanie: czy akceptacja nie zalezy od ostatniej litery? (Inaczej méwiac,
czy dla kazdego stowa w i kazdych liter a i b, automat akceptuje wa wtedy
i tylko wtedy gdy akceptuje wb.)

Odpowiedz: Tak. 5/8 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Niech L jezyk obliczony przez ten automat. Mu-
simy stwierdzi¢, czy jezyki La—' i Lb~! sa ré6wne dla kazdych a, b. Automat
dla ilorazu La~! mozna obliczyé na podstawie automatu dla L, a réwnosé
jezykow regularnych jest rozstrzygalna.

. Rozwazmy alfabet jednoliterowy {a}. Dla n stanéw losujemy automat nie-

deterministyczny w taki sposéb, ze wszystkie nastepujace wydarzenia sa
niezalezne i maja prawdopodobienstwo %: stan p jest poczatkowy, stan
p jest akceptujacy, jest przejécie po literze a ze stanu p do stanu ¢. Czy
prawda jest, ze gdy n — o0, to prawdopodobienstwo otrzymania automatu
rozpoznajacego a* dazy do 17

Odpowiedz: Tak. 4/5 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Prawdopodobienstwo, ze ustalony stan jest na-
raz poczatkowy, koncowy i ma samopetle po literze a wynosi %. Wystarczy,
ze przynajmniej jeden stan w automacie ma t¢ wlasnosé, a prawdopodo-
bienistwo tego dazy do 1.

Gramatyke nazwiemy poélliniowa, jesli w kazdej regule prawa strona za-
wiera co najwyzej jedno wystapienie kazdego nieterminala, ale moga by¢
rézne nieterminale. Czy kazdy jezyk bezkontekstowy mozna opisaé¢ gra-
matyka potliniowa?

Odpowiedz: Tak. 9/11 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: Je$li mamy na przyklad regule X — YabY X to

wprowadzamy nowy nieterminal Y’ i zamieniamy regule na dwie: X —
YabY'X oraz Y’ — Y.

Niech L C A* jezyk bezkontekstowy. Czy bezkontekstowy jest réwniez
jezyk stéw rézniacych sie o dokladnie 2 litery od pewnego stowa z L, czyli

jezyk

{woarwrasws : wobywibews € L dla pewnych liter by # a1,by # as}.

Odpowiedz: Tak. 11/11 (poprawne/préby)

Kroétkie uzasadnienie: Mozna tak przerobi¢ automat ze stosem, zeby
dokladnie dwa razy podmienit litere. W stanie pamieta ile razy juz pod-
mienit litere.



12.

13.

14.

15.

Niech L C A* jezyk rozstrzygalny. Czy rozstrzygalny jest rowniez jezyk
stow réznigcych sie o dokladnie 2 litery od pewnego stowa z L7

Odpowiedz: Tak. 7/8 (poprawne/préby)
Krétkie uzasadnienie: Maszyna Turinga najpierw niedeterministycznie
podmienia dwie litery na swoim wejsciu.

Ustalmy dwie litery a, b. Czy istnieje algorytm wielomianowy dla nastepu-
jacego problemu. Dana gramatyka bezkontekstowa. Pytanie: czy grama-
tyka generuje stowo, ktore zawiera infiks ab?

Odpowiedz: Tak. 7/8 (poprawne/préby)

Kroétkie uzasadnienie: To jest problem o niepuste przecigecie gramatyki
z jezykiem regularnym A*abA*. Jesli gramatyka ma n nieterminali, to gra-
matyka dla przeciecia z tym jezykiem regularnym ma O(n) nieterminali.

Czy dla kazdego nieskonczonego jezyka bezkontekstowego L, zbiér diu-
gosci {|w| : w € L} C N zawiera nieskoficzony podciag bedacy ciagiem
arytmetycznym?

Odpowiedz: Tak. 11/11 (poprawne/préby)

Kroétkie uzasadnienie: Z lematu o pompowaniu dla gramatyk bezkon-
tekstowych, L zawiera stowo postaci wiviuvsws takie, ze dla kazdego
k, stowo wivFuvkws, tez nalezy do L. Ciagiem arytmetycznym jest wiec
{|wivws| + k - |viva| : k € N}. Ciag ten jest nieskonczony, bo lemat o
pompowaniu dowodzi, ze jedno ze stow vy, vo jest niepuste.

Gramatyka G to

S — PQ

Q — PR

R — PQ|e

P — aUalbUblalb

U — aUalbUb|a|ble

Czy G generuje wszystkie stowa dlugosci wigkszej niz 3 nad {a, b} (i byé
moze niektore krétsze stowa)?

Odpowiedz: Nie. 2/10 (poprawne/préby)

Krétkie uzasadnienie: U generuje palindromy. P generuje niepuste pa-
lindromy. ) generuje konkatenacje nieparzystej liczby niepustych palin-
droméw. R generuje konkatenacje parzystej liczby niepustych palindro-
méw. S generuje konkatenacje parzystej (i wiekszej od zera)liczby niepu-
stych palindromoéw.

ababa nie jest konkatenacja parzystej liczby niepustych palindroméw, bo
nie moga to by¢ wszystko palindromy jednoliterowe, dwuliterowych w tym
stowie nie ma, a jak sie w podziale uzyje palindromu trzyliterowego, to
zostaja tylko dwie litery, z ktérych nie ma jak zrobié drugiego (i ostatniego)
palindromu.



