Zadanie 1. (6 punktéw) Stowo w nazwiemy anagramem stowa v jesli w mozna
otrzymacé z v poprzez zamiane kolejnosci liter. Niech

anagram(L) = {w : w jest anagaramem v dla pewnego v € L}.
(a) Czy jesli L jest regularny, to anagram(L) tez?
(b) Czy jesli L jest bezkontekstowy, to anagram(L) tez?

Rozwigzanie. Rozwazmy regularny jezyk L = (abc)*. Nietrudno zauwazy¢, ze
anagram(L) to zbior stéow, gdzie wszystkie litery a,b, ¢ wystepuja tyle samo
razy. Pokazemy, ze jezyk anagram(L) nie jest nawet bezkontekstowy, a wiec
odpowiedZ na oba podpunkty brzmi ,nie”. Gdyby jezyk anagram(L) byt bez-
kontekstowy, to bezkontekstowy bylby jezyk

K = anagram(L) Na*b*c* = {a"b" " : n € N},

jako iloczyn jezyka bezkontekstowego i regularnego. Dowdd, ze K nie jest bez-
kontekstowy byl na wyktadzie.



Zadanie 2. (6 punktéw) Czy jedli L jest bezkontekstowy, to {w : ww!* € L}
tez?
Rozwiazanie. Nie. Rozwazmy jezyk

L= {a"b"c¢®b™a" : n,m,k € N}.

Jezyk L jest bezkontekstowy. Generuje go ponizsza gramatyka.

S — XYZ
X — aXble
Y — ccYble
Z — aZle

Nietrudno zauwazy¢, ze
{w: ww? € L} = {a"b"c" : n € N},

a wiec jezyk ten nie jest bezkontekstowy.



Zadanie 3. (6 punktéw) Zalézmy, ze rozpatrujemy maszyny Turinga akceptu-
jace stowa nad alfabetem {a,b}. Dla kazdego z ponizszych probleméw ustalié,
czy jest rozstrzygalny i czy jest czeSciowo rozstrzygalny.

(a) Dany jest kod maszyny Turinga. Pytanie: czy maszyna akceptuje wylacz-
nie stowa skladajace sie z samych liter a?

(b) Dany jest kod maszyny Turinga. Pytanie: czy maszyna akceptuje wylacz-
nie stowa zawierajace litere b7

(¢) Dany jest kod maszyny Turinga. Pytanie: czy maszyna akceptuje pewne
stowo zawierajace litere b?

Rozwiazanie. Bedziemy korzysta¢ w redukcjach z dopelnienia problemu stopu:

(NS) Dany jest kod maszyny Turinga. Pytanie: czy maszyna nie
akceptuje stowa pustego?

Problem (NS) nie jest nawet czeSciowo rozstrzygalny. (Gdyby byl, to problem
stopu by byl rozstrzygalny.)

Pokazemy, najpierw, ze (a) nie jest nawet cze$ciowo rozstrzygalny. Dla kodu
maszyny Turinga M nietrudno wyprodukowaé kod maszyny M’ taki, ze

e Jesli M akceptuje stowo puste, to L(M') = b™T.
e Jedli M nie akceptuje stowa pustego, to L(M') = ().

Funkcja f, ktéra zamienia kod maszyny M na kod maszyny M’ jest obliczalna.
Wystarczy do kodu maszyny M dopisa¢ wstep, ktéry sprawdza, czy dane na
wejéciu slowo nalezy do bT. Jedli tak, wycieramy wejscie (zostawiajac stowo
puste) i uruchamiamy M. Jedli nie, odrzucamy.

Nietrudno zobaczyé, ze funkcja f jest redukcja problemu (NS) do (a), a wiec
(a) nie moze by¢ nawet czesciowo rozstrzygalny.

Teraz pokazemy, ze (b) tez nie jest czeSciowo rozstrzygalny. Rozwazmy funk-
cje obliczalng g, ktora dziala podobnie jak maszyna f, z ta réznica, ze zamiast
bT jest a*. Funkcja g jest redukcjg problemu (NS) do (a).

Problem (c) jest czesciowo rozstrzygalny. Algorytm zgaduje niedetermini-
stycznie slowo zawierajace litere b, a nastepnie uruchamia maszyne na tym sto-
wie. Problem (c) nie jest rozstrzygalny, poniewaz jest dopelnieniem problemu
(a), ktéry nie jest rozstrzygalny.



Zadanie 4. (6 punktéw *) Rozwazmy automaty ze stosem z nastepujacym wa-
runkiem akceptacji: ,stos nalezy do L”, gdzie L jest bezkontekstowy. Czy ist-
nieje jezyk, ktéry nie jest bezkontekstowy, a jest rozpoznawany przez rozwazany
rodzaj automatu?

Rozwiazanie. Dla zwickszenia obrazowosci rozwiazania i zmniejszenia liczby
oznaczen poszczegdlne alfabety wystepujace w rozwigzaniu bedziemy oznaczaé
roznymi kolorami.

Niech A - automat rozpoznajacy L z niebieskim stosem, z jednym stanem,
stos poczatkowy ,niebieska pinezka”, operacje ,read(czerwona litera lub epsi-
lon); pop(niebieska litera); push(niebieskie stowo)”, akceptacja przez pusty nie-
bieski stos (taki wlasnie automat powstaje po konwersji z gramatyki bezkontek-
stowej).

Niech B - automat rozpoznajacy nasz gtéwny jezyk, stos poczatkowy pusty,
operacje ,read(biala litera)”, ,push(zielona litera)”, . pop(zielona litera)”, ak-
ceptuje, jesli stowo bedace na stosie, przekolorowane na czerwono, jest w jezyku
L.

Teraz zmieniamy B w nastepujacy sposob:

Zamiast robié ,push(zielona litera)”, myslimy o tym, czy automat B ta litere
bedzie chcial kiedykolwiek zdjaé — (tzn. niedeterministycznie zgadujemy) — jesli
nie, to od razu ta litere przekolorowujemy na czerwono. Zatem stos wyglada tak,
ze najpierw ma czerwone litery (ktére tam zostana juz do kofica, dla automatu
A), a potem zielone (tymczasowe pomocnicze dla B), nigdy nie ma zielonej
przed czerwona, do zaakceptowania caly stos musi byé¢ czerwony, a zeby litere
zdjac¢, musi ona by¢ zielona.

Teraz zamiast wrzucaé te czerwone litery, przekazujemy je bezposérednio do
A, czyli nasz stos bedzie teraz wygladal tak, ze na poczatku sg niebieskie li-
tery pomocnicze dla A, a potem zielone pomocnicze dla B. Czyli wrzucamy
na poczatku niebieska pinezke i zamiast wrzucaé¢ czerwone litery na stos, trak-
tujemy je jako wejscie dla automatu A (czyli patrzymy, co zrobilby automat
A, jakby wezytal taka litere i wykonujemy odpowiednia operacje na niebieskim
stosie (mozemy to zrobic, bo w takim momencie nie ma zielonych na wierzchu);
potem ewentualnie wykonujemy jeszcze e-przejécia automatu A). Akceptujemy
przez pusty stos.



(9 punktéw) Wybierz 9 z ponizszych pytan i odpowiedz na nie. Za prawi-
dlowe odpowiedzi dajemy +1 punkt, za zte -1 punkt. Punkty policzymy za 9
najgorszych odpowiedzi, czyli nie optaca sie odpowiada¢ na wiecej niz 9 pytan.

W kazdym pytaniu podana jest modyfikacja znanego modelu. Trzeba powie-
dzieé¢, czy model zmodyfikowany ma te samg site wyrazu co niezmodyfikowany.

1.

Maszyna Turinga, ktéra zawsze przesuwa glowice w prawo.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 83 poprawnych na 86 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Taka maszyna jest rownowazna automatowi skon-
czonemu. Pisanie na tasmie niczego nie wnosi, podobnie wyjscie poza
ostatnia litere stowa.

Maszyna Turinga, ktora ma prawo pisaé¢ tylko na stowie wejsciowym, a nie
na symbolach “blank”.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 66 poprawnych na 69 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Dla kazdej takiej maszyny problem “czy ma-
szyna akceptuje dane stowo w” jest rozstrzygalny (a nie jest rozstrzygalny
dla niektérych maszyn Turinga), bo ilo$é konfiguracji uzytych w biegu jest
ograniczona przez dlugosé stowa wejsciowego w.

Maszyna Turinga (niedeterministyczna), ktéra moze przesuwaé glowice
tylko o 1 komoérke w prawo, lub na poczatek tasmy.

Odpowiedz: Model jest rownowazny. 46 poprawnych na 49 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Dowolng maszyne symulujemy M maszyna N
ograniczonego rodzaju w nastepujacy sposob. Zalézmy, ze bieg maszyny
M sktadal sie z konfiguracji ¢, ca, . . ., ¢, Symulujac jeden krok maszyny
M, maszyna N zostawia na tadmie zapis konfiguracji ¢;, wraz z potlo-
zeniem glowicy. Aby przej$é¢ z zapisu ¢; do c¢;4+1, nalezy przejechaé cale
stowo, przesunaé¢ znacznik glowicy i wroéci¢ na poczatek. Przy przesuwa-
niu znacznika w lewo przydaje sie niedeterminizm, cho¢ mozna to nawet
zrobi¢ deterministycznie.

Automat ze stosem, ktéry moze przesuwac sie po wejéciu w dwie strony.
(Przyktadowa tranzycja: w stanie ¢, z @ na wejsciu i b na czubku stosu,
zmien stan na p, zdejmij ze stosu litere b i przesuni glowice w lewo.)
Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 51 poprawnych na 53 préb.
Krétkie uzasadnienie: Taki automat potrafi rozpoznaé jezyk {a™b™c™ :
n € N}, ktéry nie jest bezkontekstowy. Najpierw, w zwykly sposéb, ma-
szyn sprawdza, czy jest tyle samo a co b. Potem wraca do pierwszego b
i sprawdza, czy jest tyle samo b co c¢. Ogolniej, problem niepustosci jest
nierozstrzygalny dla takich maszyn.

Automat ze stosem, gdzie operacja “zdejmij ze stosu litere b” jest uogdl-
niona do “zdejmij ze stosu stowo z jezyka L”, dla L jezyka regularnego.
Odpowiedz: Model jest rownowazny. 28 poprawnych na 30 préb.
Krétkie uzasadnienie: Taka operacje symulujemy poprzez zjadanie ze
stosu pamietajac stan automatu skonczonego dla L.



10.

11.

. Automat ze stosem, ktéry moze wykonaé przejscie postaci “jesli zawartosé

stosu nalezy do L, to zmien stan z p na ¢”, dla L jezyka bezkontekstowego.
Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 36 poprawnych na 37 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Taki automat potrafi rozpoznaé jezyk {a™b™c™ :
n € N}, ktory nie jest bezkontekstowy. Przy czytaniu prefiksu a*b*, wrzu-
camy go na stos. Pomiedzy ostatnim b a pierszym c, sprawdzamy czy stos
ma tyle samo a co b. Potem czytamy litery c, zdejmujac dla kazdej ¢ jedno
b ze stosu. Na konicu maja by¢ na stosie same a.

. Automat ze stosem, z operacja “podwdj stos”, ktora zamienia stos w na

stos ww.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 67 poprawnych na 72 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Taki automat potrafi rozpoznaé jezyk {a™b™c™ :
n € N}, ktéry nie jest bezkontekstowy. Przy czytaniu prefiksu a*, wrzu-
camy go na stos. Przed przeczytanim pierwszego b, wrzucamy na stos #, a
potem stos podwajamy. W ten sposéb liczbe n mamy dwa razy na stosie,
co pozwala nam sprawdzi¢ dtugosé bloku liter b oraz dlugosé bloku liter c.

. Gramatyka bezkontekstowa, gdzie prawe strony regul moga zawiera¢ wy-

razenia regularne, np. X — (X*aY)*.

Odpowiedz: Model jest rownowazny. 75 poprawnych na 77 préb.
Krétkie uzasadnienie: Na przyklad regule X — (X*aY)* symulujemy
przez dodanie nowych nieterminali A, B oraz regut

X—A A—AABaY B — BB|X.

. Wyrazenia regularne, gdzie dozwolona jest operacja réznicy L — K.

Odpowiedz: Model jest rownowazny. 53 poprawnych na 59 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Jezyk regularne sa zamknigte na dopelnienie.

Wyrazenia regularne, gdzie kazda litera alfabetu wystepuje < 10 razy.
Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 81 poprawnych na 84 préb.
Krétkie uzasadnienie: Dla ustalonego alfabetu, np. alfabetu {a}, takich
wyrazen jest skoficzenie wiele (nier6wnowaznych), a jezykéw regularnych
jest nieskoficzenie wiele. Inny argument: nie mozna opisaé jezyka {a'1}.

Automat skonczony, gdzie warunek akceptacji to: “co najmniej polowa
biegéw jest akceptujaca’.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 13 poprawnych na 24 préb.
Krétkie uzasadnienie: Rozwazmy nastepujacy automat.

ab

Q

O
a / a,b ab
O/ @ g

Na slowie a0 ma on n biegéw akceptujacych (ukos$na tranzycja mozna
wezytaé dowolna litere a) oraz m—1 biegéw nieakceptujacych (prawa tran-
zycja pozioma mozna wezytaé dowolng litere b oprécz pierwszej). Stowo



12.

13.

14.

15.

takie zostanie zaakceptowane wtedy i tylko wtedy gdy n > m — 1. Skad-
inad wiadomo (nierywialny dowdd), ze nierozstrzygalny jest problem: czy
dla danego automatu A istnieje stowo wejéciowe gdzie automat ma co
najmniej polowe biegéw akceptujacych.

Automat skonczony, ktéry moze wykonaé instrukcje “wréé do poczatku
stowa w stanie ¢”.

Odpowiedz: Model jest rownowazny. 21 poprawnych na 32 proéb.
Krétkie uzasadnienie: Aby symulowaé taki automat, wystarczy sledzi¢
jego bieg od poczatku w kazdym z mozliwych standw.

Automat skonczony, ktéry moze wykona¢ instrukcje “usun ostatnig li-
tere czytanego stowa”. Automat nie dowiaduje sie jaka litera znikneta. Na
przyktad, jesli wykona te instrukcje czytajac pierwsza litere stowa abbac,
to zniknie c.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 33 poprawnych na 51 préb.
Krétkie uzasadnienie: Takim automatem mozna rozpoznaé nieregu-
larny jezyk {a™b(a+b)" : n € N}. Czytajac litery a na poczatku, usuwamy
ostatnie litery. Akceptujemy jesli po pierwszej literze b jest koniec wejscia.

Automat ze stosem, ktéry moze wykonaé instrukcje “usun ostatnia litere
czytanego stowa”.

Odpowiedz: Model nie jest réwnowazny. 5 poprawnych na 17 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Taki automat potrafi rozpoznaé jezyk {a™b™a(a+
b)™ : n € N}, ktéry nie jest bezkontekstowy. Najpierw, w zwykly sposéb,
maszyn sprawdza, czy jest tyle samo a co b, ale przy czytaniu liter b auto-
mat usuwa ostatnia litere stowa wejéciowego. Aby zaakeptowaé, maszyna
musi skonczyé po wezytaniu pierwszego a po bloku liter b.

Maszyna Turinga, ktéra sie blokuje (odrzucajac wejscie) jak tylko drugi
raz odwiedzi te sama konfiguracje.

Odpowiedz: Model jest rownowazny. 32 poprawnych na 35 préb.
Kroétkie uzasadnienie: Kazda maszyne Turinga mozna zmodyfikowaé
tak, by nie odwiedzata dwa razy tej samej konfiguracji. Maszyna na spe-
cjalnej tasmie (mozna i bez dodawania tasmy) trzyma licznik, ktéry zwie-
kasza po wykonaniu kazdego kroku. Inne rozwigzanie: maszyny nie trzeba
modyfikowaé, bo biegi odwiedzajace dwa razy te sama konfiguracje nic nie
wnosza do akceptacji.



