
Zadanie [2 punkty] J ↪ezyk L ⊆ {1, 2, 3}∗ sk lada si ↪e z tych s lów, które s ↪a inne
niż 11, 22, 33, i gdzie każde trzyliterowe pods lowo abc spe lnia jeden z poniższych
warunków:

a < b < c a > b > c (a > b < c i c ≥ a) (a < b > c i c ≥ a).

Zbuduj minimalny automat deterministyczny rozpoznaj ↪acy ten j ↪ezyk.

Rozwi ↪azanie.

Naturalny automat, który nie jest minimalny. Zacznijmy od naiwnego
automatu, a potem go zminimalizujmy. W naiwnym automacie jest stan nieak-
ceptuj ↪acy ⊥, z którego nie da si ↪e wyj́sć (bo s lowa nieakceptowanego nie da si ↪e
przed lużyć do akceptowanego). Pozosta le stany s ↪a akceptuj ↪ace i pami ↪etaj ↪a su-
fiks d lugości dwa (z wyj ↪atkiem dla s lów d lugości zero lub jeden, gdzie pami ↪etane
jest ca le s lowo). A wi ↪ec stany to

⊥, ε, 1, 2, 3, 12, 13, 21, 23, 31, 32 .

W powyższej líscie nie uwzgl ↪ednilísmy sufiksów 11, 22, 33, które utożsamiamy
ze stanem ⊥. Stan pocz ↪atkowy to ε. Funkcja przej́scia dopisuje now ↪a liter ↪e do
stanu, ewentualnie usuwa najstarsz ↪a liter ↪e, gdy stan mia l dwie litery. Jeśli doda-
nie litery powoduje wypadni ↪ecie z j ↪ezyka, przechodzimy do stanu ⊥. Dok ladniej
rzecz bior ↪ac, mamy przej́scia:

ε
a→ a dla a ∈ {1, 2, 3}

a
b→ ab dla a, b ∈ {1, 2, 3}, a 6= b

ab
c→ bc dla a, b, c ∈ {1, 2, 3} gdzie abc spe lnia warunek zadania

Utożsamianie stanów naturalnego automatu. Które stany tego auto-
matu s ↪a równoważne? Równoważna jest para stanów 1 i 21, bo oba s ↪a akcep-
tuj ↪ace i przechodz ↪a do tych samych stanów po pojedynczych literach, a wi ↪ec
maj ↪a dok ladnie te same przysz lości:

1 1→ ⊥ 1 2→ 12 1 3→ 13
21 1→ ⊥ 21 2→ 12 21 3→ 13

Podobnie równoważna jest para stanów 3 i 13. Wreszcie równoważne s ↪a trzy
stany 2, 12 i 32:

2 1→ 21 2 2→ ⊥ 2 3→ 23
12 1→ 21 12 2→ ⊥ 12 3→ 23
32 1→ 21 32 2→ ⊥ 32 3→ 23
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Aby zminimalizować automat, zlepiamy stany {1, 21} w stan 1, zlepiamy stany
{2, 12, 32} w stan 2 i zlepiamy stany {3, 13} w stan 3. Po takim zlepieniu auto-
mat rozpoznaje ten sam j ↪ezyk, bo zlepialísmy stany o tych samych przysz lościach.

Rysunek.

1

2

3

ε

31
23

Dla czytelności rysunku pomin ↪elísmy stan ⊥ i przej́scia do niego prowad ↪ace,
oraz etykiety innych przej́sć. Etykieta przej́scia jest taka, jak ostatnia litera
stanu docelowego.

Nie może mieć mniej stanów. Pokażemy, że automat ten jest minimalny,
ponieważ wszystkie stany można odróżnić przysz lościami. Okazuje si ↪e, że wy-
starczy rozważać przysz lości jednoliterowe. W poniższej tabelce, piszemy w
wierszu q i kolumnie i symbol ∈ jeśli przej́scie ze stanu q po literze i prowadzi
do stanu akceptuj ↪acego, w przeciwnym przypadku piszemy 6∈.

stan 1 2 3
ε ∈ ∈ ∈
⊥ 6∈ 6∈ 6∈
1 6∈ ∈ ∈
2 ∈ 6∈ ∈
3 ∈ ∈ 6∈
31 6∈ 6∈ ∈
23 6∈ ∈ 6∈
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Zadanie [3 punkty] Kasa ma trzy operacje: “dodaj grosz”, “odejmij grosz”,
“wyrównaj do z lotówki”, oznaczone literami d, o, r. J ↪ezyk L ⊆ {d, o, r}∗ to
ci ↪agi operacji, które z pustej kasy wracaj ↪a do pustej kasy, jak np.

dr ∈ L (ddo)34r ∈ L o99r ∈ L dro 6∈ L.

Kasa może być ujemna. Wyrównanie obcina grosze w kierunku zera, np. wyrównanie
dla 1 z l 99 gr to 1 z l, a wyrówanie dla -3 z l 25 gr to -3 z l. Pokaż, że L jest bez-
kontekstowy, ale nie regularny.

Rozwi ↪azanie.

J ↪ezyk L nie jest regularny. T ↪e cz ↪eść zadania robi si ↪e jak nieregularność
j ↪ezyka anbn. Gdbyby by l regularny, to by spe lnia l za lożenia lematu o pompo-
waniu. Stosuj ↪ac lemat o pompowaniu dojdziemy do sprzeczności, a wi ↪ec j ↪ezyk
nie jest regularny. Niech M sta la z lematu o pompowaniu. Rozważmy s lowo

dMoM ∈ L .

Skoro pods lowo dM ma co najmniej M liter, można w nim pompować. Innymi
s lowy, istnieje podzia l

dM = uvw u, v, w ∈ d∗, v 6= ε

taki, że dla każdego k, s lowo

uvkwoM

należy do j ↪ezyka L. Już dla k = 2 dochodzimy do sprzeczności, gdyż zawartość
kasy po operacjach wv2woM to |v| groszy. A wi ↪ec j ↪ezyk L nie jest regularny.

J ↪ezyk L jest bezkontekstowy. Skonstruujemy automat ze stosem. Auto-
mat ma dwa symbole stosowe: ⊕ i 	. Zawartość stosu ⊕k oznacza, że w kasie
jest k groszy, zawartość stosu 	k oznacza, że w kasie jest minus k groszy. Aby
poradzić sobie z równaniem, automat pami ↪eta w stanie ilość groszy ponad równ ↪a
z lotówk ↪e, czyli stany automatu to liczby 0, . . . , 99. Stan pocz ↪atkowy to 0. Au-
tomat akceptuje, jeśli po przeczytaniu s lowa wej́sciowego ma pusty stos. Oto
przej́scia automatu:

stary stan czubek stosu czytana litera nowy stan operacja stosowa
i pusty lub ⊕ d (i+ 1) mod 100 push ⊕
i 	 d (i− 1) mod 100 pop
i pusty lub 	 o (i+ 1) mod 100 push 	
i ⊕ o (i− 1) mod 100 pop
i dowolny r 0 i razy pop

Kto nie lubi wielokrotnych operacji stosowych w jednym przej́sciu, może
dodać stany pomocnicze i zast ↪apić ostatnie przej́scie i epsilon-przej́sciami.
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Zadanie [2 punkty] Dodajmy do kasy operacj ↪e “podwój”, oznaczon ↪a liter ↪a p,
która mnoży zawartość kasy przez dwa. J ↪ezyk K ⊆ {d, o, r, p}∗ jest zdefiniowany
podobnie jak w poprzednim zadaniu.

dp10o1024 ∈ L p17 ∈ L op3d8 ∈ L

Pokaż, że K nie jest bezkontekstowy.

Rozwi ↪azanie.

Gdyby j ↪ezykK by l bezkontekstowy, to bezkontekstowe też by loby jego przeci ↪ecie
z j ↪ezykiem regularnym dp∗o∗:

K ∩ dp∗o∗ = {dpmon : n = 2m} .

Do powyższego j ↪ezyka, nazwijmy go L, zastosujemy lemat o pompowaniu dla
j ↪ezyków bezkontestowych i dojdziemy do sprzeczności. Niech M sta la z lematu
i rozważmy s lowo

dpMo2
M

∈ L .

Lemat o pompowaniu stanowi, że istnieje podzia l

dpMo2
M

= u1v1wv2u2 v1v2 6= ε , |v1wv2| < M

który można pompować, czyli

u1v
k
1wv

k
2u2 ∈ L dla każdego k.

Rozważmy pompowanie dla k = 2.  Latwo zauważyć, że litera d nie może być
pompowana, gdyż inaczej wypadlibyśmy z j ↪ezyka dp∗o∗. Niech m′ ilość liter p
w s lowie

w′ = u1v
2
1wv

2
2u2

i niech n′ ilość liter o w tym s lowie. Jeśli n′ = 2M , czyli nie przyby lo liter
o, to musi być m′ > M , skoro pompowany kawa lek jest niepusty. To daje
sprzecznośc, gdyż n′ = 2M < 2m′

. Musi wi ↪ec zachodzić n′ > 2M . Skoro jednak
|v1wv2| < M , to liczba n′ jest mniejsza niż 2M+1, a wi ↪ec nie może być pot ↪eg ↪a 2.
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