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Rozdzial 1

Co to jest monoid

Spisali: Krzysztof Gogolewski i Pawel Pasteczka

Definicja 1. Monoid to zbidr M wraz z okreslonym dziataniem - takim, Ze:
e dziatanie - jest tgczne: zachodzi (a-b)-c=a-(b-¢),
e istnieje element neutralny 1 taki, Zel-a=a-1=a.
Element neutralny moze by¢ tylko jeden. Istotnie, gdyby$my mieli dwa, 1 oraz 1’, to ich iloczyn spelnialby
1=1-1=1".

Lacznosé oznacza, ze w dowolnie dlugim wyrazeniu postaci ajas ... a, nawiasowanie nie ma znaczenia.
Przyklad.

1. Dla dowolnego zbioru A zbiér wszystkich stow A* z konkatenacjg i stowem pustym jest monoidem.
2. Na M = {0,1} okreslamy dziatania:

e Alternatywa: Widaé, ze w napisie a; V as V -+ V a, nie ma znaczenia jak umiescimy nawiasy.

e Koniunkcja (tj. mnozenie): Wiemy, ze a3 Aag A - -+ A a, jest taczne. Jest to monoid izomorficzny
z alternatywa (za pomoca negacji tzn. a; Aas A ... Aap, = =(—a1 V-as V...V -ay, )

e XOR (tj. dodawanie modulo 2): Podobnie jak wyzej jest w a1 @ as ® -+ ® a,. Jest to grupa
oznaczana przez Zs.

e Implikacja nie jest monoidem, gdyz na ogoét a = (b = ¢) nie jest tym samym, co (a = b) = ¢ (na
przyklad dla a = b= c=0).

e Roéwnowaznosé. Zauwazmy, ze a < b=a®dbP 1. Stad, a & b & ¢ = a ® b D ¢ niezaleznie od
nawiasowania. Jest to monoid izomorficzny z XOR (tez za pomoca negacji).

O

1.1 Rozpoznawanie

Definicja 2. Jezyk L C A* jest rozpoznawalny przez homomorfizm «: A* — M, jesli jest spetniony
na

jeden z réwnowaznych warunkow:
o nalezenie w € L zalezy tylko od wartosci a(w),

e istnieje podzbior F C M taki, ze L = a=(F).



Ponizej bedziemy zaktadaé, ze M jest monoidem skorniczonym.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego jezyka L C A* nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. L jest regqularny,

2. L jest rozpoznawalny przez homomorfizm w skoriczony monoid.

Dowod
(2 = 1) Jezeli L jest rozpoznawalny przez homomorifzm w skonczony monoid, to tworzymy automat o
stanach @Q = M i funkcji przejscia 6(q,a) = ¢ - f(a).

(1 = 2) Jezeli L jest regularny, to jest rozpoznawalny przez deterministyczny automat skoiiczony o sta-
nach Q. Rozpatrzmy zbior wszystkich funkeji Q9 wraz ze sktadaniem. Okreslamy homomorfizm f : A* — M
na literach wzorem f(a) = g gdzie g(q) = 6*(¢,a). (Ta konstrukcja dziata dla automatu niedeterministycz-
nego, jezeli rozpatrzy sie monoid relacji P(Q x Q) ze skltadaniem relacji.) O

1.2 Motywacja do algebraicznego podejscia

Automat pamieta tylko informacje o prefiksach stowa. Natomiast monoid musi pamietaé informacje o infik-
sach. Monoid przez to ma na ogél wiecej elementéw niz automat. Dobrze to widaé na jezyku L = A%aA* stow,
ktorych dziesiata litera to a. Mozna go rozpoznaé za pomoca automatu majacego ok. 10 stanéw, natomiast
monoid musi mie¢ ok. 2'° stanéw. Niekiedy ta dodatkowa struktura utatwia dowody indukcyjne. Dla stow
nieskoriczonych teoria algebraiczna daje alternatywny sposob determinizacji automatéw Biichiego (inny niz
drzewa Safry).

1.2.1 Podobienstwo z teorig grup

Poniewaz grupy sa monoidami, mozna zastanawia¢ si¢ nad zwiazkami teorii grup z teoria monoidow.

Twierdzenie 2 (Schiitzenberger, McNaughton, Papert). Dla jezyka L C A* nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

e L mozna opisaé w logice pierwszego rzedu (FO),

e L jest rozpoznawalny przez homomorfizm w monoid, ktory nie zawiera zZadnej nietrywialnej grupy jako
podmonoid,

e L jest rozpoznawalny przez automat bezlicznikowy,

e L mozna opisaé wyrazeniem regularnym, nie korzystajac z gwiazdki, ale byé moze — z dopelnienia.

1.2.2 Zastosowania

Przyklad. Powiedzmy, ze mamy dane dtugie stowo w i chcemy szybko sprawdzié¢ na maszynie réwnoleglej
czy nalezy ono do jezyka regularnego L. Automaty sa sekwencyjne — musimy czytaé¢ stowo w czasie O(n).
Korzystajac z monoidu, mozemy kazdemu procesorowi przydzieli¢ infiks, co daje algorytm dziatajacy w czasie
O(logn) na O(n) procesorach.

Korzystajac z omawianej teorii, mozna podaé¢ strukture danych, ktéra dla ustalonego jezyka regular-
nego L wezytuje w czasie O(n) stowo dlugosci n, a nastepnie w czasie O(1) odpowiada na pytanie, czy
AiGit1 ... Q5 € L. O



Rozdzial 2

Teoria (Greena

Spisali: Marcin Kotowski i Michal Kotowski

Na tym wykladzie zajmiemy sie teorig Greena, czyli ,nauka o spéjnych sktadowych monoidu”.

2.1 Relacje Greena
Definicja 3. Niech M — monoid i m,n € M.

e m jest prefiksem n, jesli mx = n dla pewnego x € M (oznaczenie: m >g n).
e m jest sufiksem n, jesli xm = n dla pewnego x € M (oznaczenie: m =, n).

e m jest infiksem n, jesli xmy = n dla pewnych x,y € M (oznaczenie: m =7 n).

Uwaga. Relacje m >r n mozna zapisa¢ inaczej jako n € mM, gdzie mM = {mz | x € M} nazywamy
prawym ideatem m w M. Jesli m > n, to nM C mM, co uzasadnia kierunek nieré6wnosci w przyjetej
notacji.

Fakt 3. Relacje >R, >, =7 sq zwrotne i przechodnie.

Uwaga. Powyzsze relacje nie musza by¢ antysymetryczne (nie s wiec porzadkami) — na przyktad w Zs
ze standardowa struktura dodawania mamy 0 >xg 111 > 0, ale 0 # 1.

Definicja 4. Wprowadzamy relacje: m ~r n wtedy i tylko wtedy, gdy m >r n i n >g m (analogicznie dla
>r, 27). Jest to relacja réwnowaznosci — jej klasy abstrakcji bedziemy nazywaé R-klasami (dla >, i 27
odpowiednio L-klasami i J-klasami)

Oznacza to, ze calty monoid M mozemy podzieli¢ na roztgczne ,spojne sktadowe”, w obrebie ktorych kazdy
element jest prefiksem (sufiksem, infiksem) kazdego innego. Teoria Greena polega na badaniu struktury takich
sktadowych (zdefiniowane powyzej relacje nazywa sie relacjami Greena).

Dalej dowodzimy wiekszosci faktow dla relacji >x, sformutowania dla >, sa analogiczne.

Fakt 4. Jeslim > n, to m 27 n (w szczegdlnosci kazda R-klasa jest zawarta w pewnej J-klasie).
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Uwaga. Jesli monoid M jest skoriczony, to istnieje w nim najmniejsza (w sensie relacji ~7)J-klasa
(nalezy do niej np. element ny----- ng, gdzie M = {ny,...,n}).
Jesli nie bedzie powiedziane inaczej, dalej bedziemy zakladaé, ze M jest monoidem skoriczonym.

Definicja 5. Element m € M nazywamy idempotentem, jesli m? = m.
Przyda nam sie dalej nastepujacy lemat:
Lemat 5. Istnieje i € N takie, ze dla kazdgo m € M element m® jest idempotentem.

Dowéd

Rozpatrzmy ciag elementéw m, m?, m
momencie ,zapetli¢” (rysunek) — oznacza to, ze istnieja takie a,b € N, ze wszystkie elementy m,m?,...,m
sg rozne, a dla dalszych elementéw zachodzi m’ = m* < j =k mod b

3. ... Poniewaz monoid M jest skoriczony, to ciag ten musi sie w ktoryms

a

Jesli m’ ma by¢ idempotentem, to wystarczy, aby zachodzito i > a oraz m! = m?, czyli i = 0 mod b.
Latwo zobaczy¢, ze i = |M|! spelnia te warunki, co koniczy dowod. O

Uwaga. Liczbe i z powyzszego lematu bedziemy oznaczaé¢ przez w, a potege elementu m, ktora jest
idempotentem, przez m*. Latwo jest zobaczyé, ze kazdy element ma dokladnie jedna taka potege, wiec
oznaczenie to jest jednoznaczne.

Lemat 6. W obrebie kazdej J -klasy poszczegdlne R-klasy sq niepordwnywalne (czyli jeslim ~g n im =g n,
to m ~g n).

Dowéod

Chcemy znalez¢ takie u € M, ze nu = m. Niech max = n i ynz = m dla pewnych z,y,z € M. Z réwnosci
tych wynika, ze ymxz = m. Mozemy w ten sposob dopisaé¢ z lewej y, a z prawej xz, w razy. Mamy wtedy
y“m(zz)* = m. Gdy dopiszemy po obu stronach z prawej (zz)* i skorzystamy z rownosci (z2)%% = (z2)%,
dostaniemy m = y“m(zz)¥ = y“m(zz)¥(xzz)* = m(xz)*. Zmieniwszy w réownosci m = m(xz)* sposob
nawiasowania, otrzymamy m = (mx)z(zz)*~! = nz(rz)*~! - przyjmujac u = z(xz)*~!, dostaniemy wiec
teze. O



Przyklad. Rozpatrzmy alfabet A = {a,b, ¢} oraz jezyk L = a{a,b}*a. Przyktadowy monoid rozpoznajacy
ten jezyk przedstawiony jest na rysunku:

L otebrb @

Mamy tutaj 7 elementéw i 4 J-klasy ustawione w tanicuch. Przeciecia R- i £-klas sa tu jednoelementowe,
w szczeg6lnosci sa réwnoliczne i niepuste — za chwile przekonamy sie, ze nie jest to przypadek i jest tak w
kazdym monoidzie. [

2.2 Struktura H-klas

Definicja 6. H-klasa nazywamy przeciecie R-klasy i L-klasy.

Twierdzenie 7. W jednej J -klasie wszystkie zawarte w niej H-klasy sq rownoliczne. H-klasy, ktore zawierajq
idempotent, sq grupams.

Dowéd
Dla dowolnego © € M okreslamy funkcje f ,: M — M, f ,(m) = ma i analogicznie funkcje f, .

Zalozmy, ze m ~ g n — wowczas istniejg takie z,y € M, ze n = xmy. Poniewaz m ~g my i my ~z xmy
(z poprzedniego lematu), to wida¢, ze przeciecie R-klasy [m|g 1 L£-klasy [n]. jest niepuste — mozemy dojs¢
z m do n, idac najpierw po R-klasie, a potem po L-klasie, m — my — xmy = n.

Dla ustalonych m,n, m ~7 n pokazemy bijekcje pomiedzy [m]r i [n]g. Niech z,y — jak wyzej,n = zmy.
Latwo widaé,ze n ~ 7 xm — istnieja bowiem takie z,v, ze m = znv, wigc xznv = xm. Stad [n]g = [zm]|r.

Pokazemy teraz, ze funkcja f, jest bijekcja pomiedzy R-klasami [m]g i [zm]r. Widaé, ze jest to funkcja
,na” — niech n/ € [xm]r,n’ = xmz. Wtedy f, (mz) = xmz = n’ oraz mz ~g m (bo xmz = n' ~7 xm ~z
m, zatem mz ~ 7 m). Aby pokazaé, ze jest to bijekcja, wskazemy funkcje odwrotng. Poniewaz xm ~, m, to
istnieje takie z € M, ze zzm = m. Wobec tego ztozenie funkcji f, o f, jest identycznoscia na [m|g, czyli
fz jest bijekcja. - B

fe jest tez bijekcja H-klas [m]y i [xm]x. Aby to udowodnié, trzeba pokazaé, ze dowolnego n € [m]x

mamy xn ~g xm. Mamy jednak n ~z xn im ~, xm, a z zalozenia n € [m], czyli w szezegdlnodei n ~p m,
skad wynika, ze istotnie xn ~, xm.

Pokazemy teraz, ze jesli H jest H-klasa zawierajaca idempotent e, to jest grupa. L.acznosé mnozenia w
H dziedziczy sie w lacznosci w M. H jest zamknieta na mnozenie — jesli m,n € H, to m = xein = ey dla
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pewnych z,y i zm = e,nv = e dla pewnych z,v, skad xzmnv = zzme = xee = ze = m, czyli mn ~5 m,
skad wynika mn ~x m. Analogicznie mn ~, n. Zatem mn € H. Jedynka w H jest idempotent e — poniewaz
m ~y e, to m = ex dla pewnego x, a zatem em = eex = exr = m i analogicznie dla mnozenia przez e z
prawej. Z faktu, ze m ~g e im ~, e, wynika, ze kazdy element m posiada lewy i prawy element odwrotny,
i latwo widaé, ze sa one sobie rowne. Lewe i prawe odwrotnoéci sa jednoznaczne, bo jesli max =e,my =e, a
zm =e, to x = ex = zmx = zmy = ey = y i tak samo dla prawej odwrotnosci.

O

Whiosek 8. Monoid, ktory ma tylko jedng H-klase, jest grupq.
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Rozdzial 3

Jezykl rozpoznawane przez monoidy
aperiodyczne

Spisali: Michat Bendowski i Katarzyna Krasnowska

3.1 Monoid syntaktyczny

Monoid syntaktyczny to algebraiczny odpowiednik automatu minimalnego. Rozwazmy nastepujaca relacje
~r na A*: w ~p w' wtw. gdy Vg yea-azwy € L & zw'y € L. Zauwazmy podobienistwo tej relacji do relacji
Myhilla-Nerode’a.

Przyktad. Rozwazmy jezyk L = (aa)* and alfabetem A = {a}. Mamy wtedy dwie klasy abstrakcji,
odpowiadajace stowom (aa)* i a(aa)*.

Zdefiniujmy dziatanie - w nastepujacy sposob: [w]r, - [v]r, = [w - v]r. Zauwazmy, ze tak okreslone dzialanie
jest dobrze zdefiniowane: niech [w']; = [w]r (czyli w ~1 w'). Wtedy z definicji mamy, ze dla dowolnego v
zachodzi wv ~ w'v.

7 powyzszego wynika, ze zbiér klas abstrakcji relacji ~; ma strukture monoidu. Monoid ten nazywamy
monoidem syntaktycznym.

Definicja 7. Monoid syntaktyczny jezyka L to zbior My, = {[w]L : w € A*}, wraz z dziataniem zdefiniowa-
nYm powyzej.

Od razu nasuwa si¢ idea odpowiedniego homomorfizmu ay, : A* — My, mianowicie ar(w) = [w]g. Taki
homomorfizm nazywamy homomorfizmem syntaktycznym.

na

Twierdzenie 9. Niech f: A* — M bedzie homomorfizmem rozpoznajgcym jezyk L C A*. Wowczas istnieje
doktadnie jeden homomorfizm ~: M =% My taki, ze dla kazdego w mamy v(B(w)) = ar(w).

A* M
N JV
M,

Whiosek 10. Jesli istnieje homomorfizm 3 : A* =% M, wéwczas monoid My, jest obrazem homomorficznym
M.
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7 powyzszego wniosku wynika, ze jesli M ma tyle samo elementow co My, to sa one izomorficzne — innymi
stowy My, jest ,najlepszy z dokladnoscia do izomorfizmu”. Monoid syntaktyczny istnieje dla kazdego jezyka.
Istnieje wiele wynikow postaci ,,Jezyk L ma wlasnosé X < My ma wtasnosé Y7, a dzisiejszy wyklad jest
poswiecony jednemu z nich. Zanim jednak do niego przejdziemy, zauwazmy, ze nie kazda wlasnos¢ X ma
odpowiadajaca jej wlasnosé Y, na przyktad:

Przyktad. Niech L = ), wtedy My ma tylko jeden element — zadne stowo nie nalezy do L. Niech K =
A*, wtedy My tez ma tylko jeden element — wszystkie stowa nalezg do K. Dla obu tych jezykéw monoid
syntaktyczny wyglada tak samo, réznia je zbiory akceptujace.

Na podstawie powyzszego przyktadu widaé¢ w szczegodlnosci, ze wlasno$é X musi by¢ zamknieta ze wzgledu
na negacje.

Przyktad. Niech A = {a}, L = aA*. Wtedy M = {{e},L}. Niech B = {a,b}, L' = b*aA* Wtedy
My, = {b*,L'}. Oba te jezyki maja taki sam monoid syntaktyczny.

Powyzszy przyklad pokazuje w szczeg6lnodci, ze nie mozna wskazaé wlasnosci Y monoidu odpowiadajacej
wlasnosci X nalezenia do klasy definite languages (sa to jezyki, dla ktorych istnieje liczba k € N taka, ze
przynaleznosé do jezyka zalezy wylacznie od k pierwszych liter stowa).

Ogodlnie rzecz biorac, zeby dla pewnej wtasnosci X istniata odpowiadajaca jej wlasnosé Y, wystarczy, aby
X byla zamknieta ze wzgledu na:
e Operacje boolowskie
e Przeciwobrazy homomorficzne
e Pewne rodzaje ilorazow (wiecej o tym po6zniej)

Spelnienie powyzszych warunkow jest wystarczajace, ale niekonieczne — wezmy np. Y = ,monoid syntak-
tyczny ma doktadnie 2 elementy”.

3.2 Monoid aperiodyczny

Lemat 11. Niech M — monoid skoriczony. Wdéwczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) M nie zawiera grupy nietrywialnej (czyli nie istnieje G C M, niekoniecznie zawierajgcy jednosé z M,
ktory z dziataniem w M i swojg jedno$ciq, tworzy grupe i |G| > 1),

(b) dla kazdego m € M istnieje liczba i € N taka, ze m* = m**1,
(¢) wszystkie H-klasy w M sq trywialne.

Takqg wltasnosé monoidu nazywamy aperiodycznosciq.

Dowéd
(a) = (b): Rozwazmy element monoidu m € M oraz jego kolejne potegi: m, m?, m3, ..., mk, ... . M
jest skonczony, zatem istnieja takie liczby 4,5 € N, ze m’ = mJ. Woéwczas elementy m?, mi*™!, ..., m/~1,

m? tworza grupe. Zgodnie z zalozeniem (a), grupa ta jest trywialna, zatem wszystkie te elementy sa sobie
réwne, w szczegdlnosci m? = mitl.

(b) = (¢): Wezmy dowolne m,n € M takie, ze m ~y n. Istnieja wowczas x,y € M takie, ze max = n
oraz yn = m. Zgodnie z zalozeniem (b) istnieje réwniez i € N takie, ze z° = x'*1. Mamy woéwczas: mz = n,

12



ymx = yn = m, ..., y'mz’ = m, y'ma'tt = n. Teraz wida¢, ze m = y'ma’ = y'mar't!t = n, zatem kazda
‘H-klasa w M jest trywialna.

(¢) = (a): Kazda grupa zawarta w M musi by¢ zawarta w pewnej H-klasie w M, zatem jest trywialna.
O

Uwaga. Zalozenie o skoriczonosci M jest istotne — prostym przyktadem monoidu nieskoriczonego, dla
ktorego lemat nie jest prawdziwy, jest M = N.

3.3 Aperiodycznos$é monoidu a wlasnosci jezyka

Teraz przedstawimy twierdzenie méwiace o wlasnosciach jezyka regularnego odpowiadajacych wlasnosci
aperiodycznosci monoidu syntaktycznego dla tego jezyka. W tym celu nalezy wprowadzi¢ kilka pojeé.

Wyrazenia bezgwiazdkowe (ang. star-free) jest to odmiana wyrazen regularnych, w ktorej nie wystepuje
operator domkniecia Kleene’ego (*), jest natomiast uzywane dopelnienie (w przeciwnym przypadku klasa
jezykow star-free bylaby ograniczona do jezykéow skonczonych). Dozwolone operacje to zatem +, - oraz —;
baza wyrazen sa jezyki postaci {a}, gdzie a to symbol nalezacy do alfabetu, oraz jezyk pusty.

Przyklad. Rozwazmy alfabet A = {a,b}. Wowczas jezyk A* mozna opisaé¢ wyrazeniem bezgwiazdkowym
=), natomiast jezyk b* — wyrazeniem —(=0a—0). Mamy réowniez A — B = —((=A)+B)i ANB = (A+B) —
(A—B)—(B—-A).

Logika pierwszego rzedu (FOL) réwniez moze stuzy¢ jako mechanizm opisywania jezykow. Postugujemy
sie w tym celu:
e kwantyfikacja po pozycjach w stowie,
e predykatami mowigcymi o wystepowaniu na danej pozycji okreslonej litery alfabetu,

e poréwnywaniem pozycji pod wzgledem kolejnosci wystepowania w stowie.
Przyklad. Jezyk A*ab* (A = {a,b}) mozna opisa¢ formuly Iz (a(z) A Vy(y > = = b(y))).

Moéwimy, ze automat skoniczony ma licznik, jezeli istnieje stowo w oraz ciag standéw automatu q1, qo, ...,
@n (n > 2) taki, Ze g1 ~> g2 ~> ... ~> gn ~> q1.

Mozemy teraz sformulowaé¢ nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 12. Dia jezyka L C A* nastepujgce warunki sq réwnowazne:
e Mj jest aperiodyczny,
e . mozna opisaé wyrazeniem bezqwiazdkowym,
e [ mozna opisaé zdaniem FOL,

e qutomat minimalny rozpoznajecy L nie ma licznika.

Dowod
Dowodzimy implikacji: My, jest aperiodyczny = L mozna opisa¢ wyrazeniem bezgwiazdkowym.
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W dowodzie uzywamy indukcji po J-klasach w My. Baza indukcyjnag bedzie [J-klasa zawierajaca 1 —
wrocimy do niej pod koniec dowodu.

Definicja 8. L, = {w € A* : ¢ (w) =m} dlam € M.
Mamy m € J C M, J — J-klasa.

Zalozenie indukcyjne Dla wszystkich z > m mamy wyrazenie bezgwiazdkowe, ktére bedziemy oznaczaé
L,, opisujace jezyk L,. Zakladamy ponadto, ze m ¢ 7 1.

Krok indukcyjny Chcemy napisa¢ L,,. Najpierw napiszemy wyrazenie K,,, ktore dziata dobrze, o ile
znajdujemy sie w J. Intuicyjnie, K,,, wykrywa pierwszy moment, w ktorym ,wpadamy” do J.

Km:( U anA*)ﬂ( U A*bLy) (3.1)

reM yeM

a€A beA
x> gm y>gm
z-¢p (a)~gm b (b)-y~pm

Fakt z poprzedniego wykladu Jesli z <g y oraz z ~7 y, to z ~g y.
Obserwacja
1) ¢r(w)=m=we K,

Znajdujemy najkrotszy v — prefiks w — taki, ze ¢r(v) ~5 m. Wiemy, ze ¢ (v) >r m. Z faktu wynika,
ze ¢ (v) ~gr m.

v#e€ (bo ¢r(e) =1), wiec v = v'a, gdzie ¢ (V') >7 m.
Symetrycznie postepujemy dla drugiego podwyrazenia.

(2) w e K, = mamy 2 mozliwosci: (1) ¢r(w) = m, albo (2) ¢r(w) <y m oraz dla pewnego v — prefiksu
w — zachodzi ¢ (v) ~g m.

o Jesli ¢p(w) 7 m, to ¢r(w) <7 m, bo prefiks pasujacy do L.a jest w J-klasie m.

o Jesli ¢r(w) ~5 m, to prefiks v pasujacy do L,a spelnia ¢p(v) ~g m, czyli ¢r(w) <g m, czyli

¢r(w) ~r m (z faktu). Analogicznie, ¢r,(w) ~z m, czyli ¢r(w) ~3¢ m, co znaczy, ze ¢r(w) = m (bo
M, jest aperiodyczny, czyli kazda H-klasa jest trywialna).
Chcemy “poprawié” wyrazenie K,,:
L, =K, - U K,aA* (3.2)
_quLZ,(\;;)j:j m
zEM,a€EA

Teraz musimy udowodni¢, ze L], = L,,, ktorego szukamy.
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Dowéod

e L, C L — proste.
Zalozmy, ze ¢ (w) = m. w € K, z obserwacji (1). Jesli va — pewien prefiks w taki, ze v € K,, to
mamy 2 przypadki:
— ¢r(v) =z, wtedy ¢r(va) <g m, czyli ¢p(w) <7 m
— ¢r(v) <g m, wtedy ¢r(w) <g m.
o L. CLy

Wezmy w € L], (czyli w € K,,). Jedli ¢p(w) # m, to mamy v — prefiks w taki, ze ¢(v) ~7 m.
WezZzmy najdtuzszy taki v.

Niech a — kolejna litera w po v (taka istnieje, bo zalozylismy, ze ¢r(w) <7 m — ¢r(va) <g m z
obserwacji (2), druga mozliwosc).
Bierzemy = = ¢, (v). Otrzymujemy sprzeczno$¢ — takie w nie mogtlo naleze¢ do L/,.

To koriczy dowod z wylaczeniem J-klasy zawierajacej 1. Ale J-klasa z 1 jest jednoelementowa:
Zaloézmy, ze xmy = 1:

(1) (mz)m(y)* =m = (mz)*m(y)*y = my
@) (@)“mlym)* =m = a(z)*m(ym)* = om
Czylim~yl=m=1

Teraz widaé, ze:

L= ( U a)* —A - | Anar (3.3)

a€A bEA
¢r(a)=1 ¢ (b)#1

15
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Rozdzial 4

Wyklad 4

Spisali: Michal Zak i Dariusz Leniowski

4.1 Logika, a jezyki regularne

Wprowadzmy nastepujace pojecia logiki:

Definicja 9. FO3(<) logika pierwszego rzedu, ktdrej formuly zawierajq nie wiecej niz trzy zmienne.
Przyklad. Formula 3x Jy>z Jz >y Jy>x. true opisuje jezyk {w € A*| 4 < |w|} O

Definicja 10 (LTL). Liniowa logika temporalna to logika, ktorej formutami sq relacje zeroargumentowe a
dla a € A oraz wyrazenia postaci ¢V ¥, ¢ AN, =¢p, X i oUW dla pewnych formut ¢ oraz 1.

Wartosé formuty w logice LTL zalezy od miejsca w ktorym formuta jest wyliczana. Prawdziwosé formuty
¢ w stowie w na pozycji x bedziemy oznaczaé przez w,x |= ¢. Znaczenie poszczegdlnych operatoréw okreslone
jest ponizej:

o w,x | a wtw. w stowie w na pozycji x stoi litera a,

e wx =V wtw wx = ¢ lubwx E P,

e wrlEPAY wtw. wr =@ i wax =Y,

e wx = ¢ wtw. nieprawda, zZe w,x = P,

e wr kX wtw. wx+1E ¢,

o wx = UV wiw. Jyzz (wy EY) AVz<y. z 2z = w,z | ¢.
Dodatkowo stosuje sie skroty

o wkE ¢ dlawl g,

e F¢ dla trueUg,

o Go dla ~F—¢,

e YR dla ~(—pU—phi).

Przyklad. Formula aUb jest spelniana, przez wszystkie stowa z jezyka a*bAx (i zadne inne). Jezyk a*b
wyznaczany jest natomiast przez formute aU(b A =X true). O
Mozemy teraz rozszerzy¢ twierdzenie 12 o kolejne réwnowazne stwierdzenia:

Twierdzenie 13. Nastepujgce warunki dla jezyka L C A* sq réwnowazne:
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e L mozna opisaé formutq FO(<),
e L mozna opisaé formutqg FO3(<),

e L. mozna opisaé formutqg LTL.

Dowéd

e [ mozna opisa¢ formuta FO3(<) = L mozna opisa¢ formula FO(<)
— oczywiste.

e L mozna opisa¢ formula LTL = L mozna opisa¢ formula FO3(<)
— takze dosé tatwo. Dowodzimy implementujac definicje LTL za pomoca formul F'O3(<) moc wyrazié
nastepna pozycje, co czynimy okreslajac y = x + 1
Jy>z. (—3z. 2 <z <y) Ao(y).

e L mozna opisa¢ formuta FO(<) = L mozna opisaé¢ formuta LTL
wystarczy pokazaé, ze kazda formulte FO(<) mozemy zapisa¢ uzywajac co najwyzej trzech zmiennych.
Czynimy to w nastepujacy sposob:

1. przepisujemy formute, az musimy uzyé¢ czwartej zmiennej;

2. zamiast nowej zmiennej mozemy uzy¢ jednej z juz uzytych, mozemy zatozyé¢, ze mamy ustalony
porzadek na wprowadzonych zmiennych — na przyktad dla x < y < z, jesli zachodzi potrzeba
wprowadzenia ¢ > z to rownie dobrze mozemy wprowadzi¢ x > z, a dla r takiego, ze x < r < y
moglibyémy kwantyfikowa¢ po nowym z, dla ktorego z < z < y; analogicznie w pozostalych
przypadkach.

e Crzesé FO(<) = LTL wynika z lematu 15 i twierdzenia 12.
O

Definicja 11. Niech f bedzie dowolng funkcjq czeSciowq f : A* — X, dla pewnego skoriczonego zbioru X .
Powiemy, zZe f nalezy do logiki LTL (f € LTL) jezeli dla kazdego mozliwego wyniku x € X istnieje formuta
¢ € LTL taka, ze dla kazdego stowa w € A* zachodzi w |= ¢, wtedy i tylko wtedy gdy f(w) = x.

Lemat 14. Niech M bedzie monoidem aperiodycznym i a € A bedzie dowolng literg alfabetu A. Wtedy
fa_ M — M jest surjektywna wtedy i tylko wtedy gdy jest identycznosciq.

Dowéd

Jezeli f jest surjekcja, to jest tez bijekcja, a wtedy ze skoriczonosci M wynika, ze kolejne iteracje f tworza
grupe symetryczna. Niech k bedzie rzedem tej grupy, wtedy f**1 = f i z aperiodycznosci M mamy k = 1.
O

Lemat 15. Niech o : A* — M, gdzie M jest monoidem aperiodycznym, wtedy kazdy jezyk rozpoznawany
przez a jest definiowalny w LTL.

Dowéd
Dowdd bedzie polegal na indukcji po rozmiarze monoidu i rozmiarze alfabetu ($cisle po parach (|M|,|A|) w
porzadku leksykograficznym).

Baza indukcji: [[nie bylo]]

Rozwazmy zbior liter A’, taki, ze Vb € A’ f, = id, wtedy dla A" = A zachodzi Vw € A* a(w) =11
oczywiscie teza lematu jest prawdziwa. W przeciwnym wypadku, istnieje litera a, dla ktorej na mocy lematu
14V¥m e M a(a)m € N C M. Oznaczmy B = A — {a}.

Zauwazmy, ze N jest polgrupa (polaczenie dwoch stow zaczynajacych sie na a rowniez zaczyna sie na
a). Niech N' oznacza monoid, taki, ze N! = N, jezeli N jest monoidem (zawiera element neutralny), lub
N' = N U1, gdzie 1’ bedzie sztucznie dodana jednoscia.

IN'| < |M], bo ... |[nie bylo||

Schemat dowodu a € LTL ma cztery kroki, bedziemy pokazywaé kolejno, ze do LTL kolejno naleza;
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1. a|p» — z zalozenia indukcyjnego,

alq,pr — 7 lematu 16, gdzie f = a|p, g = a|s 1 ¢ = X(a A = Xtrue).

al(gB=y~ lemat 77,

= W N

a|p=(ap+) = o — analogicznie do kroku drugiego.

M

®

LLT T fal [T TJal [T T af | oo L fal T Jaf [T 1]

O

Definicja 12. Niech, f,g: A* — M i f,g € LTL oraz ¢ - formuta LTL. Wtedy jesli i jest ostatniq pozycjq to
fopglaras...an) = flar...a;))g(ais1-..an)

Lemat 16. Niech f,g : A* — M nalezg do LTL. Niech ¢ € LTL bedzie pewng formutq. Wtedy f oy g tez
nalezy do LTL.

Dowéd
Niech m € M. Trzeba pokazaé, ze zbior stow L, = {w € A* : (f o4 g)(w) = m} nalezy do LTL. Niech ¢ i
1o beda pewnymi formutami Okreslmy:

przed(1,2) = {w € A* i ¢1,...,¢; |E 19, gdzie ¢ to pierwsza pozycja spelniajaca ¥

po(1,h9) = {w € A" : ¢iy1,. .., |E o, gdzie i to ostatnia pozycja spelniajaca 1

Funkcje te mozna skonstruowaé¢ za pomocy zaleznodci przed(v,c) = ¢ A Fi, przed(i,e A 3) =
przed(y1,092) A przed(is) 1 analogicznych dla sumy i negacji. [[co z X i U?||
Wtedy
Lm = \/ przed((b,f_l(ml) A p0(¢1g_1(m2)))

mi,maimimse=m

[[czy to wszystko?]]
O

Lemat 17. Niech C bedzie pewnym alfabetem i niech {¢.}cco bedzie rodzing wzajemnie wykluczajgcych sie
formut logiki LTL. Okreslmy f : Ax — Cx przez f(ay...an) =c1...cp, gdzie ¢; = ¢ jezeli a;...an = ¢ lub
¢; = € w przeciwnym wypadku.

Wtedy dla dowolnej g : C* — X nalezqcej do LTL ztozenie (f;g) : A* — X tez nalezy do LTL.

Dowéod

Zamiast pytac sie o litere, pytamy sie o wynik przetwornika, czyli wszytksie formuly w g typu a, gdzie g € C
zastepujemy przez formutly ktére sa rownowazne f daje wynik a na tej pozycji. Co jest definiowalne w LTL,
bo f € LTL. [[tutaj jeszcze cos]] O
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Lemat 18. Funkcja f : (aB*)* — Nx taka, Ze f(awjaws...awg) = alaw)a(aws). .. alawy) nalezy do
LTL.

Dowod
Oczywiste. O
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Rozdzial 5

Wyktad 5

Spisal: Adam Witkowski

Poznalismy juz algebraiczna charakteryzacje monoidéw aperiodycznych, czyli ‘H-trywialnych. Kontynu-
ujac badania monoidéw skonczonych, chcemy poznaé¢ réwniez charakteryzacje monoidéow X-trywialnych dla
roznych relacji X. Przypomnijmy, ze

Definicja 13. Monoidem X-trywialnym dla X = R, L, J, H nazywamy monoid w ktorym klasy abstrakcji
relacji X sq jednoelementowe.

Nasz aktualny stan wiedzy na temat tych klas monoidéw podsumowuje ponizszy diagram:

Monoidy H-trywialne = FO, LTL
Ul

Monoidy L-trywialne = 7
Ul

Monoidy J-trywialne = 7

5.1 Hierarchia logiczna pierwszego rzedu

Poniewaz chcemy opisaé¢ za pomoca logiki coraz mniejsze (w sensie zawierania) klasy monoidéw, bedziemy
potrzebowali logik stabszych od logiki pierwszego rzedu. Kazda formuta FO jest rownowazna formule w
postaci preneksowej normalnej:

¢ =TV FY(xy, -, xp)

gdzie 1 nie zawiera kwantyfikatoréw, a 3* oznacza pewna skoriczona ilos¢ kwantyfikatorow egzystencjalnych.
Naturalnym rozwiazaniem jest ograniczenie liczby alternacji pomiedzy kwantyfikatorami Vi 3. W ten sposéb
otrzymujemy hierarchie logiczna pierwszego rzedu:

Definicja 14. Hierarchiq logiczng pierwszego rzedu nazywamy klasy formut I, X, A, i Bool(X,,), gdzie

e X to zbidr formut FO postaci Iz - - - Jxnd(xy, - -+ ,x,) gdzie ¢ nie zawiera kwantyfikatorow.

IT; to zbior formut FO postaci Vxy -+ -Vr,d(x1, - ,x,) gdzie ¢ nie zawiera kwantyfikatoréw.
Y.={3%Y |vell,1 },n>1

I, ={V%¢ |YveX,_1},n>1

o A, =1I,N%,.

Bool(3,) = Bool(11,,) to boole’owskie kombinacje formut z ¥,,.
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Bardzo latwo mozna przekonaé sie, jakie jezyki nalezg do X1, zachodzi bowiem nastepujacy fakt:

Fakt 19. Niech L C A*. Zachodzi
L e¥; < L zamknicty na dodawanie liter. (5.1)

Dowéd
= Oczywiste.
<« Niech L zamknigty na dodawanie liter. Rozpatrzmy czesciowy porzadek na A* <, zdefiniowany nastepu-
jaco:
w <p U <= w jest podciagiem v

Latwo sprawdzi¢, ze rzeczywiscie jest to czeSciowy porzadek. Podstawowa wlasnoscia <, jest lemat Higmana:
Lemat 20 (Higmana). Niech X C A* antytaricuch wzgledem <,,. X jest skoriczony.

Na mocy lematu Higmana, zbiér min(L) = {w € L|-3v € Lv <, w} jest skoriczony. Oczywiscie,
w e L < Jvemin(L) v <, w. Skoro tak, to L € ¥ - odpowiednia formula to:

oL = \/ Elxl---EIx|v‘(/\xi<xj)A(/\xi:v(i))

vemin(L) i<j

Analogicznie, I1; to jezyki zamkniete na usuwanie liter. Latwo wida¢, ze A; to jezyki zamkniete jedno-
czesnie na dodawanie i usuwanie liter. Sg tylko 2 takie jezyki: A* i ().

Krok wyzej w hierarchii znajduje sie Bool(X1) czyli boole’owskie kombinacje formut ;. Oczywiscie to
ta sama klasa co Bool(Ily). Zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 21. Niech L C A* jezyk reqularny. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:
o My jest J-trywialny.
e L jest definiowalny za pomocq formuty Bool(%1).

Twierdzenie to podajemy bez dowodu.

Kolejna klasa w hierarchii jest As. Okazuje sie, ze Ay = FO3(<), czyli logika pierwszego rzedu z 2
zmiennymi. Do tej pory odkryto algebraiczne charakteryzacje ¥o i Ilo, problemem otwartym pozostaje
charakteryzacja Bool(¥s), jak 1 wszystkich klas znajdujacych sie wyzej w hierarchii (oczywiscie ponizej FO).
Okazuje sie, ze monoidy L-trywialne nie sa rownowazne zadnej klasie naszej hierarchii. Do ich charakteryzacji
trzeba wykorzystaé logike temporalng.

Ponizej diagram obrazujacy zawieranie klas logicznych az do Bool(%s):
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Bool(X5)

Rysunek 5.1: Hierarchia logiczna pierwszego rzedu

5.2 Monoidy L-trywialne

Chcemy zcharakteryzowaé¢ monoidy L-trywialne. W tym celu musimy lepiej zrozumieé, co to znaczy, ze
monoid jest L-trywialny. Postuzy nam do tego nastepujacy lemat:

Lemat 22. Skoriczony monoid M jest L-trywialny <, Va,y € M zachodzi (zy)¥ = y(zy)*

Dowéd
Dla dowodu = zauwazmy, ze (zy)* ~. y(zy)¥. Zaleznosé y(zy)* <, (zy)¥ jest oczywista, a poniewaz
xy(zy)® = (xy)*, to rowniez (zy)¥ <c y(ay)®. Skoro L-klasy sa trywialne, to (zy)* ~, y(zy)¥ implikuje

(zy)” = y(zy)”.
Dla dowodu < potrzebny bedzie nastepujacy fakt:

Fakt 23. Vmnmn e M dzyy
m~en <= m=(zy)“m
n = y(zy)“m

Dowod (Faktu)
Implikacja w lewo jest oczywista, dla wykazania implikacji w prawo wystarczy zavwazyé, Ze istniejq x,y

n=ym m=an
m= (zy)m=--- = (zy)“m

n =ym = y(zy)“m

Niech m ~, n. Z faktu 23 i zalozenia, wiemy ze:

m = (zy)*m = y(zy)*m =n
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5.3 Logika LTL(F)

Zdefiniujemy teraz logike, ktora wykorzystamy do charakteryzacji monoidéw L-trywialnych. Logika, ktora
nas interesuje to wlasciwy podzbior LTL - z operatoréw temporalnych mozna korzysta¢ tylko z F (Finally).

Definicja 15. Formutq LTL(F) nazywamy kazdg formule zdefiniowang zgodnie z ponizszymi requlami:
pu=alac A) | g1 Voo | =1 | Foy (5.2)

gdzie ¢1, ¢2 sq formutami LTL(F).
Semantyka LTL(F) jest nastepujgca:

e w = a gdy a jest pierwszq literg w
o w = F¢ gdy istnieje v bedgce wltasciwym sufiksem w t. ze v = ¢
Semantyka operacji logicznych jest standardowa.

Na przyktad, abb # Fa, ale baa E Fa. Zdefiniujmy jeszcze pomocniczy operator F*¢ := ¢V F¢p. wE F*¢
jesli istnieje v bedace sufiksem w takie, ze v F ¢. Poniewaz w LTL(F) nie ma operatora X, operator F™* jest
istotnie stabszy od F'.

5.4 Logiczna charakteryzacja monoidéw L-trywialnych

Niestety, LTL(F) nie do korica odpowiada naszym potrzebom: aby sie o tym przekonaé¢ wystarczy rozpatrzyé
jezyk L = {aA*}. My = {e,aA*,bA*} i aA* ~, bA*, wiec M|, nie jest L-trywialny. Okazuje sie, ze aby uzy-
skaé¢ dokladna charakteryzacje monoidéw L-trywialnych, trzeba ograniczy¢ sie do boole’owskich kombinacji
formul postaci F*¢, gdzie ¢ jest formulg LTL(F). Gléwne twierdzenie tego wyktadu jest zatem nastepujace:

Twierdzenie 24 (Logiczna charakteryzacja monoidow L-trywialnych). Niech L C A* jezyk regularny. Na-
stepujgce warunki sq rownowazne:

1. My, jest L-trywialny.
2. L jest definiowalny poprzez boole’owskq kombinacje formut postaci F*¢*, gdzie ¢ € LTL(F).
Zanim udowodnimy powyzsze twierdzenie, potrzebny bedzie nam nastepujacy lemat:

Lemat 25. Niech ¢ € LTL(F).

In e NVe,yuv € A" wu(zy)"vE F*'¢ < uy(zy)"vE F ¢ (5.3)
Dowéd
=
Prosta indukcja po rozmiarze formuty.
~=

Rowniez indukcja po rozmiarze ¢. n to wlasnie rozmiar formuty. O

Mozemy przejsé do dowodu gltéwnego twierdzenia.
Dowod (Twierdzenia 24)
1 = 2 Dziala standardowy logiczny argument.
1 < 2 Przyjrzyjmy sie warunkowi L£-trywialnosci monoidu M z lematu 23 :

Vay € M(xy)” = y(oy)”
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Rownowaznie:

IneNVzye M (zy)" = y(zy)"
dn e NVa,y € A* (zy)" ~p y(ay)”
In € NVuv,ay € A'u(zy)"v € L < uy(zy)"veL
Skoro tak, to z lematu 25 wynika teza. O

Mozna tez podac algebraiczng charakteryzacje LTL(F)

Twierdzenie 26 (algebraiczna charakteryzacja LTL(F)). Niech L C A* jezyk regularny. Nastepujgce wa-
runki s¢ rownowazne:

o W My, spetnione jest réwnanie z(xy)* = zy(zy)¥, gdzie z jest obrazem stowa niepustego przy ar,
o L jest definiowalny poprzez formute LTL(F).

Dowdod tego twierdzenia pomijamy. Warto zauwazy¢, ze algebraiczny warunek z twierdzenia 26 jest na-
tozony na monoid syntaktyczny wraz z homomorfizmem. Jest to pierwszy przyklad sytuacji w ktorej sam
monoid syntaktyczny nie wystarcza do okreslenia, czy badany jezyk ma pewna wlasnosé (w tym wypadku -
definiowalno$¢ za pomoca LTL(F)).

Mozemy teraz uzupeié¢ diagram klasyfikacji monoidéw H, £ i J-trywialnych:

H-trywialne = FO, LTL (5.4)
Ul

L-trywialne = Bool(F*LTL(F)) (5.5)
Ul

J-trywialne = Bool(%;) (5.6)
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Rozdzial 6

Wyklad 6

Spisali: Michal Jastrzebski i Bartosz Lewinski

g?l(if ’fego wykladu jest pokazanie, ze dla slow nieskonczonych zachodzi nastepujaca rownosc
Bool(DBA) = NBA (6.1)
Gdzie
DBA = Deterministyczny automat z warunkiem Buchiego
NBA = Niedeterministyczny automat w warunkiem Buchiego

Konieczna bedzie nam nastepujaca

Definicja 16. Automnatem z warunkiem Buchiego (dla slow nieskonczonych) nazywamy automat o takiej
samej skladni jak klasyczne automaty. Inny jest jedyne warunek akceptacyi.

Pounemy, ze automat akceptuje dane slowo nieskonczone jezeli istnieje taki bieg mu odpowiadajacy w ktorym
pewien stan koncowy pojawia sie nieskonczenie wiele razy.

Przejdzmy do glownego twierdzenia wykladu.
Twierdzenie 27. Dla slow nieskonczonych zachodzi Bool(DBA) = NBA
Dowod

Pokazmy najpierw prostsze zawieranie: NBA D Bool(DBA) - majac dana kombinacje boolowska jezykow
rozpoznawanych DBA, zasymulujemy jej wykonywanie jednym automatem niedeterministycznym. Pokazemy,
jak symulowac kazdy spojnik, co w sumie da nam dowolne wyrazenie:

Oczywiscie pojedynczy automat DBA mozna doskonale symulowac automatem niedeterministycznym.

By zasymulowac dopelnienie jezyka, automat niedeterministyczny zgaduje miejsce, od ktorego nie ma juz
stanu akceptujacego. (tzn. od pewnego miejsca przechodzimy do drugiej kopii automatu, w ktorej wyciete
sa stany, ktore byly poprzednio akceptujace, a wszystkie pozostale zaznaczamy jako akceptujace)

By zasymulowac alternatywe, wystarczy zgadnac do ktorego skladnika alternatywy nalezy badane slowo.
By zasymulowac koniunkcje, rownolegle idziemy po dwoch automatach, ale akceptujemy naprzemiennie - to
znaczy za pierwszym razem akceptujemy dopiero jak pierwszy automat zaakceptuje, potem czekamy az drugi
automat zaakceptuje, i tak dalej, naprzemiennie.

Skupimy sie teraz na pokazaniu zaleznosci NBA C Bool(DBA) - to znaczy w jaki sposob automat nie-

deterministyczny zasymulowac boolowska kombinacja automatow deterministycznych. Rozwazmy automat
NBA o stanach Q. Wezmy dowolne slow nieskonczone w i przyporzadkujmy mu zbior trojek postaci

a(w) ={(p,i,9)lp € Q,q € Q,i € {0,1}}
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takich, ze istnieje bieg po slowie w od stanu p do stanu q przechodzacy przez stan akceptujacy dla ¢ = 1,
badz tez nie (dla i = 0). W ten sposob otrzymujemy przeksztalcenie

a: A" — PHQ x {01} x Q})

Zauwazmy, ze zbior w ktory prowadzi « jest monoidem (oznaczmy do M). Istotnie, mozemy dla m,n C M
mozemy okreslic dzialanie

m - n = {(p,i,q) dla ktorych istnieja(p,j,r) € m, (r,k,q) € n,i = max(j,k)}

. Dzialanie to zadaje strukture monoidu z jedynka rowna {(p,0,p)|p € @Q}. Nasze a staje sie wowczas
homomorfizmem. Wprowadzmy teraz nastepujaca definicje:

Definicja 17. J-klasa J jest ogonowa J-klasa dla slowa w € A jezeli istnieje podzial w = wowiws -+ - t.ze
dla kazdych 1 <i < j zachodzi a(w; - - - w;) € J

Lemat 28. Kazde slowo nieskonczone posiada dokladnie jedna [J-klase ogonowa.

Dowod
O

Lemat 29. Dla kazdej J-klasy J zachodzi Ly = {w € A>|Jogonowe dla w} € Bool(DBA).

Dowod
Wprowadzmy oznaczenie K; = {w € A* t.ze J wystepuje nieskonczenie czesto }. Wowczas widzimy, ze

L;=K;n ﬂ -Kg
—~K<J

. Mamy natomiast K; € DBA poniewaz mozemy skonstruowac automat stwierdzajacy czy dana J-klasa
wystepuje nieskonczenie czesto. O

Wezmy zatem w € A o J -klasie ogonowej J. Daje to nam rozbicie w jako mymoms--- (przy czym
jako my rozumiemy my, = a(wy)). Rozwazamy infiksy i zauwazamy, ze

o L-klasa m;---m; jest taka sama jak L-klasa m;
e R-klasa m; ---m,; jest taka sama jak R-klasa m;

Zatem H-klasa infiksu jest wyznaczona jednoznacznie przez poczatek i koniec. Nastepnie z kazdym miejscem
1 w naszym podziale mozemy skojarzyc

profil(i) = (mg;, mit1, momy - - -m;)

Pewien profil wystepuje zatem nieskonczenie czesto - oznaczmy go przez (x,y, z). Zauwazmy tez, ze infiksy
pomiedzy wystapieniami tego samego profilu naleza do tej samej H-klasy. Udowodnimy teraz nastepujacy:

Lemat 30. Niech J bedzie J-klasa ogonowa slowa nieskonczonego w. Zalozmy, ze profil (x,y, z) wystepuje
nieskonczenie czesto. Wowczas

e Niech H bedzie H-klasa do ktorej naleza infiksy pomiedzy wystapieniami profilu. Wowczas H zawiera
idempotent e (wynika z tego, ze H jest grupa)

o Istenieje podzial slowa w = vov1ve -+ t.ze a(vg) = z oraz a(v;) = e dlai > 1
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Dowéod
O

Widzimy teraz, zdajac sobie sprawe z istnienia takiego podzialu, ze jezeli dla pewnego p € @,i € {0,1} i
stanu startowego go mamy (qo,%,p) € z oraz (p,1,p) € e to akceptujemy slowo w poniewaz generuje to nam
bieg akceptujacy. Co wiecej, jest to warunek konieczny.

Wystarczy nam zatem skonstruowac automat sprawdzajacy czy dany profil wystepuje nieskonczenie cze-
sto. Zauwazmy, ze konstrukcje mozemy przeprowadzac przy znanej J-klasie ogonowej J - poniewaz jak
wiemy z lematu L; € Bool(DBA). Konstrukcje przeprowadzamy odcinajac kolejne przefiksy w, czekajac w
odcieciem az prefiks nie bedzie prostszy niz J. Od pewnego momentu nasze przefiksy beda wpadac wciaz do
J-klasy J. Konstrukcja taka wyznaczy nam rowniez dekompozycje w.

O
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