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Przypomnienie

Na poprzednim wykladzie omawiane byty

Zbiory i funkcje wypukte.

Subgradient i subrézniczka.

Problemy optymalizacji wypukte;j.

o Rzutowanie na zbiory wypukle oraz operator prox

Spadek po gradiencie



Algorytmy

Metody iteracyjne rozwiazuja problem optymalizacyjny
konstrujac iteracyjnie ciag {xx}32, tak dlugo az problem
optymalizacyjny zostanie rozwigzany z ustalong doktadnoécia
(np. algorytm Newtona - Rhapsona).
Ztozonos¢ obliczeniowa takich metod jest wypadkowa dwdch
czynnikow:

@ Zlozono$ci obliczeniowej jednej iteracji

o Ilosci iteracji potrzebnych do uzyskania e-doktadnego

rozwiazania.

Skupimy sie na omawianiu metod dla ktérych koszt pojedynczej
iteracji jest liniowy (lub niewiele wigkszy niz liniowy) ze
wzgledu na wymiar.



Spadek gradientowy

Problem:

arg min f(x),
x€Rn

f -wypukla, klasy C'.
Algorytm:
Xg = Xp—1 — Yk VE(xK-1)

o Jakie dlugosci krokéw wybraé? (stale, malejace)

e Czy i jak szybko zbiega ten algorytm?



Silna wypuktosé

Definicja

Funkcje f klasy C! nazywamy m-silnie wypukta, dla m > 0
wtedy i tylko wtedy gdy

£(y) > £() + (VEG),y =) + 5 | — v

Uwagi:

o Réwnowaznie silng wypuklosé mozna zdefiniowaé przez
1
f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y) — §mt(1 —t)|Ix —y|?

o f jest m silnie wypukla wtedy i tylko wtedy gdy
f(x) — 2|x[|? jest wypukla.

o Gdy m = 0 silna wypukloéé oznacza zwyczajna wypuktosé.



L-gtadkosé

Definicja
Funkcje f nazywamy L-gladka jezeli jej gradient VT jest
Lipshitzowski ze stata L:

IVE(x) = VE(y)Il < Lix -yl

Stwierdzenie
Jezeli f jest L-gtadka to dla dowolnego x,y zachodzi

f(y) < 1) + (VEG),y =) + Ly —xI”



Monotonicznosc spadku gradientowego

X = Xk—1 — Yk VE(Xk—1)

Lemat (o monotonicznosci)
Jesli nieréwno$é (1) jest spelniona dla y = xi x = x_1 oraz
L=21to
e
f(xx) < f(xK—1)



Zbieznos¢ spadku po gradiencie

TWIERDZENIE

Jedli f jest wypukla , L-gladka i osigga minimum w x* oraz dla

pewnego a > 0 zachodzi al.—! < 7y oraz spelnione sa zalozenia

Lematu (1) to dla dowolnego k

L[xo — x*||?
f —f(x") < ——
() — (") < =22
Ponadto jesli f jest m-silnie wypukta to

k
ma
=1 < (1= ) o =



Dowdd 1

Lemat

Jedli f jest m-silnie wypukta, spelnione sg zalozenia lematu o
monotonicznoéci, oraz dla pewnego a > 0 zachodzi aL. ™! < 7 to
dla dowolnego k i dowolnego y

ma

2(t0) = 1)) < (1= 5 ) s = 1P = fp =

Dowdéd twierdzenia
Niech x* punkt w ktérym f osiaga minimum wtedy
f(xx) — f(x*) > 0 1 z lematu otrzymujemy

ma
0 < (1 - L) ”kal - y”2 - HXk - YH2

Czyli

ma
=1 < (1= ) s =2



Dowdd 11

Iterujac ta nieréwnosc otrzymujemy 2 czes¢ twierdzenia.

7 lematu otrzymujemy
29i(f(a) = £(x7)) < izt =% = [l — x")1?

Sumujemy nieréwnosci od i =1 do k
k
> 23(f(x) — £(x7)) < Jlxo — x| — flxic — x|
i=1

Z monotonicznosci f(x;) oraz z v > aL.~! otrzymujemy

2ak N N .
= (EGa) = £(x7)) < [lxo —x I =[x — x*1?



Dowdd lematu 1

Z nieréwnosci (1) mamy dla L = ,Yik

L
f(Xk) < f(Xk_l) + <Vf(Xk_1),Xk — Xk_1> + EHXk - Xk_1||2

1 L
= f(xx-1) — — %k — x| + =[xk — X1 )?
Yk 2

1 L’yk) 9
— () — — (1 - 2k X
(xk-1) ’7k< 5 [[xk — Xk—1]]

1
= f(xk-1) — ﬂHXk — xp1?

7 wypuklosci

m
f(y) > f(xi-1) +(VE(xx), y — x-1) + 5||Xk—1 —y|?

1 m
= f(xp-1) — —(Xk — X1, ¥ — Xk—1) + = |[xe—1 — ¥
Vi 2



Dowdd lematu 11

Mnozac nieréwnosci przez 27y i odejmujgc stronami otrzymujemy.

2 2
27 (f(x) — £(¥)) < 2(xx — xk—1,¥ — Xk—1) — lIxk = X1 1" — vemllxx—1 — ¥l
2 2 2
=1 —my)llxk—1 = ylI" — lIxk—1 = yII" + 20 — X1,y — xk—1) — lIxx — x—1]|
2 2
=1 —my)llxk—1 —yII" = lIxk—1 =y = (xk—1 — =)l

2 2
=1 — my)llxk—1 —ylI" = lIxc — vl



Jak wybrac¢ i

e Optymalne jest wybraé ¢ = L, jednak obliczenie L (dobre
oszacowanie) moze, by¢ truden lub niemozliwe.

e 7 dowodu wynika, ze jesli vx — 0 oraz ) -,k = 00 to tez
otrzymamy zbiezno$é¢ ale w tempie zaleznym od tempa
zbieznosci .

o Innym rozwiagzaniem jest backtracking. Ustalamy ~p i
wybieramy 0 < 1 < 1 I wykonujemy algorytm

Q % =Yk-1
Q xx = xk-1 — N VE(xk-1)
Q@ Jesli

1
fxi) < f(xu—1) + (VE(xK-1), X6 — X—1) + RHXk — Xg—1?

to k — k 4+ 1. W przeciwnym przypadku v, = ny i
wracamy do kroku 2.



Przyspieszenie Nesterova

Mozna pokazaé, ze optymalne tempo zbieznosci algorytmdow
pierwszego rzedu (opartych na gradiencie) jest O(1/k?). Spadek
po gradiencie zbiega w tempie O(1/k). Czy mozna go poprawic¢?
Nesterov 1983

Niech f wypukta
arg min f(x)
@ yo=x0,to =0
9 xx = yk—1 — % VE(yk-1)

ot T4y /14482,
k = —F

7
Q yi = xp + 2= — 1(Xk—Xk 1)



Przyspieszenie Nesterowa

TWIERDZENIE

Niech f wypukta, L-gtadka oraz osiaga minimum w x*. Jesli
=7 <L to

oy < 2lxo —x*|

f(xx) — f(x*) < T



Dowdd 1

Tak jak w poprzednim dowodzie z wypuktosci i L-gltadkosci
f(xxk) < f(yk-1) — *||Xk —yial?
1
f(z) > f(yx-1) — ;(Xk —~ Yk—1,% — ¥k—1)
Odejmujac stronami uzyskujemy
f(x) — £(2) < o | I+ ¢ )
Xk) —H1Z) < =57 lIXk — Yk-1 —{Xk = Yk—1,%Z — Yk—1
2y ¥
Uzywamy tej nierownosci z z = x_1 1 z = x*
1
fxx) — f(xx-1) < —*HXk — ye— |+ 7<Xk — Yk—1,Xk—1 =~ Yk-1)

* 1 *
f(xi) — £(x*) < _%ka — v P+ ;<Xk — Vk—1,X" — Yk—1)



Dowdd 11

Mnozymy pierwszg nieréwnosc przez ty_1 — 1 i dodajemy do
drugiej

b1 (F(xic) — £(x *)) = (te1 = D(EGac1) — £(x7)) <
tk N
—71HX1< Vie1lP+= (Xk—}’k—h (tk—1—1)xX—1 —t1yK—1+x")
Oznaczmy przez Ay = f(xx) — f(x*) i pomndzmy nier6wmosé
przez ty_1 (‘512(_2 = t12(_1 —tr_1)
—1

te 1Ak — ti_pAk_1 < <35 [H(Xk — yk—1)tk—1]]?

+ 2t (Xk — Yk—1, tke1yk—1 — (tk—1 — 1)xx—1 — Xﬂ



Dowdd 111

Po przeksztalceniu

—1
tl%—lAk - t12<—2Ak—1 < Z

[[Fctic 1= (1 =131 =" |2 [t 1y 1 = (b1 = 11—

Dodatkowo

tp_1—1
Yk:Xk‘Fik(

tryk = tixk + (tk—1 — 1)(xx — Xk—1)

tryk — (b — 1)xx = ti—1xx — (tk—1 — 1)xx—1

Xk — Xk—1)

Oznaczajac przez ux = tx_1xk — (tk—1 — 1)xx—1 — x*
Stad

1
oA = RopBier < g (Il = )



Dowdd IV

Sumujac nieré6wnosé¢ od i = 2 do k otrzymujemy

1
ti_1 Ak <

1
= 2 2 - 2
3 (> = ) < 5 s

Gdzie
u; = toxkx — (to — 1)xo — x* =x9 — x*

Oraz dla k > 2 (Indukcja)

tk—1 =2

Do |



Backtracking
Q@ yo=x0,t0=0,7%1i0<n<1

Q M =1
Q xx = yk—1 — % VE(yk-1)
Q Jesli

1
f(xi) < f(yx—1) + (VE(yk—1), Xk — yx—1) + HHXk —yi1?

to krok 5. W przeciwnym przypadku vk = nyk 1 wracamy
do kroku 3.

ot 14+ /1+4t2
k= — 5

2
tr_1—1
Q yk =xx+ “5—(Xk — Xk-1)

TWIERDZENIE

Niech f wypukta, L-gtadka oraz osiaga minimum w x*. Jesli v
jak powyzej to

2L|xg — x*||?
< o=

fa) — ) < 0



Rzutowany spadek gradientowy

Modyfikacja spadku gradientowego do optymalizacji na
podzbiorach wypuktych:

xk = Pw(xk—1 — " VE(xk-1))

Analiza analogiczna do normalnego spadku gradientowego:
dowodzimy lematu gltéwnego a nastepnie wnioskujemy tempo
zbieznosci w taki sam sposéb jak dla normalnego spadku
gradientowego.



Rzutowany spadek gradientowy

Nasladujac dowo6d lematu dla spadku gradientowego,
otrzymujemy dla dowolnych xx_1,y € W:

ma

2(t600) = 1)) < (1= ) s = 1P = i = 51°

gdzie zx = xx_1 — Y VI(xk—1) oraz xx = Pw(zk). Nastepnie
uzywamy faktu, ze dla dowolnego y € W zachodzi:

Pw(x) = yll2 < |lx = yll2



Metoda subgradientowa

Metoda polega na zastapieniu w spadku subgradientowym
gradientu subgradientem.

o Prosta metoda ktérg mozna stosowaé¢ do ogdlniejszej klasy
probleméw.
@ Nie ma wtasnosci spadku

o Wolniejsze tempo zbieznosci



Metoda subgradientowa

Xk = Xk—1 — Vk8k—1, 8k—1 € Of(xx_1)



Analiza metody subgradientowe;j

Podobnie jak dla spadku gradientowego, mamy fundamentalny
lemat:

Lemat
Dla dowolnego k > 0 oraz dowolnych xx_1,y € W mamy:

2mc(f(xk—1) — £(3)) < |lxr—1 = ¥115 — |1k = v115 + il lgx—1113
Dowdd.

k1 = y115 = [k = ¥115 + e llgk—1113 = 2mex_ 1 (xk—1 — )
> 2 (f(xk—1) — £(y))

O



Analiza metody subgradientowe;j

7 powyzszego lematu, tatwo wywnioskowaé nastepujace
wlasnosci. Zalézmy ze f jest G-Lipshitzowska, oraz
%o = x*[| < R. Oznaczamy x¥ = (£Ng! k) (N ).
Woéwcezas:
o Dla =7
lim f(x)) < f(x*) + G2y

k—o0

o Jesli . — 0,572 < o0 oraz 3k = oo to
klim f(xN) = f(x*)

o Jedli Yk = GL\/E

f(x) — f(x") <

=l



Rzutowana metoda subgradientowa

Dowodzimy lematu dla wersji z rzutowaniem. Jesli oznaczymy
Zx = Xk—1 — YkEk—1 oraz xx = P(zx), to mamy:

27 (a1 — £(y)) < It — I3 — Mz — 113 + il g1 113

i korzystamy z faktu ze ||P(x) — y||2 < ||x — y||]2 dla dowolnego x
oraz y € W. Dalej analiza analogicznie.



LASSO

Model liniowy:
Y=XG+¢

Metoda najmniejszych kwadratéw:

argmin ||Y — X2
B
LASSO:

p
argﬁmin{HY —XBIIP+ A6}
i=1

Jak obliczy¢ rozwiazanie LASSO?



Proximal gradient

Problem:
arg min{f(x) + g(x)}

o f wypukla i gltadka
e g wypukla
Algorytm
X1 = Prox,, o (xic — N VE(xi))
Stad
X1 € Xk — Yk VE(xK) — %0g(xk41)



Wtasnosci proximal gradient

Jedli f jest L-gtadka oraz v < L™! to
1
f(x)+8(x) < f(Y)+Vf(y)T(X—Y)+gHy—XHerg(X) = Qy(xy)
Przeksztalacajac
= f(y) — 2| V()2 L x = (v = yVEE)I2
Qy(xy) = £(y) = SIVEW)™ +8(x) + 2A/IIX (y = VEE)I

Czyli
prox,, o(xx — " Vi(xx)) = arg;nin Q. (%, x1)

Zatem

f(xi) + g(xx) = Qqy (i, xx) > arg min Qy (%, xx)

= Qq (X141, %K) > f(xu41) + 8(Xx41)



Zbieznos¢ proximal gradient
Oznaczmy przez F =f+ g

Lemat

Jedli f jest wypukla i L-gladka, g jest wypukla oraz v, < L™! to
dla dowolnego y

2% (F(xi) — F(¥)) < [[xe—1 — y|I* = [lxx — v

Dowdd:
Niech v € dg(xx) takie, ze

Xk = Xk—1 — Yk VE(XK—1) — v
Mamy trzy nieréwnosci
1
F(Xk) < g(xk) + f(kal) + Vf(kal)T(Xk — kal) + 7||Xk — Xk,1||2

2%
f(y) > f(x1) + VEGa1) ' (y = x1c1)
g(y) = g(a) + v (y —xx)



Dowdd lematu c.d.

Odejmujac nieréwnoéci otrzymujemy

1
F(xk) — F(y) < =%k — x1 1% + VE(x-1) " (36 — Xk—1)

27k
— Vi(xr-1) (v — xk-1) = v (y — xx)

Przeksztalcajac prawa strone otrzymujemy

1

F(xk) - F(y) < T%HXk — x| + (VEGx-1) +v) T (xx — y)
1 1

F(xx) - F(y) < THXI‘ —xp 1] = — (% — x1) T (xk — )
Yk Yk

27%(F(xx) — F(y)) < [Ixk — X1 — xx + 312 =[xk — y?



Zbieznos¢ proximal gradient

TWIERDZENIE

Niech F =f + g, gdzi f jest wypukita i L-gtadka, g jest wypukta
oraz F osiaga minimum w x*. Je$li v = v < L™! to

Lxo — x*||?

Flxi) - F(x") < 50



Przyspieszenie Nesterova dla proximal gradient
Q@ yo=x0,t0=0,%10<n<1

Q % =%
O xx = proxy ,(vi—1 — W VE(yr-1))
Q@ Jesli

1
f(xi) < f(yr—1) + (VE(yr—1), Xk — yx—1) + RHXk — yi1|?

to krok 5. W przeciwnym przypadku vk = nyx i wracamy
do kroku 3.

ot 1y /1+482
K= —"5"—

3
|
0 yi =X+ 5 (X — Xx—1)

TWIERDZENIE

Niech f wypuktla, L-gtadka, g wypukta oraz F osigga minimum
w x*. Jedli v, jak powyzej to

2L|xg — x*||?
< o=

Flx) - F() € =00



Alternating Direction Method of Multipliers

Rozwazmy problem

in £ (x)

Lagrangian dla tego problemu

£(x,1) = £(x) + #" (Ax — b)
Problem dualny

maxg(u), g(n) = inf L(x, n)
Rozwiazanie

x* = argmin L(x, u*)
X



Algorytm gradientowy dla problemu dualnego

1 = ik + N Ve (1),

gdzie
Vg(uk) = AX —b, X = argmin L(x, px).

Czyli
X1 = arg min £(x, px)
1 = pi + Ne(Axi1 — b)

Algorytm jest zbiezny przy restrykcyjnych zatozeniach. Nie
praktyczny



Metoda mnoznikow [
Warunki konieczne
Ax* —b =0, VL(x*,u*)=VEix)+ATu =0

Chcielibysmy aby
VL(xx, k) =0

Roéwnowaznie, warunki konieczne mozna zapisa¢ w postaci
Ax* —b=0, VIx*)+ATu" +pAT(Ax* —b)=0
Co odpowiada
Ax* —b =0, VL,(x*,u")=0,

gdzie
£, 1) = £(x) + u"(Ax = b) + L[ Axc = |



Metoda mnoznikow 11
Algorytm:
X1 = argmin L,(x, px)
1 = pii + p(Axiy1 — b)

Mamy

0= VL,(Xk41, pk)
= Vf(xis1) + AT + pAT(Axy ) — D)
= Vi(xiep1) + AT (e + p(Axicir — b))
= Vi(xi1) + A

IT warunek osiagany jest asymptotycznie

Axy —b—0



ADMM

Rozwazmy problem

{x,2: E)l(i_PBZZC} f(X) + g(Z)

f,g wypukte
£,(x,2, 1) = £(x) + 8(2) + 1" (Ax+ Bz — ¢) + £ | Ax + Bz — ||

Algorytm
Q@ xi1 = argmin, L,(X, 2k, fik)
Q 741 = argmin, £,(Xi41,2, fik)
Q k1 = px + p(Axks1 + Bz —¢)
Uwagi
o Kroki 11 2 mozna zastapié przez rozwigzanie numeryczne.

o Algorytm jest zbiezny jezeli Lo ma punkt przegiecia.



ADMM dla LASSO

Problem 1
min 2 [Y = X8 + X1

mozna zapisaé¢ jako
in LY - X2 + Al
min —|Y — z||1
{B2: B=2} 2

oraz
1
Lo(B,2,10) = IV = XBI? + Alally + 67(8 — 2) + £ 16— 2]

ADMM
@ i1 = (XTX+pl) M (XTY — puc + pzc)
Q 71 = pTOX%”Z”l(ﬁkH + ) =
sign(BGicr1 + 5)(|Bicrr + pl = 2)+
Q jucr1 = pix + p(Bit1 — Zict1)



ADMM dla optymalizacji z ograniczeniami wypuktymi I
Problem:
min f(x)
xeK

f- wypukla, K domkniety wypukly podzbiér RY.

min f(x) + 1xc(2)

gdzie
1 zeK
li(z) =
4o z€K
L2, 1) = £6x) + 1(2) + 1" (x = 2) + Sl x — 2]
ADMM

Q@ xii1 = argmin, L,(X, 2k, fik)
Q 711 = Mic(xkq1 + %Mk)
Q pr1 = pik + p(Xt1 — Zi1)



ADMM dla optymalizacji z ograniczeniami wypuktymi
I1

Jezeli f funkcja kwadratowa czyli

1
f(x) = §XTPX +qtx+r
to
arg min £, (x, 7, ) = (P + pl)~ (o — 4 — )
X



Mieszanka rozktadéw gaussowskich
Niech Y1,..., Y, beda zmiennymi losowymi o rozktadzie

k
f@(Y) = Z ai¢ui,0i(y)7 0= (ai7 Mi, O’i)%{zl
i=1

0.44

0.3

v 0.24

0.14

0.0

Jak obliczy¢ estymator 07



Mieszanka jako model z brakujacymi danymi

Rozwazmy pare¢ (X,Y) o rozkladzie
PX=i)=a;, Y[X=1i~N(u,0?)

Wéwczas rozklad brzegowy Y ma gestosé

k
fG(Y) = Z Qi 0 (y)
i=1



Expectation Maximization I

Rozklad taczny
f,g(X, Y)

Obserwujemy Y z rozktadu brzegowego

fo(y) = [ folx v)dx
Chcemy policzy¢ MLE
arg max ((0),  £(0) = log(£(0)(+))
Wprowadzmy funkcje pomocnicza

Q0. 9) = [ 1og(ta(x,¥))ts (xly)dx = By log(ta(X, Y)IY)



Expectation Maximization II

Krok Expectation:

Q(0,60) = Eg, (log(fs(X, Y))IY)

Krok Maximization:

Ox+1 = argmax Q(6, Ox)
0



Wtasnosci funkeji Q

Oznaczmy przez

H(0,9) /IOg (fo(x[y))fs (x|y)dx

Q@ Q(0,9) = €(0) — H(6, V)
Q 6(9) - 6(19) > Q(@,’ﬂ) - Q(’&, 79)
@ VyQ(O,9)g=0 = VI(I)

Powyzsze wlasnosci wynikaja z faktu, ze

H(O. 9) — H(9,9) = — [ og(ta(xly))olxly) + — [ log(Es(xly)o(xly)

/1 <fﬁx’y> (x]y)dx > 0




EM dla rodziny wykladnicze]

Niech
fo(x,y) = exp{07S(x,y) — b(0)}

Zatem

Q(0,9) = Ey(log(fa(X, Y))|Y) = 6T Es(S(X, Y)[Y) — b(0)



EM dla mieszanek I
Y1,..., Yy z rozktadu
k
fo(y) =D s (v)
i=1
Laczny rozklad P(Xj = 1) = o, fy(yjlxj = 1) = ¢p0:(¥j)
n k )
fa(y,%) = [T T Tl ()] 5=

j=1li=1

Zatem

Q(O0) = 3 > Eor(1(X; = )]Y; = yj)llog(0s) + 10g(dy 0, (3))]



EM dla mieszanek 11

Oznaczmy przez
wij = Eg (1(Xj = 1)[Yj = y;) = Pye(Xj = i|Y;j = yj) Ze wzoru
Bayesa mamy

Q; QZ)M’ U’(Yj)

Wi
" k =1 Qb// a’(YJ)

Stad
n k

Q0,0) = > wijllog(c) + 10g(dp; 0, ()]

j=1li=1

Maksymalizacja po a:
Chcemy zmaksymalizowaé Q(6, 6') wzgledem « przy
ograniczeniu Y a; = 1. Lagrangian dla tego problemu to

k

k
ZWU log(y) (Z aj—1)

1i=1 i=1

Lo, \) =
J

n



EM dla mieszanek II1

Stad
9L (e, A) _ > j—1 Wi =0
8aj Q;
Czyli
n

Maksymalizacja po i o2

n k .
.08 = 33wy | Y Loty

i=1i=1 207
0g _ N~ Yi—f
6ui Jz; Y O'i2

To N
A 2i=1 Wijyj

Hi =
Z}lzl Wij



EM dla mieszanek IV

oraz (1 = 0?)

Czyli

_ X Wiy — )’

21 Wi



Podsumowanie EM dla mieszanek gaussowskich

Krok E:

e _ Oéi[t]%gt]pi[t] ()

jj Tk t
>im1 041[ ]¢#[t1701t] (v3)

Krok M:

n 1
[e+1] _ 2=t wht!

! n
[t+1] _ =1 Wi[-tH]yJ'
1 31:1 Wi[jtﬂ]
NERTEDY S il i

n[t+]]
2j=1 Wi



EM dla wielowymiarowych gaussowskich

Krok E: .
"¢, 710 (v)

whitll
ij Tk t
Zi:l Oé!: ] ¢‘u“[t]7z[t] (YJ)

Krok M:
n
[t+1] _ &
i bl
sl 1 Wi[jtﬂ]( - “i[t;izl(yi _ ey
=1 Wij

Uwagi: Estymowanie k macierzy kowariancji jest trudne ( szczegdlnie
dla wigkszego wymiaru). W takiej sytuacji najczesciej zaklada sie, ze
macierz kowariancji jest wspolna dla wszystkich rozkladow lub
zaklada sig szczegélna postaé macierzy kowariancji: ¥; = oI, ;
diagonalna, itp.



EM jako proximal algorytm

Algorytm EM mozna zapisa¢ w postaci
Ox+1 = argmax Q(6, Ox)
0

Poniewaz

Q(0, 6) + H(0x, bx) = £(0) — KL(fo, (x]y)llfa (x]y))

Czyli EM réownowaznie mozna zapisa¢ jako

O = argemin{—f(@ + KL(fo, (x[y)llfo (x]y))}



Podsumowanie 1

@ Spadek po gradiencie
© Wymaga obliczania tylko gradinetu, koszt kroku O(dn)
® Dla funkcji wypuktych i L gtadkich tempo zbieznoéci
O(k™1)
® Przyspieszenie Nesterova poprawia tempo zbieznosci do
O(k2)
© Proximal gradient
@ Pozwala oblicza¢ funkcje niegtadkie o ile obliczenie kroku
jest mozliwe.
® Takie same tempo zbieznoéci co spadek po gradiencie.
Istnieje przypsieszenie Nesterova.

@ ADMM

©® Roéwniez pozwala na niegtadkie funkcje.
® Crzesto szybszy od proximal gradient w szczegdlnoscei gdy
poszczegdlne kroki mozna wyznaczy¢ analitycznie.

@ EM



Podsumowanie 11

@ Pozwala efektywnie obliczaé¢ estymatory dla modeli z
ukrytymi zmiennymi (brakujacymi danymi).

® Krok E polega na imputacji ukrytych zmiennych.

® EM jest monotoniczny. Dla funckji wypuklych zbiega nie
wolniej niz spadek po gradiencie.



