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Podstawowe informacje.

o Btlazej Miasojedow, email: bmiasojedow@mimuw.edu.pl
o Konsultacje po wyktadach.

e www.mimuw.edu.pl/~bmia/asp


http://www.mimuw.edu.pl/~bmia/asp

Zasady zaliczenia przedmiotu.

e Laboratorium : 20 pkt.
o Egzamin : 20 pkt.

@ Ocena koncowa : Laboratorium + Egzamin

Egzamin odbedzie sie na ostatnim wykladzie.



O czym bedzie wyktad?

Wiekszo$é metod statystycznych w praktyce wymag
dodatkowych metod obliczeniowych, pozwalajacych na
efektywne wyznaczanie estymatorow lub innych wielkosci w
realnych problemach.
@ W staystyce czestosciowej, najpopularnijeszym o dobrych
wtasnosciach estymatorem jest ENW postaci:

0 = arg max L(6).
fcO

@ W statystyce bayesowskiej estymatory sa postaci:
6 = E(9IX),

gdzie typowo nie mozna wyznaczy¢ analitycznie rozkladu
0|X.



O czym bedzie wyktad?

Zapoznamy sie z metodami statystyki obliczeniowej ich
wlasnosciami i ograniczeniami. Wyktad bedzie sie sktadat z 3
podstawowych czesci:

@ Optymalizacja (wypukla).
@ Metody MCMC.
© Wnioskowanie dla ukrytych modeli Markowa.



Optymalizacja w statystyce

© Estymatory najwiekszej wiarygodnosci

© Regresja liniowa.

@ Regresja logistyczna (Uogdlnione modele liniowe)
@ Maszyny wektorow podpierajacych

Q ...



Dlaczego warto zrozumie¢ algorytmy?

Dla wigkszosci problemoéw statystyki istnieja efektywne gotwe
implementacje w popularnych jezykach. Dlaczego warto sie
uczy¢ jakie w nich sa ukryte metody?

o Nie istnieja globalnie najlepsze metody, dla konkretnego
problemu jedne metody sa efektywne, a dla innego moga
zawiesé.

o Czesto wiedza o metodach rozwigzywania problemu
optymalizacyjnego pozwala na lepsze zrozumienie wtasnosci
estymatoréw (np. wiele wynikéw dla LASSO zostalo
uzyskanych dzieki analizie warunkéw KKT)

@ Zrozumienie metod obliczeniowych pozwala na unikanie
budowania zbyt skomplikowanych modeli.



Regresja liniowa

Jednym z najpopularniejszych modeli statystycznych jest model
liniowy, czyli
Y=X0+¢,
gdzie
o Y € R" — wektor cech objasnianych;
o X € R™P — macierz planu;
e [ - wektor nieznanych parametréw;

e ¢ - niezalezny szum o wariancji .



Metoda najmniejszych kwadratow

Chcemy zminimalizowaé odlegtosé
RSS(8) = ||Y — XgI?
Po przyréownaniu gradientu do zera otrzymujemy

g =XTX)"Ixty



Metoda najmniejszych kwadratow

Chcemy zminimalizowaé odlegtosé
RSS(8) = [[Y — X5
Po przyréwnaniu gradientu do zera otrzymujemy
g =XTX)"Ixty

Czy to jest pelna odpowiedz jak obliczy¢ G w praktyce?



Ztozonosé obliczeniowa

Oblicza sie w (przyblizeniu) potrzebna do rozwiazania liczbe
podstawowych operacji arytmetycznych:
Operacje wektorowe: a,b € R"

o Dodanie dwoch wektoréow a + b ma koszt n.

o Iloczyn skalarny a’b ma koszt 2n.

@ mnozenie przez skalar c¢ - a ma koszt n.

Operacje macierzowe: A € R™™ B € R**P ¢ € RP
o Bc ma koszt 2np
o AB ma koszt 2mnp

e ABc poprawnie liczone ma koszt 2np 4+ 2mn, niepoprawnie
2mnp + 2np



Rozwiazywanie réwnan liniowych

Chcemy numerycznie rozwigzaé réwnanie Ax = b, czyli

x = A~ 'b, gdzie A € R**",
e W ogdlnosci problem ten jest rozwiagzywany w koszcie n3.
o Jezeli A diagonalna to w koszcie n.

o Jezeli A (gérno/dolno)tréjkatna w koszcie n?



Rozktad Choleskiego

Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona to
istnieje jej rozktad
A=LLT,

gdzie L dolnotréjkatna. Koszt obliczenia L jest w przyblizeniu
3
n’/3



Rozktad Choleskiego

Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona to
istnieje jej rozktad
A=LLT,

gdzie L dolnotréjkatna. Koszt obliczenia L jest w przyblizeniu
n3/3
Rozwiazywanie rownania liniowego za pomoca rozkladu
Choleskiego

o LLTx = b, podstawiamy y = LTx

e rozwigzujemy rownanie Ly = b.

e rozwigzujemy réwnanie LTx =y

Laczny koszt to n3/3 + 2n2.



MNK a rozktad Choleskiego

min [y — X5

Koszt za pomocg rozktadu Choleskiego

o XTy koszt 2np

o XTX koszt np?.

e Rozklad Choleskiego XTX koszt p®/3

e Rozwigzanie XTX3 = X'y koszt 2p?
Facznie np? + p3/3, jesli n >> p to koszt np?.



Rozktad QR

Niech A € R**P gdzie n > p, wéwczas istnieje rozklad
A=QR,

gdzie Q € R™P ortogonalna czyli QTQ =1 oraz R
gérnotrojkatna. Koszt obliczenia rozktadu QR w przyblizeniu
wynosi 2(n — p/3)p?.

Macierz Q jest baza przestrzeni liniowej rozpietej przez kolumny
macierzy A. Ponadto dla kazdego x zachodzi

T AT
I = 1Q 1 + Q"

Q dopelnienie ortoganalne macierzy Q.



MNK a rozktad QR

Jesli X = QR to
Iy = XBI1* = 1Q"y — Ra[I* + || Qy]I?
drugi sktadniki nie zalezy od beta i dostajemy rozwigzanie MNK
Q'y =Rp.

Koszt rozwiazania wynosi 2(n — p/3)p?, czyli dla n >> p koszt
2np?



Rozktad SVD

Dla dowolnej macierz A € R™*" istnieje rozklad SVD, czyli
X =UxvT,

U,V ortogonalne ¥ diagonalana z wartosciami
o1z2092>2 20y 2 0.
Dla réwnania liniowego Ax = b otrzymujemy
n T
vius b
x=A"b=vE Ut =% ——

N dJj
i=1 !



Stabilnos¢ numeryczna rownania liniowego

Rozpatrzmy problem

(A+cF)x(e) =b +ef

Theorem
[x(e) — x|
1]
gdzie K(A) = 01(A)/on(A), pa = |e|o1(F)/a1(A),
pv = [e|[|£]|/]|b]|

< k(A)(pa + pp) + O(e?)



Poréwnanie rozktadéw QR i Choleskiego

Dla problemu
min y - X0

o Korzystajac z rozktadu Choleskiego wrazliwo$¢ rozwiazania
jest rzedu x(XTX).

o Korzystajac z rozktadu QR nie korzystamy z macierzy
XTX i mozna pokazaé, ze wrazliwosé jest rzedu

R(X) + £(XTX) * [ly — XB.

Czyli rozktad Choleskiego jest tanszy ale bardziej wrazliwy na
bledy numeryczne kiedy macierz planu jest zle uwarunkowana,
w szczegllnoséi gdy ||y — X3|| jest male.



Regresja logistyczna

Y1,Ys,..., Y, - binarne zmienne objasniane, x1,Xa,...,Xy -
zmienne objasniajace z RP. Oznaczmy przez p; = P(Y; = 1)
Regresja logistyczna

logit(p;) = log ( Pi ) =x'3

Log wiarygodnosé
(B) =Yt B— log(1 + exp(x] §))
i=1 i=1

Estymator najwiekszej wiarygodnosci

3} = arg max ((f) = arg min —¢(3)
B B

Jak obliczy¢ Jéd



Algorytm Newtona - Raphsona

Niech f klasy C?, rozwiazanie problemu

arg min f(x)

sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania
Vi(x) =0
Ze wzoru Taylora
Vi(x) ~ VE(xo) + Vf(x0)(x — o)
Czyli mozemy przyblizaé rozwiazanie (1) poprzez

x =x0 — (V*f(x0)) ' V£(x0)



Algorytm Newtona-Raphsona

@ Ustalamy punkt startowy xgq.

@ Kolejne przyblizenia rozwiazania uzyskujemy

Xk = Xk—1 — (VQf(kal))71Vf(Xk,1)



Uogolnione modele liniowe

Regresja logistyczna jest szczegdlnym przypadkiem
uogdlnionych modeli liniowych. Rodzina wyktadnicza

fo(y) = exp [Hya—(;))(ﬁ)] h(y)

o - parametr kanoniczny

@ ¢ - parmetr dyspersji

E(Y) =b/(0) =

var(Y) = a(¢)b"(6)

Uogdlniony model liniowy Y1q,..., Y, ~ fp,

g(m) =x B=mn

g- funkcja taczaca (jesli g(ui) = 6; to kanoniczna funkcja
laczaca)



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM I

n
91}7 — b(91)
B)=) ——~—
; a(¢)
Chcemy wyprowadzi¢ algorytm Newtona-Raphsona
(przyblizony).
2

Oy, O

95 930
Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy na chwile n = 1 i pomihmy
indeks i

(=7

9 0006 dp on

a5,"") = G690 on o3,



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM I1

o _y-1(o)

96~ a(0)

00 1 a(9)

ou  b'(0)  var(Y)

on _

op;

W przypadku kanonicznej funkcji taczacej n = (b')~(u)

O "
— =Db" (0
o = (0)

Stad
o _ y—p_ Ou

B~ var(Y) P an



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM II1

i w przypadku kanonicznej funnkcji taczacej

o y—p
s al9)

Fisher scoring
. e, 2
W algorytmie Newtona-Raphsona chcemy przyblizyé %

przez E%;Bkﬁ. Cazyli
V2(B) = —1(9)

I(B) - informacja Fishera
W przypadku kanonicznej funkcji taczacej

V() = —1(8)



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM IV

Korzystajac z faktu

2
p P _ gl ot
03;0Px 9B; 9Pk
_E(Y—M)2 (aM)Q_ XijXik (3M>2
= XijXik | 3= | = =
var(Y)? on var(Y) \ 9n
Oznaczmy
O (gui)Z
A = di i — d; Tl
diag (V&I‘(Yi)) W= diag var(Y;)
Otrzymujemy

ViB) =X"A(y — p), 1(8) =XTWX



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM V

Oraz algorytm Fisher scoring przyjmuje postaé
Gt = 5+ (XTWX) T XTA®y — p)
= (XTWX) T [XTWX B+ XTA(y — p)]

A diag <g“> =W, XTp=pyg
n

Otrzymujemy iterowane wazone najmniejsze kwadraty
k Ky — K,k
A = (XTWEX) ~IX WK,

gdzie

) 0
zzn—dlag(aD (v — 1)



Powro6t do regresji logistycznej
Yi ~ Bin(l, pi)

1

logit(p;) = XiTﬁv pi = m

Gestos¢é mozna zapisa¢ w postaci wykltadniczej

f(y;p) = exp(y logit(p) + log(1 — p)))

kanoniczny parametr 6 = logit(p)

f(y;0) = exp(y0 — log(1 + exp(F)))

on 1
EY:p7varsz1_p7 :077:7
(¥) (V) =pl1=p). =0, 5=
Stad W i z sa postaci

. Yi — bi
W = diag(pi(1 — pi)), 2z =x; 0+ —p—
(i€ ) pi(1 — pi)



