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Hierarchiczny model bayesowski
Mamy k grup (np powiatéw), w j-tej grupie mamy Nj obserwacji
Xij, -+ Xnyj ~ Ny, 1/75)
Nastepnie
pirs - - e~ N(p, 1/7)
T1,...,Tk ~ Gamma(a,b)
w17 odpowiadaja wartosci oczekiwanej i wariancji badanej
cechy w calym kraju. Sa to z reguly wartosci nieznane i na nie
réwniez nakladamy rozktady a’priori
it~ N(m, v?)
T ~ Gamma(a, \)

Rozktad a’posteriori

2
7T(,u]_,...,Hk,Tl,...,Tk,,U/,T’X,a,b,Oé,)\,HLV )OC
k

N;
II {H [P (Xl )] 7 (e, 7) e (731, b)} m(ufm, v2)m(7|a, A)

i=1 |i=1



Problemy obliczeniowe

Potrzebujemy metod pozwalajacych:

e Aproksymowaé,/ generowaé z rozkladu 7(6|X) znanego z
doktadnosciag do stalej.

o Obliczaé calki wzgledem rozkladu jak powyzej.



Proste Monte Carlo

Chcemy obliczy¢
1= /f(x)w(x)dx,
gdzie m gestosé prawdopodobienstwa. Czyli z MPWL

n

I:Eﬂx)z%§:ﬂx):ﬁm
i=1

gdzie Xq,...,X, ~iid,7
Wiasnosci esytomatora MC:
e El, =1
o Jedli Var(f(X;)) = o2 to



Przyktad oblicznie liczby «
Jesli X ~ Unif([0, 1] x [0,1]) to
T =4E1(X] + X3 < 1)

Jegli X1, ... X" ~ Unif([0, 1] x [0, 1]) to

21 (X)? +(Xh)2<1)

4.0

1000 10000 1e+05 1e+06 1e+02 1e+04 1e+06




Rejection Sampling I

Chcemy wylosowaé zmienna losows o gestosci f, ale potrafimy
generowadé z g oraz wiemy, ze

f(x) < Mg(x)

Algorytm:
QO Y~g

@ U ~ Unif([0, 1])

@ Jesli U < % to zwracamy Y w.p.p wracamy do kroku 1

Poprawno$é: Niech Z; = (U;, Yi) , A ={(y,u): u < 1\/?5}(72/)}7
N =min{n: Z; € A}

Woéwcezas N i Zn sa niezalezne oraz

P(Zn € B)=P(Z € B|Ze€ A)



Rejection Sampling 11
Obliczmy najpierw
P(N=n)=P(Z1 ¢ A,...,Zn1 € A, Zy € A) =q" 'p,
gdzie p = P(Z; € A) oraz q = 1 — p Teraz
P(N=n,Zy € B)=P(Z, ¢ A,...,Zo_1 ¢ A, Zy € ANB)
P(Z, € ANB)

=P ¢ A)IP(Zy € B)—p oy

Teraz wystarczy obliczy¢

Jo JoE ) gy)dudy _ fy £(v)dy
P(Y € BlZ€ A) = [ HOEGT y(yandy S )y

Oczekiwana liczba krokéw algorytmu:

—P(zier)= [ f

Mg(y)g(y)dy =M

Stad
EN =M



Przyktad

Chcemy generowaé z X rozkladu gaussowskiego N(0, 1) ucietego
do odcinka [3,4] czyli

exp(—x*/2)
J5 exp(—x2/2)

I korzystamy z dwoch gestosci pomocniczych g1 gestosé N(0, 1)
i go oc xexp(—x2/2)1(x € [3,4]) W pierszym przypadku do
wygenerowania préobki dtugosci 100 potrzeba 73936 zmiennych z
rozktadu g natomiast dla gy wystarczyto 303 zmiennych.

1(x € [3,4])

f(x) =



Wtasnosci rejection sampling

o Jesli potrafimy dobrze, przyblizy¢ globalnie gestosé to
algorytm jest efektywny.
o Generuje probke i.i.d

o W przypadku uzycia do obliczania catek “marnujemy’
znaczng czes¢ wygenerowanych zmiennych losowych.



Importance sampling

Chcemy obliczy¢
T— / F(x)p(x)dx

p gestosé rozktadu. Dysponujemy prébka Xy, ..., X, i.i.d z
rozkladu q. Zauwazmy, ze

1= [ 1p(e)dx = [ 1002 a0) = Ef (X))

gdzie w = g.

s = L3 rxw(x)



Wtasnoséci IS

o E(lig) =1
o Var(ljs) = Yara(fCOw()

o Wymaga znajomosci statej normujacej f



Samonormujacy IS

Zauwazmy, ze

Eq(w(X)) =1
Zastapmy n przez estymator i = > ;1 ; w(Xj). Czyli

o = 2l (K)wXi)
2t w(Xi)
Teraz w wystepuje w liczniku i mianowniku.
o E(Tis) # 1 ale limy, .o Eltlg =1
o Var(Tis) = O(1/n)
o Mozna stosowaé do gestosci znanej z doktadno$cia do statej
normujace;j.



Efektywnosé¢ IF

Proste MC )

MSE(D) = &

n

Dla IS ~ .
MSE(Trs) =

Effective Sample Size

Dla jakiej dlugosci prébki i.i.d. dostaniemy ten sam btad co
nasz estymator. Dla IS ESS przybliza sie nastepujaco:
Traktujemy wagi w; = w(X;) jako deterministyczne wéwczas
wariancja estymatora IS jest postaci

w}
(ZWi)zVarq(f(Xi))
I ESS definiujemy jako
ESS — (Z Wi)2




Przyktad
Y ~ N(0.1,0.2%14) i chcemy obliczy¢
1 d
1= - EY;=0.1
32 BYi=0

Bedziemy korzystaé z (samonormujacy) IS z rozkladem
propozycji N(0,0.2%I4).
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Wtasnoséci IS

o Wykorzystuje cala prébke do estymacji.
o Wrazliwa na dobér rozkltadu pomocniczego. Trzeba dobrze
przyblizyé rozklad globalnie.

e Nie wymaga znajomosci stalej normujacej



MCMC

Wada standardowych MC jest to, ze kolejne iteracje niezaleza
od poprzednich. Co powoduje, ze kazdy krok musi by¢

dopasowany globalnie do rozkladu. Chcielibysmy eksplorowac
rozktad lokalnie, np. w okolicy wyniku z poprzedniego kroku.

MCMC:

Chcemy wygenerowaé ergodyczny tancuch Markowa X, ..., Xy,
o rozktadzie stacjonarnym w. Wéwczas na podstawie MPWL
dla tancuchéw Markowa otrzymujemy

I_/f dXNfo

7 uwagi na to, ze asymptotycznie mamy wtasciwy rozklad to
stosuje sie “burn-in” time

n—+ng

Z f(X

1 no+1



Rozktad stacjonarny i odwracalnosc I

Lancuh Markowa z jadrem przejécia P(x, dy) ma rozklad
stacjonarny 7 wtedy i tylko wtedy gdy

m(A) = /XP(X,A)W(X)dX = 7P.

Lancuch Markowa z jadrem przejscia P(x, dy) jest odwracalny
wzgledem 7 wtedy i tylko wtedy gdy

/A><B P(x, dy)r(x)dx = /AXBP(y,dX)ﬂ(y)dy

lub w skrécie

P(x, dy)m(dx) = P(y, dx)7(dy)



Rozktad stacjonarny i odwracalnos¢ 11

Lancuch Markowa jest odwracalny wzgledem m = 7 jest
rozktadem stacjonarnym

7P(A) = / P(x, A)r(x)dx = / /A 7(x)P(x, dy)dx



Algorytm Metropolisa-Hastingsa

e Q(x,dy) jadro przejscia o gestosci q(x,y)
o 7 rozklad docelowy
Algorytm MH
@ Generujemy Y ~ Q(Xy, )
@ Obliczamy prawdopodobiefistwo akceptacji a(Xy,Y) gdzie

7(y)a(y, x)

m(x)a(x,y) M

OZ(X, Y) =

Xorn = Y  z prawdopodobienstwem a(X,,Y)
T Xy, z prawdopodobienstwem 1 — «(X,,Y)



Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Algorytm MH generuje taficuch Markowa odwracalny wzgledem
m Czyli

Puu(x, y)7m(x) = Puu(y, x)7(y)
Jesli x #y to
PMH(Xv Y) = O‘(X7 Y)Q(X7 y)

Zalézmy, ze a(x,y) < 1 czyli a(x,y) = :Ei;gg;‘% to a(y,x) =1

(drugi przypadek symetryczny)

Py (x, y)7(x) = ax, y)a(x, y)m(x) = 7(y)aly, x)
= 7(y)a(y, x)a(y, x) = Pya(y, x)7(y)



Przyktady MH I

e Random Walk Metropolis q(x,y) = q(|x — y|) np

Q(x,dy) ~ N(x, X) wéwczas

m(y)

alx,y) = < A1

m(x)

e Independent MH q(x,y) = q(y)

m(y)a(x)

alxy) = m(x)a(y)

Al




Przyktady MH II

o Metropolis Adjusted Langevin Algorithm
dX; = Vlog(m(X¢))dt + v2dW,
Dyskretyzacja Eulera- Maruyamy
X1 = Xk + 7V log(m(Xk)) + V217,

gdzie Zyx ~ N(0,1).
MALA
Y = Xy + 7V log(m(Xy)) + V272

oraz

_ m(y)p(x;y + 7V iog(n(y)); 271)
olxy) = 7(x)d(y; x + 7V log(m(x)); 271) o




Przyktad
X1, .oo, Xy idd N(p, 1/7),

m(p) ~ N(0,10), =m(7) ~ Gamma(l,1)

04 02 0.0 02 04 02 00 02
mu mu

| RWM | MALA |
pu | -0.0013 (£ 0.094) | 0.0630 (& 0.150)
7 | 1.0000 (& 0.070) | 0.9700 (+ 0.060)




Probnik Gibbsa I
Maty krok prébnika Gibbsa:

Xi ~ W(Xi‘X_i)

Oznaczmy przez Pi(x,dy) jego jadro przejscia, jego gestosé

m(yilx—i) jedlix =y
pi(x,y) =
0 W p.p.

Systematic Scan
Wykonujemy kroki P; w ustalonej kolejnosci czyli np.

X}~ 7(X2Y)
X5~ ()X X5 X

Xp o~ (XL X X XS



Prébnik Gibbsa 11

Random Scan
W kazdym kroku losujemy wspétrzedna ktoéra ma byé
zmieniaona

@ Losujemy j ~ Unif{l,...,d}
2]

n n—1
X§ o~ ([ XZ)
p=Xph dlak#j



Poprawnos¢ probnika Gibbsa 1

Maty krok prébnika Gibbsa jest odwracalny. Dla x_; = y_;

Pi(x, y)m(x) = 7(yilx—i)m(xi, x-i)
_ 7y, xoi)m(ilx i)
m(x_i)
_ (v, y—i)m(xily-i)
m(y-i)
= m(xi|y—i)7(yi, y-i) = Pi(y, )7 (y)




Poprawnos¢ probnika Gibbsa 11

Prébnik Gibbsa z losowym wyborem wspotrzednych jest
odwracalny.

Prs(x,y) = ZP(XY x)

Kazdy z P; odwracalny to kombinacja wypukla jest odwracalna.
Prébnik Gibbsa z deterministycznym wyborem wspoétrzednych
jest nieodwracalny a zachowuje rozklad stacjonarny.

Pss(x,y) =
Pi((x1- -, xa), (Y1, X2, - -+, Xa)) -
Pi((y1s-- -, ¥imtsXis -+, Xa), (V15 -5 Vi Xip1, -+ Xd))
Pa((yds---»¥d-1,%a), (y1,---,¥a))



Poprawnos¢ probnika Gibbsa 111

.....



Przyktad 1

o, TIX1 .., Xy) o 72 F/21

exp {_TZ?zl(Xi —p)?  (p-m)* Tb}

2 2v2

Pelne rozktady warunkowe:

nXv2 4 mr—! vl
X1...,X,) ~N )
m(plr, X -, Xa) < nv2 4+ 771 "nv2 471

DXy — p)?
(7], X1 ..., Xy) ~ Gamma <a+n/2,w+b>



Probnik Gibbsa dla modelu hierarchicznego

2
ﬂ—(:ulv"'7,“1(77_17"-7Tk7,u'77_’X7a7b7047)‘7m7V )(X
k (N

T3 T 00l )1 s, 7l ) § e, ), )

Pelne rozklady warunkowe:

Nj)zj7'71 +/,t7'j71 7'717';1
L O ko T Ths Ty by » X1 ooy Xn) ~ N —T —
N‘j7'71 + 7. Nj‘f‘71 + 7.
J J
N:
Zi—Jl(Xij - m)?
(Tl Py Ty oy X1 ..., X)) ~ Gamma a+Nj/2,7f+b
x x N k[l,v2 +mr~! vZr—1
(|, ., Ty M1y i, Ty X1 e X)) ~ P B wa i S

2

k
Zizl(#i - n)? N A)

(7|71, Tho MLy e s sy X1 - .., Xpn) ~ Gamma <a+k/2,



Metropolis wewnatrz Gibbsa

Prébnik Gibbsa sktada sie z matych krokéw postaci
Pi(x, dy) = 7(dy;|x—;).

Moze sie zdarzy¢, ze generowanie z jednego (wielu) rozktadow
warunkowych 7(+|x_;) jest trudne. Wéwczas krok P; mozna
zastapi¢ krokiem Metropolisa Hastingsa o rozktadzie
docelowym 7(-|x_).



Potrzebujemy nastepujacych wlasnosci tancuchéw Markowa
e Ergodycznosé P(X, € A|X; =x) — 7(A)
e Prawo wielkich liczb I, = Ly £(Xi) — wf

e Centralne twierdzenie graniczne y/n(I, — nf) — N(0, 02)



Ergodycznos¢ I

Definicja
Dla miar probabilistycznych u, v odlegtoscia pelnego wahania
nazywamy

[ = vllew = SUp [u(A) —v(A)]
Jesi X~ p, Y ~vto
[ —vllew <PX#Y)

TWIERDZENIE

Jedli tancuch Markowa o rozkladzie stacjonarnym 7 jest «
nieprzywiedlny i nieokresowy to

PG, ) = w()llew = 0



Prawo wielkich liczb

TWIERDZENIE

Jedli 7f istnieje oraz oraz tancuch jest m-nieprzywiedlny to

721(:1 f(X) —nf, p.n.
n



Centralne twierdzenie graniczne I

Przy pewnych zalozeiach o regularnosci

Vvn <l/nzn:f(Xi) - ﬂf) — N(0, 0?)

02 = Var,(f(X)) + Z covn (X1, Xk)
k=2

Stad wazna w diagnostyce MCMC jest funkcja autokorelacji.




Problemy z algorytmem Metropolisa
RWM:

Propozycja Y ~ N(X,, X)
Jak wybraé X7

o Wielkos¢é.

o Ksztalt.




Wielko$é

Trajectory

2500

5000
iteration

10000




Ksztatt

Trajectory

10000

) 2500 5000
iteration



“Optymalny” wybér X

e Optymalana ¥ = ¢2Cov,(X), gdzie > mozna zdefiniowaé
na dwa sposoby.

2 . .
o 2~ %, gdzie d wymiar.

o /2 takie, ze érednie prawdopodobienstwo akceptacji wynosi
0.234



Adaptacyjny RWM

Chcemy skonstrowaé algorytm, ktéry automatycznie znajduje

optymalng macierz . W tym celu w kazdym kroku algorytmu
bedziemy estymowaé¢ macierz kowariancji oraz odpowiednio ja
skalowaé. niech

n—1 1
Hn— 1+ X

Hn =

n—1

M= n M1+ — (X _Nn)(X _,“n)T

Wersja I:

2. 2
PI— ?(;8 M+ el

Wersja I1:
1
T,=Ty—1+ H(a(Xn,Yn) —0.234)

Y, =exp(Ty)ly + el



Uwagi o implementacji adaptacyjnego RWM 1

Generowanie wielowymiarowgo rozktadu gaussowskiego
Jedli X = (Xq,...,Xq) ii.d N(0,1) oraz ¥ = LL" to

LX ~ N(0, )

Typowo uzywa si¢ rozktadu Choleskiego. Dla ktérego istnieje
one-rank-update Jedli

Mupt+1 =My + xx L
To odpowiadajace im rozktady Choleskiego
n+l ORU(LH, X)

W adaptacyjnym RWM wystarczy pamietaé¢ Ly, rozktad
Choleskiego Iy, i

v/ 1
\/mLm \/m(xn-i-l - Mn—i-l))

Loi1 = ORU(



Uwagi o implementacji adaptacyjnego RWM

Generowanie propozycji:
Y, = Xy, + exp(Ty/2)LnZn + VeZ,,

gdzie Zy i Z, niezalezne N(0,I).

IT



Uktad Hamiltonowski

H(p,x) = K(p) + U(x)

K - energia kinetyczna, U- energia potencjalna Uklad

Hamiltonowski
dx; OH
dt N api
dpi . _8H
dt - 8Xi

Rozwiazanie zachowuje energie.



Zwiazek z rozktadami prawdopodobienstwa

Rozklad Gibbsa
7(p,x) oc exp(—H(p, x))
Rozktad brzegowy dla dowolnego K
m(x) o< exp(—U(x))
Rozktad warunkowych

7(p[x) o< exp(—K(p)) = 7(p)



Idealne Hamiltonowskie Monte Carlo

Xy — Xnt1
e Wyolsuj P ~ 7(p).
@ Zgodnie z Hamiltonowska dynamika

(P,Xn) = (x0,P0) = (x1,p1) = (Xnt1,P’)

Potrzeba K zadajace rozklad tatwy do generowania, oraz
potrzeba umieé¢ obliczy¢ rozwiazanie uktadu hamiltonowskiego
w czasie T.



Hamiltonian MCMC 1

1
K(p) = §pr

Czyli 7(p) = N(0,I). Dodatkowo potrzeba numerycznie
rozwigzywaé uktad hamiltonowski.
Leapfrog integrator:

Dlal<n<T/e
e OU
Pn+1/2 = Pn — 5&(&1)

Xn+1 = Xn + €Pn41/2

e OU
Pn+1 = Pn+1/2 — 5&()(““)



Hamiltonian MCMC 11

Jezeli zamienimy znak pr — —pr to leapfrog integrator jest
odwracalny. I zeby usunaé¢ btad numerycznego rozwiazania
wystarczy dodaé akcpetacje Metropolisa

o((x0, po), (x, —pr)) = exp(H(x1, pT) — H(X0,p0)) A 1



Hamiltonian MCMC 111

Algorytm
@ Generujemy p ~ N(0,1)

© Przyblizamy rozwiazanie ukladu hamiltonowskiego
(leapfrog integrator) X,, = xg,p = po — XT, PT

o

o o lxT 2 prawdopodobienstwem «((xg, po), (xT, —pT))
A X,  z prawdopodobienstwem 1 — a((xo, po), (X, —PT)



