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Podstawowe informacje.

o Btlazej Miasojedow, email: bmiasojedow@mimuw.edu.pl
o Konsultacje po wyktadach.

e www.mimuw.edu.pl/~bmia/asp


http://www.mimuw.edu.pl/~bmia/asp

Zasady zaliczenia przedmiotu.

e Laboratorium : 20 pkt.
o Egzamin : 20 pkt.

@ Ocena koncowa : Laboratorium + Egzamin

Egzamin odbedzie sie na ostatnim wykladzie.



O czym bedzie wyktad?

Wiekszo$é metod statystycznych w praktyce wymag
dodatkowych metod obliczeniowych, pozwalajacych na
efektywne wyznaczanie estymatorow lub innych wielkosci w
realnych problemach.
@ W staystyce czestosciowej, najpopularnijeszym o dobrych
wtasnosciach estymatorem jest ENW postaci:

0 = arg max L(6).
0cO

@ W statystyce bayesowskiej estymatory sa postaci:
6 = E(9IX),

gdzie typowo nie mozna wyznaczy¢ analitycznie rozkladu
0|X.



O czym bedzie wyktad?

Przedstawimy metody statystyki obliczeniowej ich wlasnoéci i
ograniczenia. Wykltad bedzie sie sktadal z 3 czedci:

@ Optymalizacja (wypukla).
© Wnioskowanie dla ukrytych modeli Markowa.
@ Metody MCMC.



Spis tresci
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@ Optymalizacja
o Wstep
@ Metody gradientowe
o Algorytm Newtona-Raphsona
o [terowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
o ADMM
o Expectation Maximization
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@ Optymalizacja
o Wstep
o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Problem 1.
Niech Xj,Xa, ..., X, préobka z rozkladu I'(«, 1). Jak wyznaczy¢
estymator najwiekszej wiarygodnoéci a?

& = argmaxL(a) = '(a)" Hxio‘_l.
[0} .
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@ Optymalizacja
o Wstep
o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Spadek po gradiencie

Problem:

arg min f(x),

f -wypukla, klasy C'.
Algorytm:
Xg = Xk—1 — Yk VE(xK-1)

o Jakie dlugosci krokéw
wybraé? (stale, malejace)

o Cgzy i jak szybko zbiega ten
algorytm?




Funkcje wypukte

Definicja

Funkcja f: X C R™ — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy gdy

dla dowolnego t € [0, 1] oraz dowolnych x,y € X zachodzi:
f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y).

Stwierdzenie

Rézniczkowalna funkcja f jest wypukta na zbiorze wypuklym X
wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych x,y € X zachodzi:

f(y) > f(x) + (VI(x),y — x).



Dowdd

Niech f wypukta stad
f(ty + (1 — t)x) < tf(y) + (1 — t)f(x).

7 definicji gradientu mamy

(Vi(x),y = x) = lim f(x+ t(y —tx)) — f(x)
< lim M
t—0t t

= f(y) — f(x)



Dowdd c.d.

Niech z = tx + (1 — t)y

Mnozymy nieréwnosci przez t i 1 — t odpowiednio i dodajemy
stronami. Otrzymujemy

tf(x) + (1 — t)f(y) = £(2) + (Vi(2), tx+ (1 — t)y — z) = {(2).



Silna wypuktosé

Definicja

Funkcje f klasy C! nazywamy m-silnie wypukta, dla m > 0
wtedy i tylko wtedy gdy

£(y) > £() + (VEG),y =) + 5 | — v

Uwagi:

o Réwnowaznie silng wypuklosé mozna zdefiniowaé przez
1
f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y) — §mt(1 —t)|Ix —y|?

o f jest m silnie wypukla wtedy i tylko wtedy gdy
f(x) — 2|x[|? jest wypukla.

o Gdy m = 0 silna wypukloéé oznacza zwyczajna wypuktosé.



L-gtadkosé

Definicja
Funkcje f nazywamy L-gladka jezeli jej gradient VT jest
Lipshitzowski ze stata L:

IVE(x) = VE(y)Il < Lix -yl

Stwierdzenie
Jezeli f jest L-gtadka to dla dowolnego x,y zachodzi

f(y) < 1) + (VEG),y =) + Ly —xI”



Dowdd

Zdefiniujmy g(t) = f(x + t(y — x)). Wéwczas g’(t) = (Vi(x + t(y — x)),y — x) oraz
1 1
f(y) — f(x) = (1) — (0) = / g'(t)dt = / (VE(x + t(y — %)),y — x)dt.
0 0
Stad
1
fly) = £(x) = (Vi(x),y —x) = / (VE(x +tly = %)),y — x) = (Vi(x),y — x)dt
9
1
= / (VE(x+t(y — x)) — VI(x),y — x)dt
0

1
< ly = x|l / IVEGx + t(y — x)) — VE(x)|dt
0

1
L
2 2
<Llly = x| / tdt =~y x|
0



Monotonicznosc spadku po gradiencie

X = Xk—1 — Yk VE(Xk—1)

Lemat (1)
Jesli nieréwno$é (1) jest spelniona dla y = xi x = x_1 oraz
L=-21to
e
f(xx) < f(xK—1)



Dowdd

Zdefiniujmy Q(x,y) = f(x) + (Vi(x),y — x) + %Hy —x]?.
0 Qy(x,%) = f(x)
o argming Q. (xk-1,¥) = Xk—1 — W VE(xK-1) = Xk
o Jesliy < L7 ! to

L
Q%) > ) + (VEGR).y — ) + =y — 2 > ()
Czyli

f(xk—1) = Qxk—1,xK-1) > Q(xK—_1,xK) > f(xK).



Zbieznos¢ spadku po gradiencie

TWIERDZENIE

Jedli f jest wypukla , L-gladka i osigga minimum w x* oraz dla

pewnego a > 0 zachodzi al.—! < 7y oraz spelnione sa zalozenia

Lematu (1) to dla dowolnego k

L[xo — x*||?
f —f(x") < ——
() — (") < =22
Ponadto jesli f jest m-silnie wypukta to

k
ma
=1 < (1= ) o =



Dowdd 1

Lemat

Jesli f jest m-silnie wypukla ,spelnione sa zalozenia Lematu (1)
oraz dla pewnego a > 0 zachodzi aL.~! < 7, to dla dowolnego k
i dowolnego y

2{t0) 1)) < (1= ) s = ¥ = fpa = v

Dowéd twierdzenia
Niech x* punkt w ktérym f osiaga minimum wtedy
f(xx) — f(x*) > 0 1 z lematu otrzymujemy

0< (1= ) I = 517 = e = 51°

Czyli
=71 < (1= ) fpaca =



Dowdd 11

Iterujac ta nieréwnosc otrzymujemy 2 czes¢ twierdzenia.

7 lematu otrzymujemy
29i(f(a) — £(x7)) < Ixica =% = [l — x")1?

Sumujemy nieréwnosci od i =1 do k
k
> 23(f(x) — £(x7)) < lxo — x| — flxic — x|
i=1

Z monotonicznosci f(x;) oraz z v > aL.~! otrzymujemy

2ak N N .
= (EGa) = £(x7)) < [lxo —x I =[x — x*1?



Dowdd lematu 1

Z nieréwnosci (1) mamy dla L = ,Yik

L
f(Xk) < f(Xk_l) + <Vf(Xk_1),Xk — Xk_1> + EHXk - Xk_1||2

1 L
= f(xx-1) — — %k — x| + =[xk — X1 ]?
Yk 2

1 L’yk) 9
—flx ) — — (1 - 2k X
(Xk-1) ’7k< 5 [[xk — Xk—1]]

1
= f(xk-1) — ﬂHXk — xp1?

7 wypuklosci

m
f(y) > f(xi-1) + (VE(xx), y — x-1) + 5||Xk—1 —y|?

1 m
= f(xp-1) — — (Xk — X1, ¥ — X—1) + = |[xe—1 — ¥
Vi 2



Dowdd lematu 11

Mnozac nieréwnosci przez 27y i odejmujgc stronami otrzymujemy.

2 2
27 (f(x) — £(¥)) < 2(xx — xk—1,¥ — Xk—1) — lIxk — X1 1" — vemllxx—1 —¥l|
2 2 2
=1 —my)llxk—1 = ylI" — lIxk—1 = ¥II" + 20 — X1,y — xx—1) — lIxx — x—1]|
2 2
=1 —my)llxk—1 —yII" = lIxk—1 =y — (xk—1 — =)l

2 2
=1 — my)llxk—1 —yII" = lIxc — vl



Jak wybraé¢ i

e Optymalne jest wybraé ¢ = L, jednak obliczenie L (dobre
oszacowanie) moze, by¢ truden lub niemozliwe.

e 7 dowodu wynika, ze jesli yx — 0 oraz ) -k = 00 to tez
otrzymamy zbiezno$é¢ ale w tempie zaleznym od tempa
zbieznosci .

o Innym rozwiagzaniem jest backtracking. Ustalamy ~p i
wybieramy 0 < 1 < 1 I wykonujemy algorytm

Q % =k-1
Q xx = xk-1 — N VE(xk-1)
@ Jesli

1
fxi) < f(xu—1) + (VE(xK-1), Xk — X—1) + RHXk — Xg—1?

to k — k 4+ 1. W przeciwnym przypadku v, = vy i
wracamy do kroku 2.



Istotnos¢ zatozenia o L-gtadkosci

Jedli funkcja nie jest L gltadka to algorytm gradintowy ze stalym
krokiem, a nawet z v dazacym do zera moze ucieka¢ do
nieskonczonosci.
Przyktad:

4 1

argminx®, xg=1 *yk:E
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Przyspieszenie Nesterova

Mozna pokazaé, ze optymalne tempo zbieznosci algorytmdow
pierwszego rzedu (opartych na gradiencie) jest O(1/k?). Spadek
po gradiencie zbiega w tempie O(1/k). Czy mozna go poprawic¢?
Nesterov 1983

Niech f wypukta
arg min f(x)
@ yo=x0,to =0
Q xx = yk-1 — % VE(yk-1)

ot T4y /14482,
k = —F

5
Q yi = xp + 2= — 1(Xk—Xk 1)



Przyspieszenie Nesterowa

TWIERDZENIE

Niech f wypukta, L-gtadka oraz osiaga minimum w x*. Jesli
=7 <L!to

oy < 2lxo —x*|

f(xx) — f(x*) < T



Dowdd 1

Tak jak w poprzednim dowodzie z wypuktosci i L-gltadkosci
f(xx) < f(yk-1) — *||Xk — yial?
1
f(z) > f(yx-1) — ;(Xk —~ Yk—1,% — ¥k—1)
Odejmujac stronami uzyskujemy
f(x) — £(2) < o | I+ ¢ )
Xk) —1Z) < =57 lIXk — Yk-1 —{Xk = Yk—1,%Z — Yk—1
2y ¥
Uzywamy tej nierownosci z z = x_1 1 z = x*
1
fxi) — f(xx-1) < —*HXk — ye—1 |+ 7<Xk — Yk-1,Xk—1 =~ Yk—1)

* 1 *
f(xi) — £(x*) < _%ka — v |2+ ;<Xk — Yk—1,X" — Yk—1)



Dowdd 11

Mnozymy pierwszg nieréwnosc przez ty_1 — 1 i dodajemy do
drugiej

b1 (F(x) — £(x *)) = (te1 = D(fGac1) — £(x7)) <
tk N
—71HX1< Vie1lP+= (Xk—}’k—h (tk—1—1)x—1 —tk1yK—1+x")
Oznaczmy przez Ay = f(xx) — f(x*) i pomndzmy nier6wmosé
przez ty_1 (‘512(_2 = t12(_1 — tr—1)
—1

te 1Ak — ti_pAk_1 < <35 [H(Xk — yk—1)tk—1]]?

+ 2t (Xk — Yk—1, tke1yk—1 — (tk—1 — 1)xx—1 — Xﬂ



Dowdd 111

Po przeksztalceniu

—1
tl%—lAk - t12<—2Ak—1 < Z

[IFtic 1= (i1 =131 =" |2 [t 1y 1 = (b1 = D=

Dodatkowo

tp_1—1
Yk:Xk‘Fik(

tryk = tixk + (tk—1 — 1)(xx — Xk—1)

tryk — (b — 1)xx = ti—1xx — (tk—1 — 1)xx—1

Xk — Xk—1)

Oznaczajac przez ux = tx_1xk — (tk—1 — 1)xx—1 — x*
Stad

1
o A= RopBier < g (| = )



Dowdd IV

Sumujac nieré6wnosé od i = 2 do k otrzymujemy

1
ti_1 Ak <

1
= 2 2 - 2
3 (> = ) < 5 s |

Gdzie
u; = toxkx — (to — 1)xo — x* =x9 — x*

Oraz dla k > 2 (Indukcja)

tk—1 2

Do |



Backtracking
Q yo=x0,t0=0,7%1i0<n<1

Q M =1
Q xx = yk—1 — % VEi(yk-1)
Q Jesli

1
f(xi) < f(yx—1) + (VE(yk—1), Xk — yx—1) + HHXk —yi1|?

to krok 5. W przeciwnym przypadku vk = nyk 1 wracamy
do kroku 3.

ot 14+ /1+4t2
k= —" 5

2
tr_1—1
Q yk = xx+ “5—(Xk — Xk-1)

TWIERDZENIE

Niech f wypukta, L-gtadka oraz osiaga minimum w x*. Jesli v
jak powyzej to

2Lxg — x*||?
o=

fa) — ) < 0
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@ Optymalizacja
o Wstep
o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Algorytm Newtona - Raphsona

Niech f klasy C?, rozwiazanie problemu

arg min f(x)

X

sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania
Vi(x) =0
Ze wzoru Taylora
Vf(x) ~ Vi(xo) + V£(x0)(x — o)
Czyli mozemy przyblizaé rozwiazanie (2) poprzez

x =x0 — (V*f(x0)) ' V£(x0)



Algorytm Newtona-Raphsona

@ Ustalamy punkt startowy xgq.

@ Kolejne przyblizenia rozwiazania uzyskujemy

Xk = Xk—1 — (VQf(kal))71Vf(Xk,1)



Kwadratowa zbieznosc metody Newtona-Raphsona

Algorytm jest kwadratowo zbiezny do x* jezeli istnieje M takie,
ze

TWIERDZENIE

Niech f funkcja jest klasy C? i osiaga minimum w x*. Jesli
istnieje € > 0, M < oo, takie ze

sup I(V£(x)) " Vo)l < M

oy [x—x[l<e, lly—x*(|<e}
oraz ||xo — x*|| < min(e, M), V2f odwracalna, to dla kazdego k

X1 — x|

—5 <M
i — x|



Dowdd

Poniewaz w x* jest minimum f ze wzoru Taylora dla pewnego &
“pomiedzy” xi i x* otrzymujemy

0 = VI(x*) = VF(x) + V(x)(x* — xi) + V() (x* — x)%2
Mnozac, stronami przez (V2f(xy))~! otrzymujemy
0 = (V2f(xx)) " VE(xp) +(x* —xx )+ (V2 (x1)) L V() (x* —x ) ¥2
Z definicji xi41 otrzymujemy
0 =x* —xp1 + (V(x5)) V() (xF — x5 )2
Przenoszac na druga strone i przyktadajac norme otrzymujemy

I = sicea | < (V2EGa0) () 1" — 32



Wtasnosci metody Newtona-Raphsona

o Przy dodatkowych warunkach regularnosci mozna pokazaé
globalna kwadratowa, zbieznos¢.

o W ogdlnoéci obszar kwadratowej zbieznosci moze byé maty
i przy ztym wyborze punktu startowego algorytm moze
wpas¢ w cykl lub nawet by¢ rozbiezny.

o W przestrzeni wyosko wymiarowej, problemem moze byc
obliczanie macierzy drugiej pochodnej i jej odwracanie.
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o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Regresja logistyczna

Y1,Ys,..., Y, - binarne zmienne objasniane, x1,Xs,...,Xy -
zmienne objasniajace z RP. Oznaczmy przez p; = P(Y; = 1)
Regresja logistyczna

o) g (2 -85

Log wiarygodnosé
(B) =Yt = log(1 + exp(x §))
i=1 i=1

Estymator najwiekszej wiarygodnosci

3 = arg max £(3) = arg min —{(3)
B B

Jak obliczy¢ 37



Uogolnione modele liniowe

Regresja logistyczna jest szczegdlnym przypadkiem
uogdlnionych modeli liniowych. Rodzina wyktadnicza

fo(y) = exp [W

[ n(v)
o - parametr kanoniczny

@ ¢ - parmetr dyspersji

E(Y) =D'(0) =

var(Y) = a(¢)b”(0)

Uogdlniony model liniowy Y1q,..., Yy ~ fp,

g(m) =x B=mn

g- funkcja taczaca (jesli g(ui) = 6; to kanoniczna funkcja
laczaca)



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM I

n
91}7 — b(91)
P)=) ——~—
; a()
Chcemy wyprowadzi¢ algorytm Newtona-Raphsona
(przyblizony).
2

Oy, O

9p; 930
Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy na chwile n = 1 i pomihmy
indeks i

(=7

9 0006 oy on

a5, ") = G600 on o5,



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM I1

o _y 1)

96~ a(0)

90 1 a(9)

ou  b'(0)  var(Y)

on _

op;

W przypadku kanonicznej funkcji taczacej n = (b')~(u)

O "
— =Db"(0
o = (0)

Stad
o _ y—p_ Op

B~ var(Y) o



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM II1

i w przypadku kanonicznej funnkcji taczacej

ot y—p
6 alp)

Fisher scoring
. e, 2
W algorytmie Newtona-Raphsona chcemy przyblizyé %

przez E%;Bkﬁ. Cazyli
V2(B) = —1(9)

I(B) - informacja Fishera
W przypadku kanonicznej funkcji taczacej

V() = -1(8)



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM IV

Korzystajac z faktu

2
p P _ gl ot
030 Px 9B; 9Pk
_E(Y—M)2 (aM)Q_ XijXik (3M>2
= XijXik | 3= | = =
var(Y)? on var(Y) \ 9n
Oznaczmy
O (gui)Z
A = di i — d; Tl
diag (V&I‘(Yi)) W= diag var(Y;)
Otrzymujemy

ViB) =X"A(y — p), 1(8) =XTWX



Estymator najwiekszej wiarygodnosci w GLM V
Oraz algorytm Fisher scoring przyjmuje postaé

B = B+ (XTWX)IXTA(y — p)
= (X"WX) T XTWXBE + XTA(y — p)]

A diag <g“> =W, X'p=n
n

Otrzymujemy iterowane wazone najmniejsze kwadraty
ﬁk-l-l _ (Xkax)—lewka
gdzie
on
=n—diag | — —
z=1) g ( E'm) (v —n)

To jeszcze nie jest praktyczny algorytm, pozostaje pytanie jak
numerycznie rozwigza¢ réwnanie liniowe



Powro6t do regresji logistycznej
Yi ~ Bin(l, pi)

1

logit(p;) = XiTﬁv pi = m

Gestos¢é mozna zapisa¢ w postaci wykltadniczej

f(y:p) = exp(y logit(p) + log(1 — p)))

kanoniczny parametr 6 = logit(p)

f(y;0) = exp(yf — log(1 + exp(9)))
on 1
E(Y)=p, var(Y)=p(1l —p), n=0, — = ———
(Y) =p, var(Y) =p(1 —p), n )
Stad W i z sa postaci

. Yi — bi
W = diag(pi(1 — pi)), 2z =x; 0+ —p—
(pi€ ) pi(1 — pi)



Obliczanie rozwiazania MNK

Rozktad Choleskiego Dodatnio okre§long macierz A mozna
przedstawi¢ w postaci

A=LL"T
gdzie L dolnotréjkatna.
Roéwnanie
XTxp =Xy

Rozwiazujemy

0 XX =LLT

(2]

Lz =XY

LT3=1z



Obliczanie rozwiazania MNK II spsob

Rozklad QR Macierz X -n X p, n > p mozna przedstawi¢ w

postaci
X=QR

gdzie Q - n x p o ortogonalnych kolumnach QTQ =1iR
gérnotrojkatna p x p. Wéwczas

/B _ (XTX)_leY — (RTQTQR)—IRTQTY _ R—IQTY
I dostajemy réwnanie
RG=QY

Dodatkowo A A
Y =X3=QQ"Y
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@ Proximal gradient
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o Expectation Maximization



LASSO

Model liniowy:
Y=XG+¢

Metoda najmniejszych kwadratéw:

argmin ||Y — X012
B
LASSO:

p
argﬁmin{HY = XBIP+ )16l
i=1

Jak obliczy¢ rozwiazanie LASSO?



Subgradient

Jedli f jest wypukta i gladka to

f(y) > f(x) + V()" (y — x)

Definicja
Jesli f jest wypukla to g nazywamy subgradientem f w punkcie
x wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego y

f(y) > f(x) + g" (y — x)

Zbiér wszystkich subgradientéw f w punkcie x nazywamy
subrézniczka i bedziemy oznaczaé przez 0f(x)



Wtasnosci subrozniczki

Jedli f wypukla to:
e 0f(x) jest niepustym wypuklym zbiorem
o Jedli 0f(x) = {g} wtedy i tylko wtedy gdy f rézniczkowalna
w x oraz g = V{(x)
o f osiaga minimum w x* wtedy i tylko wtedy gdy 0 € 9f(x*)
) 8(f1 + fz) = 0f; + 0fy



Spadek po subgradinecie

Xk = Xk—1 — WeBk—1, 8k—1 € Of(xx—1)
Wiasnosci: Jedli f G-Lipshitzowska oraz ||x, — x*|| < R to
o Dla =7~
lim f(x)) < f(x*) + G2y
k—o0

o Jesli . — 0,542 < o0 oraz 37k = oo to

lim f(x}) = f(x*)

k—oo

o Jesli Yk = Gi\/lz

f(x) — f(x") <

=IE



Proximal operator

. 1
prox., ¢(x) = arg min{f(y) + 27HX —yII”}
y Y

Dla dowolnej wypuklej funkeji f jezeli

y = prox ¢(x)

to
y € x —70f(y)

Przyktad:

prox,, sy = sign(x)(|x| = )



Proximal gradient

Problem:
argmin{f(x) + g(x)}

o f wypukla i gltadka
e g wypukla
Algorytm
X1 = Prox,, o (xk — 1 VE(xx))
Stad
X1 € Xk — Yk VE(xK) — %0g(xk41)



Wtasnosci proximal gradient

Jedli f jest L-gtadka oraz v < L™! to
1
f(x)+8(x) < f(Y)+Vf(y)T(X—Y)+gHy—XHerg(X) = Qy (%)
Przeksztalacajac
= f(y) — 2| V()2 L x = (v = yVEE)2
Qy(xy) = £(y) = SIVEW)™ +8(x) + 2A/IIX (y = VEE)I

Czyli
prox,, o(xx — N VE(xx)) = argxmin Q. (x, xx)

Zatem

f(xi) + g(xx) = Qqy (i, xx) > arg min Qy (%, %K)

= Qq (X1, %K) = f(xup1) + 8(Xx41)



Zbieznos¢ proximal gradient
Oznaczmy przez F =f+ g

Lemat

Jedli f jest wypukla i L-gtadka, g jest wypukla oraz v, < L™! to
dla dowolnego y

2% (F(xi) — F(¥)) < [[xe—1 — y|I* — [lxx — v

Dowdd:
Niech v € dg(xx) takie, ze

Xk = Xk—1 — Yk VE(XK—1) — v
Mamy trzy nieréwnosci
1
F(Xk) < g(xk) + f(kal) + Vf(kal)T(Xk — kal) + 7||Xk — Xk,1||2

2%
f(y) > f(x1) + VEGa1) ' (y = x1c1)
g(y) > g(a) + v (y —xx)



Dowdd lematu c.d.

Odejmujac nieréwnoéci otrzymujemy

1
F(xk) — F(y) < =%k — x1 1% + VE(x-1) " (36 — Xk—1)

27k
— Vi(xr-1) (v — xk-1) = v (y — xx)

Przeksztalcajac prawa strone otrzymujemy

1

F(xk) - F(y) < T%HXk — x| + (VEGk-1) +v) T (xx — ¥)
1 1

F(xx) - F(y) < THXI‘ —xp 1] = — (% — x1) T (x% — )
Yk Yk

27%(F(xx) — F(y)) < [Ixk — X1 — xx + 312 =[xk — y[?



Zbieznos¢ proximal gradient

TWIERDZENIE

Niech F =f + g, gdzi f jest wypukla i L-gtadka, g jest wypukta
oraz F osiaga minimum w x*. Je$li v = v < L™! to

Llxo — x*||?

Flxi) — F(x") < 50



Przyspieszenie Nesterova dla proximal gradient
Q@ yo=x0,t0=0,%10<n<1

Q Yk =Yk-1
Q xx = prox,, o (yk—1 — % VE(yk-1))
Q@ Jesli

1
f(xi) < f(yr—1) + (VE(yr—1), Xk — yx-1) + RHXk — i1 |?

to krok 5. W przeciwnym przypadku vk = nyx i wracamy
do kroku 3.

ot 1y /1+482
Kk=—"5"—

3
|
0 yi =X + 5 (X — Xx—1)

TWIERDZENIE

Niech f wypuktla, L-gtadka, g wypukta oraz F osigga minimum
w x*. Jesli v, jak powyzej to

2L|xg — x*||?
< o=

Flx) - F() € =00
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@ Optymalizacja
o Wstep
o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Alternating Direction Method of Multipliers

Rozwazmy problem

X:rR!(n:b f(X)

Lagrangian dla tego problemu

£(x,1) = £(x) + u" (Ax — b)
Problem dualny

maxg(n), () = inf L(x, n)
Rozwiazanie

x* = argmin L(x, u*)
X



Algorytm gradientowy dla problemu dualnego

ficr1 = fuc + Ve (1),
gdzie
Ve(ux) = AX—b, X =argmin L(x, ).
Czyli

Xk+1 = arg min L£(x, pk)
pik1 = fik + Y (AXk41 — b)

Algorytm jest zbiezny przy restrykcyjnych zatozeniach. Nie
praktyczny



Metoda mnoznikow 1
Warunki konieczne
Ax* —b =0, VL(x*,u*)=Vix)+ATu =0

Chcielibysmy aby
VL(xx, k) =0

Roéwnowaznie, warunki konieczne mozna zapisa¢ w postaci
Ax* —b=0, Vix*)+ATp" +pAT(Ax* —=b)=0
Co odpowiada
Ax* —b =0, VL,(x*,u")=0,

gdzie
£ 1) = £x) + 1" (Ax = b) + L[ Axc = |



Metoda mnoznikow 11
Algorytm:
X1 = argmin L,(x, pk)
pr1 = px + p(Axyy1 —b)

Mamy

0= VL,(Xk41, pk)
= Vf(xis1) + AT + pAT(Axy ) — D)
= Vi(xieq1) + AT (e + p(Axicir — b))
= Vi(xi1) + A

IT warunek osiagany jest asymptotycznie

Axy —b—0



ADMM

Rozwazmy problem

{x,2: Ar?ii—lr—]Bz:C} f(X) + g(Z)

f,g wypukte
£,(x,2,1) = £(x) + 8(2) + 1" (Ax+ Bz — ¢) + £ | Ax + Bz — ||

Algorytm
Q@ xi1 = argmin, L,(x, zk, fik)
Q 741 = argmin, L,(Xi41,2, fik)
Q k1 = px + p(Axks1 + Bzgyg —¢)
Uwagi
o Kroki 2 i 3 mozna zastapié¢ przez rozwiazanie numeryczne.

o Algorytm jest zbiezny jezeli Lo ma punkt przegiecia.



ADMM dla LASSO

Problem 1
min =[[Y — XB[]% + A

mozna zapisaé¢ jako
i SIY — Xl + Al
min  —|Y — z||1
{B2: B=2} 2

oraz
1
Lo(B,2,10) = IV = XBI? + Alally + 67(5 — 2) + £16 — 2]

ADMM
@ i1 = (XTX+pl) M (XTY — puc + pz)
Q 71 = pfOX%HZ”l(ﬁkH + o) =
sign(BGict1 + 5)(|Bicrr + el = 2)+
Q fict1 = p + p(Brt1 — Zk+1)



ADMM dla optymalizacji z ograniczeniami wypuktymi I
Problem:
min f(x)
xeK

f- wypukla, K domkniety wypukly podzbiér RY.

min £(x) + 1 (2)

gdzie
1 zeK
li(z) =
4o z€K
L2, 1) = £(x) + 1(2) + 1" (x = 2) + Sl x — 2]
ADMM

Q@ xi41 = argminy L,(x, 2k, fik)
Q 741 = Mic(xkq1 + %Mk)
Q 1 = pi + p(Xt1 — Zi1)



ADMM dla optymalizacji z ograniczeniami wypuktymi
I1

Jezeli f funkcja kwadratowa czyli

1
f(x) = §XTPX +qtx+r
to
arg min L,(x, 7k, pu)) = (P + pI) ™' (pmic — q — pux)
X
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@ Optymalizacja
o Wstep
o Metody gradientowe
e Algorytm Newtona-Raphsona
o Iterowane wazone najmniejsze kwadraty
@ Proximal gradient
e ADMM

o Expectation Maximization



Mieszanka rozktadéw gaussowskich
Niech Y1,..., Yy, beda zmiennymi losowymi o rozktadzie

k
f@(Y) = Z ai¢ui,0i(y)7 0= (ai7 Mi, O’i)%{zl
i=1

0.44

0.3

v 0.24

0.14

0.0

Jak obliczy¢ estymator 07



Mieszanka jako model z brakujacymi danymi

Rozwazmy pare¢ (X,Y) o rozkladzie
PX=i)=a;, Y[X=1i~N(u,0?)

Wéwczas rozklad brzegowy Y ma gestosé

k
fG(Y) = Z Qi o (y)
i=1



Expectation Maximization I

Rozklad taczny
f,g(X, Y)

Obserwujemy Y z rozktadu brzegowego

fo(y) = [ folx v)dx
Chcemy policzyé MLE

argmax((0),  ((0) = log(f(0)(v))

Wprowadzmy funkcje pomocnicza

Q0. 9) = [ log(ta(x.y))is (xly)dx = Eg(log(fo(X. V))IY)



Expectation Maximization II

Krok Expectation:

Q(0,60) = Eg, (log(fy(X, Y))[Y)

Krok Maximization:

Ox+1 = argmax Q(6, Ox)
0



Wiasnosci funkeji Q

Oznaczmy przez

H(0, 9) / log (£ (xly)) £ (x|y)dx

Q@ Q(0,9) = €(0) — H(8,7)
Q 6(9) - 6(19) > Q(@,’ﬂ) - Q(’&, 79)
@ VyQ(O,9)]g=0 = V()

Powyzsze wlasnosci wynikaja z faktu, ze

H(0.9) ~ H(2.9) = — [ 1og(fa(xly))ia(xly) + — [ log(fs(x[y))fo(xly)

/| (129(’ ) (xly)dx > 0




EM dla rodziny wykladnicze]

Niech
fo(x,y) = exp{0"S(x,y) — b(0)}

Zatem

Q(8,9) = Ey(log(fo(X, Y))|Y) = 6T Eg(S(X, Y)Y) — b(6)



EM dla mieszanek [

Y1,..., Yy z rozktadu

K
fo(y) =D s (v)
i=1

Laczny rozklad P(Xj = 1) = ai, fp(yjlxj = 1) = dp;.0:(¥j)

n k
fo(v.%) = [T T[[as6p0, ()] 05

j=1i=1
Zatem

n k

Q(O, 9/ = Z ZE =1 ‘Y = YJ)[|0g(a1) + |°g(¢u1 UI(YJ))]

j=1i=1



EM dla mieszanek 11

Oznaczmy przez
wij = Eg (1(Xj = 1)|Yj = yj) = Por(Xj = i|Yj = y;j) Ze wzoru

Bayesa mamy
&t o1 (Vi)

Wij = " ;
>ic1 ai@%{,a;(}’j)

Stad
n k
Q8,0 = ZZWU[Iog i) + log(dp; 0, (vi))]
j=1li=1

Maksymalizacja po a:
Chcemy zmaksymalizowaé Q(6, 6') wzgledem « przy
ograniczeniu Y a; = 1. Lagrangian dla tego problemu to

k

n k
=22 wilog(ag) = A a5 1)

j=1li=1 i=1



EM dla mieszanek II1

Stad
OL(a, A) _ Zj:l Wij A=0
8aj O[j
Czyli
NEEDY S
' n

Maksymalizacja po i o2

j=1li=1
Og _ Vi T M 0
o Vog2

To



EM dla mieszanek IV

oraz (1 = 0?)

Czyli

_ X Wiy — )’

21 Wi



Podsumowanie EM dla mieszanek gaussowskich

Krok E:

e _ Oéi[t]%gt]pi[t] ()

jj Tk t
2im1 041[ ]¢#[t1701t] (v3)

Krok M:

n 1
[+1] _ =1 wht!

! n
[t+1] _ =1 Wi[-tH]yJ'
1 31:1 Wi[jtﬂ]
NERTEDY SR il

n_[t+]]
2j=1 Wi



EM dla wielowymiarowych gaussowskich

Krok E: .
"¢, 710 (v)

wlitll
ij Tk t
Zi:l Oé!: ] ¢‘u“[t]7z[t] (YJ)

Krok M:
n
[t+1] _ &
i bl
sl ) Wi[jtﬂ]( - “i[t;izl(yi _ ey
=1 Wij

Uwagi: Estymowanie k macierzy kowariancji jest trudne ( szczegdlnie
dla wigkszego wymiaru). W takiej sytuacji najczesciej zaklada sie, ze
macierz kowariancji jest wspoélna dla wszystkich rozkladow lub
zaklada sig szczegélna postaé macierzy kowariancji: ¥; = o, ;
diagonalna, itp.



EM jako proximal algorytm

Algorytm EM mozna zapisa¢ w postaci
Ox+1 = argmax Q(6, Ox)
0

Poniewaz

Q(0, 6) + H(0x, i) = £(0) — KL(fo, (x]y)llfa (x]y))

Czyli EM réownowaznie mozna zapisa¢ jako

1 = argemin{—fw) + KL(f, (x[y)[fa (x[y)) }



Podsumowanie 1

@ Spadek po gradiencie
©® Wymaga obliczania tylko gradinetu, koszt kroku O(dn)
® Dla funkcji wypuktych i L gtadkich tempo zbieznosci
O(k™1)
® Przyspieszenie Nesterova poprawia tempo zbieznosci do
O(k2)
@ Algorytm Newtona-Raphsona
©® Wymaga obliczania odwrotnosci hessianu, koszt kroku
O(d?n).
® Lokalna kwadratowa zbieznosé¢, wrazliwy na punkt startowy.
® W przypadku GLM, mozna zapisaé¢ jako iterowane wazone
najmniejsze kwadraty.

@ Proximal gradient
@ Pozwala oblicza¢ funkcje niegtadkie o ile obliczenie kroku
jest mozliwe.
@ Takie same tempo zbieznosci co spadek po gradiencie.
Istnieje przypsieszenie Nesterova.



Podsumowanie 11

© ADMM

® Roéwniez pozwala na niegtadkie funkcje.
® Czesto szybszy od proximal gradient w szczegélnosci gdy
poszczegdlne kroki mozna wyznaczy¢ analitycznie.

@ EM
@ Pozwala efektywnie oblicza¢ estymatory dla modeli z
ukrytymi zmiennymi (brakujacymi danymi).
0 Krok E polega na imputacji ukrytych zmiennych.

® EM jest monotoniczny. Dla funckji wypuklych zbiega nie
wolniej niz spadek po gradiencie.
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© Ukryte modele Markowa
@ Dyskretne modele Markowa
@ Obliczanie prawdopodobienstwa obserwacji
o Forward Backward
e Algorytm Viterbiego
o Algorytm FFBS
e Algorytm Bauma-Welcha
@ Modele gaussowskie i filtr Kalmana



Lancuchy Markowa

S - dyskretna przestrzen stanow

Definicja

Ciag zmiennych losowych Xi,...,X,,... jest tancuchem
Markowa wtedy i tylko wtedy gdy

P(Xy = si|Xx—1 = sk—1, Xk—2, ... X1) = P(Xx = si|Xk_1 = sk_1)
tancuch Markowa jest jednorodny jezeli

P(Xk = Sk|Xk_1 = Sk—l) = ]P(XQ = Sk|X1 = Sk—l)-



Macierz przejscia

P(Xyy1 = 1| Xk = j) = Px(j, 1)

o Jesdli tancuch jest jednorodny to dla kazdego k Py = P
Yies Px(ji) =1
o Jezeli Xy ~ v to

X1 ~ vPy
°
E(f(Xk+11Xk = 5) = (Pkf)(s)
o Rownanie Chapmana - Kolmogorowa

P(Xit2 Xk =8) = Y P(Xper2 [ Xip1 = 8)P(Xi1 = ' Xy = s)

S/



13 2/3 0
0 2/3 1/3
P A

0 1/3 0
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Lancuchy Markowa na ciggtej przestrzeni stanow

Jadro przejscia

P(Xy41 € dy|Xk = x) = Py(x,dy)

e P(x,) - miara probabilistyczna
e P(:,A) - funkcja mierzalna

pP(dy) = / P(x, dy)p(dx)

PEG) = [ £(r)P(x, dy) = E((X2)X1 = %)



Przyktady

@ Proces autoregresji
Xit1 = pXg + Zx

e Niech Y = pXi + Zx i z prawdopodobienstwem a(Xy,Y)
Xk+1 = Y z pozostalym prawdopodobienstwem Xy = Xk



Ukryte modele Markowa

@ Policzyé¢ prawdopodobienstwo obserwacji
© Jak znalez¢ najbardziej prawdopodobna ukryta trajektorie?
@ Jak generowac ukryta trajektorie?

@ Jak wyestymowaé parametry modelu?



Ukryte modele Markowa

P(Xikt1 = i Xx = j) = p(j, 1)
P(Yy = y|Xx =j) = g(,y)
P(X; =x) = q(x)

) =
) =

o Rozktad taczny

P(Xyr =x11, Yir = yi:1) = a(x1)g(x1,¥1)
T
T e yidp(xie—1, )]
k=2

e Rozklad wygladzania (smoohting)
P(Xyx = xi, Yi.T = y1.1)
(Xx = xx|Y1.T = y11) PY 1 = yim)

e Rozklad filtru (filtering)

]P)(XT = XT, Yir = y1:T)
IP)le:T — yl:T)

P(Xt =x7|Yir =yi.1) =
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© Ukryte modele Markowa
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@ Obliczanie prawdopodobienstwa obserwacji
o Forward Backward
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Obliczanie prawdopodobienstwa obserwacji

P(iflff ::§WJT) ::jg:]P(S{LTT:: y1ffa)<L17:: lef)

X1:T

Oznaczmy przez
at(k) ::]P()(t:: k73{1m = Y1m)

Wéwezas
P(YiT =yuT) = ZaT(k)
k

oraz

a1(k) = q(k)g(k, y1)
ai(k) =P(Xy =k, Yi.r = y11)

= ZP(thl =1LXy =k Yir =y11)

1
= Z as—1(Dp(L, k)g(k, yt)
1



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczng i N - niesymetryczng z
prawdopodobienstwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposéb
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z
prawdopodobienstwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych
rzutow.

0,0,0,R



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczng i N - niesymetryczng z
prawdopodobiefistwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposob
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z

prawdopodobiefistwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych

rzutéw.
0,0,0,R
| o | as | g o |
S | 0,25 | 0,1475 | 0,094225 | 0,06214475
N| 04 | 0,284 | 0,19444 0,0328751

P(0,0,0,R) = 0,095
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Forward Backward 1

x; = argmaxP(X¢ = x¢|Y1.7 = y1.7)

Xt

Réwnowaznie

x; = argmaxP(Xy = x¢, Y11 = y1.17)
Xt

Oznaczmy przez
Be(k) = P(Yer11|Xe = k), Br(k) =1

Wéwcezas

P(X¢ =x¢, Yir = y1.17) = P(X¢ = x¢, Y1t = y1:0)P(Yis1.7| Xt = x)
= a4 (x)Be(x)



Forward Backward 11

Dodatkowo

Bi(k) = P(Yeqrr|Xe = k)
=Y P(Yerrr, X1 =1X; =k)
1

=Y P(Xir1 =1Xy = K)P(Yerom, Xy = DP(Yis1[Xis1 =1)
1

= pk, g, yir1)Ber1(1)
1



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczng i N - niesymetryczng z
prawdopodobienstwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposéb
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z
prawdopodobienstwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych
rzutow.

0,0,0,R



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczna i N - niesymetryczng z
prawdopodobienstwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposéb
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z

prawdopodobienstwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych

rzutéw.
0,0,0,R
o | o |
S | 0,25 | 0,1475 | 0,094225 | 0,06214475
N| 04 | 0,284 0,19444 | 0,0328751
L B | B | B3 | B

S | 0,128321 | 0,21315 | 0,41 | 1
N | 0.157349 | 0,2239 | 0,29 | 1
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Algorytm Viterbiego

x1.p = argmaxP(Xy.r = x1.7| Y11 = yi.1)
X1:T

Wystarczy

*
x1.p = arg maxP(Xy.1 = xp.1, YT = ¥1.7)
X1:T

Zdefiniujmy:

vi(j) =P(X1 =j, Y1 =y1) = a(j)g(i, y1)
vi(j) = thaj(l)lp(xlz(t—l) = X1y(t—1)> Xt = J, Y1:t = Y1:t)

Vi(j) = arg maXP(Xlz(t—l) = X1:(t-1), Xt = Js Y1t = Y1)
X1:(t—1)
Przy tych oznaczeniach jesli j* = arg max; vr(j) to
X>{:T = [\UT(J*)7J*]
Obliczanie vy

vi(3) = & ) maxve1 (K)p(k. )]



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczng i N - niesymetryczng z
prawdopodobienstwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposéb
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z
prawdopodobienstwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych
rzutow.

0,0,0,R



Przyktad

Mamy dwie monety S -symetryczna i N - niesymetryczna z
prawdopodobienstwem O = 0.8. Rzucajacy moze w sposéb
niezuwazalny dla nas podmieni¢ monete, robi to z
prawdopodobienstwem 0.3. Obserwujemy wyniki kolejnych
rzutow.

0,0,0,R

N,N,N,S
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Forward Filtering Backward Sampling

Cel: Generowanie Xy.7|Y1.
Przypomnijmy, ze

a(j) = P(Xe =j, Y14 = y1:t)

Stad
ar(x)
P(Xt =x|Y11) = =~
( Yr) > ar(j)
oraz
P(X¢—1|X¢, Yiit) o< P(Xg—1, Xe, Yiet)
gdzie

P(Xt—la Xta Yl:t)
= -1 (Xe—1)P(Xe| Xe—1, Y1:t—1)P( Y| Xe, Xe—1, Y1:6-1)
X Oét—lp(Xt—h Xt)
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Algorytm Bauma-Welcha I

0= [Q(J)> p(ihj)’ g(Ja Y)]

I chcemy znalezc
argmaxP(Y1.1)
0

Algorytm EM

Excpectation:

T
P(X1.r, Yir) = a(xa)g(xs, y1) [ [ pGre-1, x0)g(xt, vt)

t=2
=TT aG) =) TT [ (i, §) e e r=ixe=)
j i

X H H g(j, Y)Z;l;l L(xe=j)1(yt=y)
iy



Algorytm Bauma-Welcha 11

Stad

Q(0,0") = ZPG’(XI = j|Y1.1) log(a(j))

T
+ Z Z [Z Pgl(Xt_l = i, Xt, = le:T)‘| |Og(p(1,J))
iy Lt=2
T
+Y Y [Z 1(ys = y)Py(X; = j’Yl:T)‘| log(g(i,¥))
Yy oj t=1

Ponadto

%) =P(Xy = j[Yir) = %



Algorytm Bauma-Welcha ITI

oraz

&(i,j) = P(Xe—1 =1, X =j|Y11)
=P(X¢—1 = i[Y1.1)P(Xy = j[X¢—1 =1, Yir)
o1 ()P(Xe =, Yer|Xeo1 = 1)
B P(Y¢.7|Xe—1 =1)
_ ()P =XK1 = DPYXs = ))P(Yeprr| X =)

Bi—1(1)
e (p(id)el ) 0)
Bi—1(i)




Algorytm Bauma-Welcha IV

Maximization:

max Z 7(j) log(q

maXZZZ& i,j)log(p(i,j)),

th2

maxZZZlyt—y% j) log(g(,v)),

y t=1



Algorytm Bauma-Welcha V

Czyli
Ao 71(0)
)= Zj 71(j)
sy = Zima &)
PI) = ST i)

A3 o) Yo Wye = y)n()
L e




3.36pt

© Ukryte modele Markowa
@ Dyskretne modele Markowa
@ Obliczanie prawdopodobienstwa obserwacji
o Forward Backward
e Algorytm Viterbiego
o Algorytm FFBS
e Algorytm Bauma-Welcha
e Modele gaussowskie i filtr Kalmana



Linear state space model

Xx = FiXk—1 + Byug + wy
Y = Hy Xy + vk

wi ~ N(0,Qx), vi ~ N(0,Rx), Xy ~ N(no,Zo)

Rozktad filtracji i predykeji

P(xit1[Yix) ~ N(Kicp 1o Tipap)s - PEk[ Vi) ~ N, Tge)



Stwierdzenie
Niech X ~ N(px, Xx), V ~ N(0, V) niezalezne oraz

Y = HX +V
Wéwczas
E[X|Y] = E[X] + Cov(X,Y)Cov(Y) (Y — E[Y])
= i+ IxHT [HEHT + 5] (Y~ Hyux)
oraz
Cov(X|Y) = Cov(X — E[X[Y]) = E[(X — E[X[Y])X"]
— ¥y — ¥xHT [HZXHT 4 zv} “Hyy



Dowdd:
Oznaczmy prawa strone przez X i mamy

X — X =X — E[X] + Cov(X, Y)Cov(Y) (Y — E[Y])
Stad
Cov(X —X,Y) = Cov(X,Y) — Cov(X, Y)Cov(Y)*Cov(Y) = 0

Czyli X — X sa niezaleine oraz X jest mierzalny wzgledem o(Y)
czyli

E(X[Y)=EX -X+X[Y)=EX-X)+X=X
7 definicji warunkowej wariancji

Cov(X|Y) = E(X-X)(X-X)T|Y) = E(X-X)(X-X)T) = Cov(X-X)

oraz



Filtr Kalmana
Inicjalizacja:

Predykcja:

Xno = Ho
2i0=20

)A(k\kq = Fkaq\kq + Bruxk
i1 = FrD i1 Fy 4 Qu

Filtracja:

Inowacja
Wariancja inowacji
Przyrost Kalmana

Filtr

Wariancja filtru

Vi = Yi — Xy
Sk = Ri + Hi Xy Hy
Ki = Ty Hy St

Xk\k = X1 + Ki Yy

Yk = Tipk—1 — KiHiX e



Wygtadzanie I

Chcemy policzy¢ rozklad Xy wiedzac, ze
Xit1j1 ~ N(Xi1)15 Licy1jT) Zauwazmy, ze

E(Xk|Y1.1) = E[E(Xk|Xkt1, Y1) [Y11]
Cov(Xk|Y1.1) = E[Cov((Xk|Xkt1, Y1) Yi.1]
+ Cov[E((Xk|Xk+1, Y1:x))|Yi.1]

Czyli trzeba policzy¢ rozktad Xy|Xki1, Y1k

E[Xu, Xic1] Y1 = Koo Xy 1] ©

PRI NN 2

Cov([Xy, Xier1| Y14 ™) =
([ X, Xier1 Y1k ) SFL S



Wygtadzanie 11

Lemat
Jesli
A N[ (M 11 2ot
Zo pe ) P \X3 Yoo
to

Z1|Zo ~ N (1 + 105 (Zo — p12), L11 — T21%55 X37)
Stad

X[ Xt 15 Y ~ N + Lie(Xirr — Ky 1) e — Lkzk+1|k )

Ly = Zk|ka+lzk+1\k



Wygtadzanie 111

Czyli
Xt = X + LK1t — K )
Tir = Tk — Lkz;jllkLE + L Xy 1Ly
= T + Lie(Tierrr — Ternp) L



Rauch—Tung—Striebel

Ly = Zk\kFE+121:+11|k
Kigr = Xigie + LKy — K1)

T = T + Li(Ciernpr — Tiepap) L



EM dla liniowych modeli

Xy = FXx_1 + wy
Y = HXy + vi

Wi ~ N(07 Q)a Vk ~ N(O) R)7 Xl ~ N(MO) ZO)
Chcemy estymowac¢ F,H, Q, R



Log wiarygodnosé

L(F, H, Q, R)
T
1 1 TH—1
= E —Elog(\Q\)—g(Xk—kafl) Q7 "(xx — Fxg_1)
k=2
T
1 1 Te—1
+ E —§|°g(‘R|)—5(Yk—HXk) R™ (v — Hxy)
k=1
T
T-1 1 . T
= log(|Q| )—Etr Q E (xk — Fxp—1)(xx — Fxx—1)
k=2
T
T 1 1 1 T
+5log(\R| )—5“ R (v — Hxi)(yx — Hxy)
k=1
T
_T-1 —1 1 1 T T T T T T
= log(|Q| )75tr Q xkXy +FFxp_1x 1 F7 —xpex (F7 = Fxp_1x)0
k=2
T

T —1 1 —1§ T T T T T T
+5Iog(\R| )75tr R [ykyk + Hxpx HY — yrx H 7kayk]

k=1



Expectation

E(xk[Y1:7) = Xk|T
E(acxy [Yir) = XigrXigr + e
E(xicxi 1 [ Y1) = E(xuxy X1, Yiad)[Yir)
= E[()A(k\k + L (xXx41 — )A(k+1|k))XE+1|Y1:T]
= XXy 17 + Li (Zk+1|T + Kigayr — Xk+1|K)XE+1\T)



Maximization 1

Potrzebne fakty:

oxT Ax
ox

=xT(AT + A)

OBTAB

_pTAT
= = BT(AT +A)

Otr(AB)  Otr(BA)  otr(BTAT) BT
oA OA O0A

Otr(ABAT)

A =2AB

9 log(|Al)

=A"T
0A



Maximization II

Maksymalizacja po F

By T T
B = Zkagleil —F Zxk,lnglel =0
k=2 k=2

Czyli
-1

T T
T T
F = E XkXk_1 < E Xk1Xk1>
k=2 k=2



Maximization III

Maksymalizacja po H

ov

T T
I Z xkyi R™! — H Z xxp R =0
k=1

= k=1

Czyli
-1

T T
HoS st (z )
k=1 k=1



Maximization IV

Maksymalizacja po Q

o _T-1.
oQ~1 2
1 (& T
9 {Z [XkXE + FXk—1XE—1FT — kag_lFT — ka_lxk} }
k=2
Czyli
1 T
Q= T_1 {Z {XkXE + FXk—IXE—lFT — XkXE_lFT — ka_lxg} }
k=2



Maximization V

Maksymalizacja po R

ol T
oRT 2N
, T
_ 3 {Z [ykyg + HXkXEHT — kaEHT - HXkY}T} }
k=1
Czyli

T
1
R— T { ) [ykyg + Hxpx HY — yxg HY — HXleH }
k=1
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Model bayesowski

W statystyce bayesowskiej zaktada sie, ze parametry rozkladu
sg zmiennymi losowymi

0 ~ m(0) rozklad a’priori.
Obserwacje przy znanym 6 maja rozktad
X ~p(X|f) wiarygodnosé.

Whnioskujemy o parametrach na podstawaie rozktadu 6 pod
warunkiem zaobserwowanego X

m(0|1X) = m(0)p(X16) x m(0)p(X]0) rozklad a’posteriori

— Jx m(0)p(x]0)dx




Przyktad 1

S liczba wyrzuconych ortéw w N rzutach moneta o
prawdopodobienstwie wyrzucenia orta 6.

p(8[0) oc 65(1 — )N 3
Zakladamy, ze rozklad a’priori jest rozkladem Beta(a, ) czyli
7(0) o #271(1 — )P~ L.

Stad
(6]S) oc H3T (1 — )N ST

czyli m(0]S) ~ Beta(S + a,N — S+ ).



Przyktad 2
2

Xi,..., Xy ~ N(p,0?), i - nieznane, o znane

(1) ~ N(m, v?)

Rozktad a’posteriori

m(p|Xy ..., Xy) x exp {—

2 2 Xv2 2
ocexp{—nv +o 2_|_2n v® +mo ,u}

Yhi(Xi—p)?  (p—m)? }

202 2v2

2v2g2 H 2v2Zo2

1nv? 4 o2 nXv? 4+ mo? 2
x &xp 2 v22 a nv? + o2

Czyli

nXv?2 + mo? vZg2
m(p Xy .., Xy) ~N (

nv2 4+ g2 'nv? 402



Przyktad 3

Xi,..., Xy ~ N(p, 1/7), p - znane, 7- nieznane

7(1) ~ Gamma(a, b)

Rozktad a’posteriori

X X — )2
(X1, Xa) o T 2 exp {_TW - Tb}
Do )2
o<7'a+n/2_1exp{_7— (Zl—l(};‘u) b>}

Czyli

N (X — )
2(7X1 ..., Xy) ~ Gamma <a+ n/2.b+ 2—1(2“)>



Estymatory bayesowskie I
Funkcja straty:
L(6,a)

Strata gdy pradziwa warto$¢ jest 6 a my przewidujemy a. L
wypukta, réwna 0 wtedy i tylko wtedy gdy 6 = a. Standardowo
uzywa sie kwadratowej funkeji straty (6 — a)?.

Ryzyko estymatora:

d(X) -estymator

:Aéummmmmmmm&

Ryzyko bayesowskie:

/L96 (6]X)d0



Estymatory bayesowskie II
Jezeli zminimalizujemy ryzyko bayesowskie to minimalizujemy
réwniez zwykle ryzyzko
R() = [ [ L(0.60)p(XI6)r(8)dXds
e JX
_ / / 1.(8, 5(X))m(6]X)d0p(X)dX
XJoe
_ / Rp (§(X))dX
X
Estymator bayesowski:
0 = arg min Rp(4(X))
1)
W przypadku kwadratowej funkcji straty

by = E(6]X)



Przyktady estymatoréw bayesowskich
Model Dwumianowy-Beta:
m(0]S) ~ Beta(S + o, N — S + 3)
A S+« S N « a+ i

0 = = —
P"Nta+8 NN+a+p8 a+B8N+ta+p
Model Normalny-Normalny:

n}_(v2 + mo? vZg?
X1...,Xy)~N
ﬂ-(:u‘ 1 ) n) < HV2—|-0'2 7HV2+0'2

nXvZ + mo? - nv2 o?
2 = X— 3 tm—j 2
nve 4+ o nv<4 4 o nvs 4+ o

Model Normalny-Gammy:

fip =

N (X, — )2
m(7|Xy1...,Xy) ~ Gamma <a+ n/2,b+ 11(2M)>

N a+n/2
T1 =
P by S (Xi — p)?/2




Obrobine bardziej ztozony model
Xi,..., Xy ~ N(p,1/7), p - nieznane, 7 -nieznane

m(p) ~ N(m,v?), 7(r) ~ Gamma(a,b)

i 7 niezalezne Rozklad a’posteriori

o, T|X .., Xy) o rAT/271

- {_TZ?—I(); —p)? (p Z—V;n)Q ~ Tb}

Czyli
a(p, 7Xy .. Xn) ~ 777, Fp =777 =777

Znamy 7(u, 7|X5 ..., X;,) z dokladnoscia do stalej normujacej



Hierarchiczny model bayesowski
Mamy k grup (np powiatéw), w j-tej grupie mamy Nj obserwacji
Xij, -+ Xnyj ~ Ny, 1/75)
Nastepnie
firs - - e~ N(p, 1/7)
T1,...,Tk ~ Gamma(a,b)
w17 odpowiadaja wartosci oczekiwanej i wariancji badanej
cechy w calym kraju. Sa to z reguly wartosci nieznane i na nie
réwniez nakladamy rozktady a’priori
it~ N(m, v?)
T ~ Gamma(a, \)

Rozktad a’posteriori

2
7T(,u]_,...,Hk,Tl,...,Tk,,U/,T’X,a,b,Oé,)\,HLV )OC
k

N;
II {H [P (Xl )] 7 (e, 7) e (731, b)} m(ufm, v2)m(7|a, A)

i=1 |i=1



Inne elementy wnioskowania bayesowskiego

Przedzialy ufnosci:
Szukamy najkrotszego przedziatu [0, 0] takiego, ze

PO [0,0]|X)=1-«
Prognozowanie:
2(X*X) = /@ p(X*(6)7(6[X)d8
Dla kwadratowej funkcji straty predykcja bayesowska

B(X*[X)



Problemy obliczeniowe

Potrzebujemy metod pozwalajacych:

e Aproksymowaé,/ generowaé z rozkladu 7(6|X) znanego z
doktadnoscia do stalej.

o Obliczaé calki wzgledem rozkladu jak powyzej.
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Proste Monte Carlo

Chcemy obliczy¢
1= /f(x)w(x)dx,
gdzie m gestosé prawdopodobienstwa. Czyli z MPWL

n

I:Eﬂx)z%§:ﬂx):ﬁm
i=1

gdzie Xq,...,X, ~iid,7
Wiasnosci esytomatora MC:
e El, =1
o Jedli Var(f(X;)) = o2 to



Przyktad oblicznie liczby «
Jedli X ~ Unif([0, 1] x [0,1]) to
T=4E1(X}+ X3 < 1)
Jedli X1, ... X0 ~ Unif([O 1] x [0,1]) to

21 ((X1)? + (X3)? <

E 30 \—r‘
25
20
1000 10000 1e405 1e406
1e-02 \




Rejection Sampling I

Chcemy wylosowaé zmienna losows o gestosci f, ale potrafimy
generowadé z g oraz wiemy, ze

f(x) < Mg(x)

Algorytm:
QO Y~g

@ U ~ Unif([0, 1])

@ Jesli U < % to zwracamy Y w.p.p wracamy do kroku 1

Poprawnosé: Niech Zi = (Ui, Y;) , A = {(y,u): u < 1\/?5}(72/)}7
N =min{n: Z; € A}

Woéwcezas N i Zy sa niezalezne oraz

P(Zn € B)=P(Z € B|Z€ A)



Rejection Sampling 11
Obliczmy najpierw
P(N=n)=P(Z1 ¢ A,...,Zn1 € A, Zy € A) =" 'p,
gdzie p = P(Z; € A) oraz q = 1 — p Teraz
P(N=n,Zy € B)=P(Z, ¢ A,...,Zo1 ¢ A, Zy € ANB)
P(Z, € ANB)

=P ¢ A)IP(Zy € B)—p oy

Teraz wystarczy obliczy¢

Jo Jo ) gy)dudy _ fy £(v)dy
P(Y € B|Z€ A) = [ HOEGT y(yandy S )y

Oczekiwana liczba krokow algorytmu:

—P(zier)= [ f

Mg(y)g(y)dy =M

Stad
EN =M



Przyktad

Chcemy generowaé z X rozkladu gaussowskiego N(0, 1) ucietego
do odcinka [3,4] czyli

- 2
J5 exp(—x2/2)

I korzystamy z dwoch gestosci pomocniczych g1 gestosé N(0, 1)
i go oc xexp(—x2/2)1(x € [3,4]) W pierszym przypadku do
wygenerowania prébki dtugosci 100 potrzeba 73936 zmiennych z
rozktadu g; natomiast dla gy wystarczyto 303 zmiennych.

1(x € [3,4])



Wtasnosci rejection sampling

o Jesli potrafimy dobrze, przyblizy¢ globalnie gestosé to
algorytm jest efektywny.
o Generuje probke i.i.d

o W przypadku uzycia do obliczania catek “marnujemy’
znaczng czes¢ wygenerowanych zmiennych losowych.



Importance sampling

Chcemy obliczy¢
T— / F(x)p(x)dx

p gestosé rozktadu. Dysponujemy prébka Xy, ..., X, i.i.d z
rozkladu q. Zauwazmy, ze

1= [ 1p(e)dx = [ 1002 a0) = Ef (X))

gdzie w = g.

s = L3 rxw(x)



Wtasnoséci IS

o E(lig) =1
o Var(ljs) = Yara(fCOw()

o Wymaga znajomosci statej normujacej f



Samonormujacy IS

Zauwazmy, ze

Eq(w(X)) =1
Zastapmy n przez estymator i = > ;1 ; w(Xj). Czyli

o = 2l (K)wXi)
2t w(Xi)
Teraz w wystepuje w liczniku i mianowniku.
o E(Tis) # 1T ale limy oo EIlg =1
o Var(Tis) = O(1/n)
o Mozna stosowaé do gestosci znanej z doktadno$cia do statej
normujace;j.



Efektywnosé¢ IF

Proste MC )

MSE(D) = &

n

Dla IS ~ .
MSE(Trs) =

Effective Sample Size

Dla jakiej dlugosci prébki i.i.d. dostaniemy ten sam btad co
nasz estymator. Dla IS ESS przybliza sie nastepujaco:
Traktujemy wagi w; = w(X;) jako deterministyczne wéwczas
wariancja estymatora IS jest postaci

w}
(ZWi)zVarq(f(Xi))
I ESS definiujemy jako
ESS — (Z Wi)2




Przyktad
Y ~ N(0.1,0.2%14) i chcemy obliczy¢

1 d
= aZEYi =0.1
i=1

Bedziemy korzystaé z (samonormujacy) IS z rozkladem

011 .
L |

5 T

E 0.09 metoda

< L
0.07
0.05

2 i 1b 50
pl"OpOZYCJl (0,0.2°I4). ¢

metoda
mis1
mis2

[ - g G =

i
it
N
»

?

53/209



Wtasnoséci IS

o Wykorzystuje cala prébke do estymacji.
o Wrazliwa na dobér rozkltadu pomocniczego. Trzeba dobrze
przyblizyé rozklad globalnie.

e Nie wymaga znajomosci stalej normujacej



MCMC

Wada standardowych MC jest to, ze kolejne iteracje niezaleza
od poprzednich. Co powoduje, ze kazdy krok musi by¢

dopasowany globalnie do rozkladu. Chcielibysmy eksplorowac
rozktad lokalnie, np. w okolicy wyniku z poprzedniego kroku.

MCMC:

Chcemy wygenerowaé ergodyczny tancuch Markowa X, ..., Xy,
o rozktadzie stacjonarnym w. Wéwczas na podstawie MPWL
dla tancuchéw Markowa otrzymujemy

I_/f dXNfo

7 uwagi na to, ze asymptotycznie mamy wtasciwy rozklad to
stosuje sie “burn-in” time

n—+ng

Z f(X

1 no+1



Rozktad stacjonarny i odwracalnosc I

Lancuh Markowa z jadrem przejécia P(x, dy) ma rozklad
stacjonarny 7 wtedy i tylko wtedy gdy

m(A) = /XP(X,A)W(X)dX = 7P.

Lancuch Markowa z jadrem przejscia P(x, dy) jest odwracalny
wzgledem 7 wtedy i tylko wtedy gdy

/A><B P(x, dy)r(x)dx = /AXBP(y,dX)ﬂ(y)dy

lub w skrécie

P(x, dy)m(dx) = P(y, dx)7(dy)



Rozktad stacjonarny i odwracalnos¢ 11

Lancuch Markowa jest odwracalny wzgledem m = 7 jest
rozktadem stacjonarnym

7P(A) = / P(x, A)r(x)dx = / /A 7(x)P(x, dy)dx
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Algorytm Metropolisa-Hastingsa

e Q(x,dy) jadro przejscia o gestosci q(x,y)
o 7 rozklad docelowy
Algorytm MH
@ Generujemy Y ~ Q(Xy, )
@ Obliczamy prawdopodobiefistwo akceptacji a(Xy,Y) gdzie

7(y)a(y, x)

m(x)a(x,y) M

OZ(X, Y) =

Xorn = Y  z prawdopodobienstwem a(X,,Y)
T Xy, z prawdopodobienstwem 1 — «(X,,Y)



Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Algorytm MH generuje taficuch Markowa odwracalny wzgledem
m Czyli

Puu(x, y)7m(x) = Puu(y, x)7(y)
Jesli x #y to
PMH(Xv Y) = O‘(X7 Y)Q(X7 y)

Zalézmy, ze a(x,y) < 1 czyli a(x,y) = :Ei;gg;‘% to a(y,x) =1

(drugi przypadek symetryczny)

Py (x, y)7(x) = ax, y)a(x, y)m(x) = 7(y)aly, x)
= 7(y)a(y, x)a(y, x) = Pya(y, x)7(y)



Przyktady MH I

e Random Walk Metropolis q(x,y) = q(|x — y|) np

Q(x,dy) ~ N(x, X) wéwczas

m(y)

alx,y) = < A1

m(x)

e Independent MH q(x,y) = q(y)

m(y)a(x)

alxy) = m(x)a(y)

Al




Przyktady MH II
o Metropolis Adjusted Langevin Algorithm
dX; = Vlog(m(Xy))dt + vV2dW,
Dyskretyzacja Eulera- Maruyamy
Xii1 = Xk + 7V log(m(Xk)) + V27 Z,

gdzie Zy ~ N(0,I).

MALA
Y = Xy + 7V log(m(Xyk)) + v27Z
oraz
alx,y) = T(y)o(aiy +7Vlog(n(y))i2rl)

m(x)o(y; x + 7V log(m(x)); 271)



Przyktad
X, idd N(g, 1/7),
() ~ N(0,10),

X1, ...

7(7) ~ Gamma(1, 1)

04

02

02
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Probnik Gibbsa I
Maty krok prébnika Gibbsa:

Xi ~ W(Xi‘X_i)

Oznaczmy przez Pi(x,dy) jego jadro przejscia, jego gestosé

m(yilx—i) jedlix =y
pi(x,y) =
0 W p.p.

Systematic Scan
Wykonujemy kroki P; w ustalonej kolejnosci czyli np.

X}~ 7(X2Y)
X5~ ()X X5 X

Xp o~ (XL X X XS



Prébnik Gibbsa 11

Random Scan
W kazdym kroku losujemy wspétrzedna ktoéra ma byé
zmieniaona

@ Losujemy j ~ Unif{l,...,d}
2]

n n—1
X§ o~ ([ XZ)
p=Xph dlak#j



Poprawnos¢ probnika Gibbsa 1

Maty krok prébnika Gibbsa jest odwracalny. Dla x_; = y_;

Pi(x, y)m(x) = 7(yilx—i)m(xi, x-i)
_ 7y, xoi)m(ilx i)
m(x_i)
_ mly, y—i)m(xily—i)
m(y—i)
= m(xi|y—i)7(yi, y-i) = Pi(y, )7 (y)




Poprawnos¢ probnika Gibbsa 11

Prébnik Gibbsa z losowym wyborem wspotrzednych jest
odwracalny.

Prs(x,y) = ZP(XY x)

Kazdy z P; odwracalny to kombinacja wypukla jest odwracalna.
Prébnik Gibbsa z deterministycznym wyborem wspoétrzednych
jest nieodwracalny a zachowuje rozklad stacjonarny.

Pss(x,y) =
Pi((x1- -y xa), (y1, X2, -+ -, Xa)) -+
Pi((y1s-- -, ¥imtsXis -+, Xa), (V15 -5 Vi Xip1, -+ Xd))
Pa((yds---»¥d-1,%a), (y1,---,¥a))



Poprawnos¢ probnika Gibbsa 111

.....



Przyktad 1

o, TIX1 .., Xy) o 72 F/21

o {_TZ?zl(Xi —p)?  (p-m)* Tb}

2 2v2

Pelne rozktady warunkowe:

nXv2 4 mr—! vl
X1...,X,) ~N )
m(plr, X -, Xa) < nv2 4+ 771 "nv2 471

DXy — p)?
(7], X1 ..., Xy) ~ Gamma <a+n/2,w+b>



Probnik Gibbsa dla modelu hierarchicznego

2
ﬂ—(:ulv"'7,“1(77_17"-7Tk7,u'77_’X7a7b7047)‘7m7V )(X
k (N

T3 T 00l )1 s, 7l ) § e, ), )

Pelne rozklady warunkowe:

Nj)zj7'71 +/,t7'j71 7'717';1
L O ko T Ths Ty by » X1 ooy Xn) ~ N —T —
N‘j7'71 + 7. Nj‘f‘71 + 7.
J J
N:
Zi—Jl(Xij - m)?
(Tl Py Ty oy X1 ..., X)) ~ Gamma a+Nj/2,7f+b
x x N k[l,v2 +mr~! vZr—1
(|, ., Ty M1y i, Ty X1 e X)) ~ P B wa i S

2

k
Zizl(#i - n)? N A)

(7|71, Tho MLy e s sy X1 - .., Xpn) ~ Gamma <a+k/2,



Metropolis wewnatrz Gibbsa

Prébnik Gibbsa sktada sie z matych krokéw postaci
Pi(x, dy) = 7(dy;|x—;).

Moze sie zdarzy¢, ze generowanie z jednego (wielu) rozktadow
warunkowych 7(+|x_;) jest trudne. Wéwczas krok P; mozna
zastapi¢ krokiem Metropolisa Hastingsa o rozktadzie
docelowym 7(-|x_).
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Potrzebujemy nastepujacych wlasnosci tancuchéw Markowa
e Ergodycznosé P(X, € A|X; =x) — 7(A)
e Prawo wielkich liczb I, = Ly £(Xi) — wf

e Centralne twierdzenie graniczne y/n(I, — nf) — N(0,02)



Ergodycznos¢ dla skonczonej przestrzeni stanéw

TWIERDZENIE

Jesli tancuch Markowa o rozkladzie stacjonarnym 7 jest
nieprzywiedlny i nieokresowy to jest ergodyczny.



m-nieprzywiedlnosc

Definicja
Lancuch Markowa nazywamy m-nieprzywiedlnym, jezeli dla
kazdego zbioru A, takim ze w(A) > 0, oraz dla kazdego x
istnieje n

P"(x,A) >0

Jedli tancuch Markowa jest m nieprzywiedlny to rozktad
stacjonarny jest wyznaczony jednoznacznie.



Ergodycznos¢ I

Definicja

Zbiér o nazywamy atomem jezeli m(«) > 0 oraz
Vx € a, P(x,A)=r(A).

Definicja
Dla miar probabilistycznych u, v odlegtoscia pelnego wahania
nazywamy

I = wllew = sup |u(A) = v(A)]
Jesli X~ p, Y ~vto

[p—v]ew <PX#Y)



Ergodycznos¢ 11
TWIERDZENIE

Jesli tancuch Markowa o rozkladzie stacjonarnym m jest w
nieprzywiedlny i nieokresowy to

P20, ) = 7()llew — 0

Dowdd:

Najpierw zal6zmy, ze tancuch posidada atom « oraz
zdefiniujmy pare lancuhéw Markowa X, Xpn: X; = x, Xq ~ 7.
Jezeli X, # Xa to tanicuchy generowane sg niezaleznie zgodnie z
P(x, dy), natomiast jesli X,, = X, to dalej trajektorie pozostaja
sklejone. Wowczas

”Pn(xv ) - 7r(')”tv < P(Xn # Xn) <1- P(Taxa < n)?

gdzie
Taxa = min{k > 1: Xy = Xy = a}.



Ergodycznos¢ 111
Z nieprzywiedlnosci i nieokresowosci P(Taxa < 1) — 1
Jezeli tancuch nie posiada atomu to konstruujemy sztuczny
atom:
Definicja

Zbiér C nazywamy malym zbiorem jezeli istnieje n takie, ze
P%(x,A) > pr(A), VvxeC

Konstrukcja rozszczepienia tancucha dla n = 1. Definiujemy
nowy tancuch Markowa Xy, [, na przestrzeni X x {0,1}

P(Xuy1 € AlXy =x,T, =0) = P(x,A) — r(A)1(x € C)

1-p1(xeC)
P(Xni1 € AlXy = x, [y = 1) = v(A)
P(rn+1 = 1|Xn+1 = X) = ,Bl(X S C)

Tak skonstruowany tancuch ma atom C x {1} oraz rozklad
brzegowy X, jest taki sam jak pierwotnego tancucha.



Prawo wielkich liczb I

TWIERDZENIE

Jesli tancuch Markowa z rozkladem stacjonarnym 7 jest
m-nieprzywiedlny oraz posiada atom « to

Ta—1
m(A) x E, Z 1(Xj € A),
k=1

gdzie
To = min{k > 1: Xy € a}

Dowéd dla a jednoelementowego



Prawo wielkich liczb 11

Oznaczmy przez v(A) prawa strone. Najpierw zalézmy, ze
Ana=10

Ta—1

VP(A) = /X Ea 3 1(X; € dx)P(x, A)
k=1
= i Po(Xk € dx, 74 > k)P(x,A)
X k=1

-y /XP“(X“ € dx, 7 > K)P(x, A)
k=1

M

Po(Xkt1 € A,7a > k+1)

w
I

1
A)

I
N
—~~



Prawo wielkich liczb I11

Ta—1
VP(a) = /X E, k; 1(X; € dx)P(x, )

= | > Pa(Xk € dx, 74 > k)P(x, )
Xy=1

— Z /XPQ(Xk € dx, 74 > k)P(x, @)



Prawo wielkich liczb IV
TWIERDZENIE

Jesli 7f istnieje oraz oraz tancuch jest m-nieprzywiedlny to
> k=1 £(X4)

== < > gaf, pn.
n

Niech Tj oznaczaja kolejne czasy powrotu do . Wowczas
kawalki trajektori pomiedzy koljenymi czasami T;

Te—1

() = D f(Xy)

k=Tk_1

sg niezalezne i z wyjatkiem pierwszej maja ten sam rozktad.
Niech

TN <0 < Tnmytr

Z PWL
T /k — v(X)



Prawo wielkich liczb V

7 twierdzenia o trzech ciggach

n

Dodatkowo jesli f > 0 to
N(n) n N(n)+1
D) <D (X)) < D Ek(h)
k=1 i=1 k=1

Ponownie z twierdzenia o trzech ciagach i PWL dla i.i.d

Zﬁ:lf(xi)_) vE




Centralne twierdzenie graniczne I

Centralne twierdzenie graniczne réwniez mozna dowodzié
technika regeneracyjna. Jednak w tym przypadku, zalozenia
oraz postaé¢ asymptotycznej wariancji tatwiej wyjasnié
korzystajac z techniki martyngatowej.

Roéwnanie Poissona Funkcja f spelnia réwnanie poissona jesli

f(x) — Pf(x) = f(x) — «f
Jeli rozwigzanie rOwnania poissona to
STHX) —af =Y E(Xi) — PE(X)
k=1 k=1
= 3" B(X:) - PE(Xi_1) + (X1) + PE(X,)
k=2

Ostatnie kawalki po podzieleniu przez /n sa pomijalne a
pierwszy tworzy martyngat. I chcemy skorzysta¢ z CTG dla



Centralne twierdzenie graniczne 11

martyngatéw. Dodatkwow mozna pokazaé, ze CTG nie zalezy
od rozktadu poczatkowego, mozna zatozy¢ X; ~ 7

E((2(X:) - PR(Xi1)?Xi1) = PE(Xio1) — (PR(Xi-1))?

Stad
o = n(f? — (PF)?)
Oraz

1 & 9
\ﬁgf(xi) —nf — N(0,07)

Do precyzyjnego sformutowania bedziemy potrzebowali
geometrycznej ergodycznosci. Najpierw jednka przyjzymy sie
asymptotycznej wariancji.



Asymptotyczna wariancja |
Jedynym kandydatem na rozwiazanie réwnania Poissona jest

f= Z PXf(x) — nf

Oznaczmy f = f — nf wéwczas
o = n(f? — (PF)?)
=x(f? - (F-1)?
w(2ff — 2)
OO -— -— -
= 27T(Z P — £2)
Z (FP*F)

= Var,(f(X)) + Z covr (X1, Xk)
k=2



Asymptotyczna wariancja II




Tempo zbieznosci

Jednostajna ergodyczosé:
HPH(Xv ) - 77(')Htv < Mpn7 p < 1
Geometryczna ergodycznosé:

HPH(Xa ) - Tr(‘)”tv < M(X)pn, p < 1



Jednostajna ergodycznosc

TWIERDZENIE

Jednostajana ergodycznosc jest réwnowazna warunkowi, ze cata
przestrzen jest malym zbiorem czyli

P (x,A) > Bu(A)

P(Xin # Yin) < P(7 > kn) = (1 — g2k = pk»,
gdzie p = (1 — ﬂ2)1/n



Geometryczna ergodycznosc

TWIERDZENIE

Lancuch Markowa jest geometrycznie ergodyczny wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje maly zbior C

Pi(x, A) > Fu(A)1(x € C)
oraz istnieje funkcja V > 1 taka, ze
PV(x) < \V(x) + Kl(x € C)

dla A <1



Powrdt do CTG

CTG jest spelnione jezeli tanicuch jest geometrycznie
ergodyczny oraz jeden z warunkow jest spelniony:

e laficuch jest odwracalny i 7(f2) < oo

o 7(|f|**%) < oo

@ sup, f\j((:)) < 00
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Problemy z algorytmem Metropolisa
RWM:

Propozycja Y ~ N(X,, X)
Jak wybraé X7

o Wielkos¢é.

o Ksztalt.




Wielko$é

Trajectory

2500

5000
iteration

10000




Ksztatt

Trajectory

10000

) 2500 5000
iteration



“Optymalny” wybér X

e Optymalana ¥ = ¢2Cov,(X), gdzie > mozna zdefiniowaé
na dwa sposoby.

2 . .
o 2~ %, gdzie d wymiar.

o /2 takie, ze érednie prawdopodobienstwo akceptacji wynosi
0.234



Uzasadnienie teoretyczne I

Jedli rozpatrzy sie
d

m(x) = [T (1)

i=1

To mozna pokazaé ze dla ¥ = 21 taticuch Markowa generowany
przez algorytm Metropolisa poprzeskalowaniu zbiega wraz z
wymiarem do dyfuzji. Dokladniej

Xiat] — Yt

gdzie
1
dY; = y/h(1)dWy — h(l)gV’(Yt) dt,

V(x) = — log(£(x)), h(l) = 2126 (-“f) T= [(VPe(-V).



Uzasadnienie teoretyczne II

Dodatkowo prawdopodobienstwo akceptacji zbiega do

a(l) =20 (—M>
2
Funkcja h(l) odpowiada za szybko$é¢ dyfuzji i chcemy ja z
maksymalizowac.
2.
= 238 oraz a((*) = 0.234

VI



Adaptacyjny RWM

Chcemy skonstrowaé algorytm, ktéry automatycznie znajduje

optymalng macierz . W tym celu w kazdym kroku algorytmu
bedziemy estymowaé¢ macierz kowariancji oraz odpowiednio ja
skalowaé. niech

n—1 1
Hn— 1+ X

Hn =

n—1

M= n M1+ — (X _Nn)(X _,“n)T

Wersja I:

2. 2
PI— ?(;8 M+ el

Wersja I1:
1
T,=Ty—1+ H(a(Xn,Yn) —0.234)

Yo =exp(Ty)ly + el



Uwagi o implementacji adaptacyjnego RWM 1

Generowanie wielowymiarowgo rozktadu gaussowskiego
Jedli X = (Xq,...,Xq) ii.d N(0,1) oraz ¥ = LL" to

LX ~ N(0, )

Typowo uzywa si¢ rozktadu Choleskiego. Dla ktérego istnieje
one-rank-update Jedli

Mupt+1 =My + xx L
To odpowiadajace im rozktady Choleskiego
n+l ORU(LH, X)

W adaptacyjnym RWM wystarczy pamietaé¢ Ly, rozktad
Choleskiego Iy, i

v/ 1
\/mLm \/m(xn-i-l - Mn—i-l))

Loi1 = ORU(



Uwagi o implementacji adaptacyjnego RWM

Generowanie propozycji:
Y, = Xy + exp(Th/2)LnZn + VeZl,

gdzie Zy i Z, niezalezne N(0,I).

IT
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Uktad Hamiltonowski

H(p,x) = K(p) + U(x)

K - energia kinetyczna, U- energia potencjalna Uklad

Hamiltonowski
dx; OH
dt N api
dpi . _8H
dt - 8Xi

Rozwiazanie zachowuje energie.



Zwiazek z rozktadami prawdopodobienstwa

Rozklad Gibbsa
7(p,x) o< exp(—H(p,x))
Rozktad brzegowy dla dowolnego K
m(x) oc exp(—U(x))
Rozktad warunkowych

7(plx) oc exp(—K(p)) = 7(p)



Idealne Hamiltonowskie Monte Carlo

Xy — Xnt1
e Wyolsuj P ~ 7(p).
@ Zgodnie z Hamiltonowska dynamika

(P,Xn) = (x0,P0) = (x1,p1) = (Xnt1,P’)

Potrzeba K zadajace rozklad tatwy do generowania, oraz
potrzeba umieé¢ obliczy¢ rozwiazanie uktadu hamiltonowskiego
w czasie T.



Hamiltonian MCMC 1

1
K(p) = §pr

Czyli 7(p) = N(0,I). Dodatkowo potrzeba numerycznie
rozwigzywaé uktad hamiltonowski.
Leapfrog integrator:

Dlal<n<T/e
e OU
Pn+1/2 = Pn — 5&(&1)

Xn+1 = Xn + €Pn41/2

e OU
Pn+1 = Pn+1/2 — 5&()(““)



Hamiltonian MCMC 11

Jezeli zamienimy znak pr — —pr to leapfrog integrator jest
odwracalny. I zeby usunaé¢ btad numerycznego rozwiazania
wystarczy dodaé akcpetacje Metropolisa

o((x0,Po), (x, —pT)) = exp(H(x1, pT) — H(x0,P0)) A 1



Hamiltonian MCMC 111

Algorytm
@ Generujemy p ~ N(0,1)

© Przyblizamy rozwiazanie ukladu hamiltonowskiego
(leapfrog integrator) X,, = xg,p = po — XT, PT

o

o o lxT 2 prawdopodobienstwem «((xg, po), (xT, —pT))
A X,  z prawdopodobienstwem 1 — a((xo, po), (X, —PT)
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