
Egzamin: Algorytmy Satatystyki Praktycznej

Test

W cz¦±ci testowej, za ka»de zadanie mo»na otrzyma¢ dwa punkty. W ka»dym podpunkcie trzeba
odpowiedzie¢ czy zdanie jest (P) prawdziwe czy (F) faªszywe.

1. Niech f(x1, x2) = |x1 − x2|.

(a) (1, 1) ∈ ∂f(x, x) dla dowolnego x ∈ R (F)

(b) (−1, 1) ∈ ∂f(x, x) dla dowolnego x ∈ R (P)

(c) Dla dowolnego x ∈ R je±li v ∈ ∂f(x, x) to −v ∈ ∂f(x, x).(P)

Z de�nicji subgradeintu mamy

|y1 − y2| ≥ 〈∂f(x, x), (y1, y2)〉

Czyli
|y1 − y2| 6≥ y1 + y2

|y1 − y2| ≥ y1 − y2

Skoro nierówno±c jest prawdziwa dla y jak i −y to mo»na wzi¡¢ v i −v.

2. Rozwa»my problem optymalizacji
min
x∈K

f(x) ,

gdzie f wypukªa na Rn oraz K ⊂ Rn zbiór wypukªy.

(a) x∗ jest rozwi¡zaniem problemu wtedy i tylko wtedy gdy 0 ∈ ∂f(x∗) oraz x∗ ∈ int(K). (F)

(b) Je±li 0 ∈ ∂f(x∗) oraz x∗ ∈ int(K) to x∗ jest rozwi¡zaniem problemu. (P)

(c) x∗ jest rozwi¡zaniem problemu wtedy i tylko wtedy gdy 0 ∈ ∂f(x∗)−NK(x∗), gdzie NK(x∗)
jest sto»kiem normalnym do K w punkcie x∗.(P)

Punkt pierwszy jest nieprawdziwy je»eli funkcja nie osi¡ga minimum globalnego we wn¦trzu K
wtedy punkt optymalny jest na brzegu i speªnia punkt c). Sto»ek normalny we wn¦trzu zbiotu
K skªada si¦ tylko z zera.

3. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o g¦sto±ci

fθ,p(x) =

k∑
i=1

pkfθk(x) .

Rozwa»my algorytm EM do szukania estymatora najwi¦kszej wiarygodno±ci parametrów η =
(p, θ).

(a) Krok algorytmu EM jest zde�niowany przez

ηk+1 = argmax
η

Q(η, ηk)

gdzie Q(a, b) = Eb(
∑k
i=1 log(fa(Xi)). (F)



(b) Je±li ηk, ηk+1 kolejne warto±ci w algorytmie EM to dla ka»dego i = 1, . . . , k mamy

fηk+1
(xi) ≥ fηk(xi)

. (F)

(c) Je±li ηk+1 = ηk to ηk+1 jest lokalnym minimum wiarygodno±ci.(F)

Q jest zde�niowane jako warunkowa warto±¢ oczekiwana peªnej wiarygodno±ci. Algorytm EM
jest monotoniczny ze wzgl¦du na caª¡ log wiarygodno±¢, a nie na skªadowe sumy. EM mo»e
utkn¡¢ w lokalnym maksimum lub punkcie siodªowym.

4. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie ªa«cuchem Markowa z j¡drem przej±cia P (x, dy).

(a) (F) Je±li π jest rozkªadem stacjonarnym to dla dowolnego f takiego, »e π|f | <∞ mamy

Ef(Xn) = π(f).

(b) (F) Je±li π jest rozkªadem stacjonarnym to P jest odwracalny wzgl¦dem π.

(c) (P) Je±li P jest odwracalny wzgl¦dem π to π jest rozkªadem stacjonarnym.

Rozkªad stacjonarny jest osi¡gany asymptotycznie czyli da dowolnego sko«czonego n nie ma
równo±ci. Odwracalno±¢ jest silniejszym poj¦ciem ni» rozkªad stacjonarny.

5. Rozwa»my ukryty model Markowa gdzie X1, . . . , Xn s¡ zmienne ukryte a Y1, . . . , Yn obserwacje.

(a) X1, . . . , Xn jest ªa«cuchem Markowa. (P)

(b) Y1, . . . , Yn s¡ niezale»ne pod warunkiem X1, . . . , Xn.(P)

(c) Istniej¡ Y1, . . . , Yn takie, »e dla k < n (P)

P (X1, . . . , Xk|Y1, . . . Yk) 6= P (X1, . . . , Xk|Y1, . . . Yn)

Zadania

Oba zadania s¡ za 5 punktów.

1. Rozwa»my ukryty model Markowa, gdzie ukrty ªa«cuch X1, . . . , Xn ma rozkªad pocz¡tkowy µ i
macierz przej±cia P oraz

P (Yi = l|Xi = k) = Qkl,

przy czym

P =

 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

 , Q =

1/2 1/2 0
1/2 0 1/2
0 1/2 1/2

 , µ = [1, 0, 0]T

Znajd¹ najbardziej prawdopodobn¡ trajektori¦ ukrytego ªa«cucha dla obserwacji 2, 2, 1.

Jedyne mo»liwe trajektorie to 1, 3, 2 i 1, 3, 1 obie s¡ równie prawdopodbne.

2. Niech (V,E) b¦dzie grafem o wierzchoªkach V i kraw¦dziach v1 → v2 ∈ E. Rozwa»my algorytm
Metropolisa-Hastingsa zde�niowany przez:

• Bed¡c w wierzoªku v ∈ V losujemy v′ jednostajnie z po±ród s¡siadów (v → v′ ∈ E).
• akceptujemy v′ z prawdopodobie«stwem

min(1, r(v)/r(v′)) ,

gdzie r(v) rz¡d wierzchoªkach ( liczba kraw¦dzi wychodz¡ca z v).



(a) Jaki jest rozkªad stacjonarny podanego ªa«cucha.

(b) Jakie powinno by¢ prawdopodobie«stwo akceptacji, »eby rozkªad stacjonarny π(v) ∝ r(v).

Tak opisany algorytm ma propozycje

Q(v, v′) =
1

r(v)

Iloraz w akceptacji MH jest

π(v′)Q(v′, v)

π(v)Q(v, v′)
=
π(v′)/r(v′)

π(v)/r(v)

St¡d pi(v) ∝ 1 czyli rozkªad jednostajny na wierzchoªkach. Korzystaj¡c z tego samego wzoru w
punkcie b) dostajemy ze prawdopodobie«stwo akceptacji powinno by¢ staªe równe 1.


