Egzamin: Algorytmy Satatystyki Praktycznej

Test

W czedci testowej, za kazde zadanie mozna otrzymaé dwa punkty. W kazdym podpunkcie trzeba
odpowiedzieé¢ czy zdanie jest (P) prawdziwe czy (F) falszywe.

1. Niech f(z1,z2) = |x1 — x2].

(a) (1,1) € 9f(z, ) dla dowolnego = € R (F)
(b) (-=1,1) € 9f(z,z) dla dowolnego = € R (P)
(c) Dla dowolnego = € R jesli v € 0f(x,x) to —v € Of (x,x).(P)

Z definicji subgradeintu mamy

|y1 - y2| Z <8f(l‘,l'), (ylay2)>
Czyli
ly1 — y2| Z y1 + 2
ly1 — y2| > y1 — y2

Skoro nieré6wnosc jest prawdziwa dla y jak i —y to mozna wzigé v i —v.

2. Rozwazmy problem optymalizacji

min f(z) ,

gdzie f wypukla na R™ oraz K C R" zbiér wypuktly.

(a) a* jest rozwiazaniem problemu wtedy i tylko wtedy gdy 0 € df(z*) oraz z* € int(K). (F)
(b) Jesli 0 € Of(z*) oraz * € int(K) to * jest rozwigzaniem problemu. (P)

(c) x* jest rozwigzaniem problemu wtedy i tylko wtedy gdy 0 € 9f (z*) — Nk (z*), gdzie Nk (z*)
jest stozkiem normalnym do K w punkcie z*.(P)

Punkt pierwszy jest nieprawdziwy jezeli funkcja nie osigga minimum globalnego we wnetrzu K
wtedy punkt optymalny jest na brzegu i spelnia punkt c). Stozek normalny we wnetrzu zbiotu
K sklada sie tylko z zera.

3. Niech Xi,...,X,, bedzie probka z rozktadu o gestosci

k
fop(@) = prfo,(x) .
=1

Rozwazmy algorytm EM do szukania estymatora najwiekszej wiarygodnosci parametréw n =

(p,0).

(a) Krok algorytmu EM jest zdefiniowany przez

M1 = argmax Q(1, k)

gdzie Q(a,b) = Ey(X5_, log(fa(Xy)). (F)



(b) Jesli ng, nr+1 kolejne wartosci w algorytmie EM to dla kazdego i = 1,. ..,k mamy
fnk+1(xi) > f"?k (1‘1)
- (F)

(c¢) Jesli g1 = ng to nr41 jest lokalnym minimum wiarygodnosci.(F)

Q@ jest zdefiniowane jako warunkowa warto$¢ oczekiwana pelnej wiarygodnosci. Algorytm EM
jest monotoniczny ze wzgledu na cala log wiarygodno$¢, a nie na sktadowe sumy. EM moze
utkna¢ w lokalnym maksimum lub punkcie siodtowym.

4. Niech Xj,..., X, bedzie lancuchem Markowa z jadrem przejscia P(z,dy).
(a) (F) Jesli 7 jest rozkladem stacjonarnym to dla dowolnego f takiego, ze 7|f| < co mamy
Ef(Xn) =n(f)-
(b) (F) Jesli 7 jest rozkladem stacjonarnym to P jest odwracalny wzgledem 7.
(c) (P) Jesli P jest odwracalny wzgledem 7 to 7 jest rozkladem stacjonarnym.

Rozktad stacjonarny jest osiaggany asymptotycznie czyli da dowolnego skoriczonego n nie ma
rownosci. Odwracalno$é jest silniejszym pojeciem niz rozklad stacjonarny.

5. Rozwazmy ukryty model Markowa gdzie X1, ..., X,, sa zmienne ukryte a Y7,...,Y, obserwacje.

(a) Xi,...,X, jest taricuchem Markowa. (P)
(b) Yi,...,Y, sa niezalezne pod warunkiem X;,..., X,.(P)
(c) Istnieja Yi,...,Y, takie, ze dla k < n (P)

P(Xq,..., Xk|Y1,... V) # P(Xq,..., XkY1,...Y2)
Zadania
Oba zadania sg za 5 punktow.

1. Rozwazmy ukryty model Markowa, gdzie ukrty taicuch X, ..., X,, ma rozklad poczatkowy u i
macierz przejécia P oraz
P(Y; =1|Xi = k) = Qu,

przy czym
0 1/2 1/2 1/2 1/2 0
P=1(1/2 0o 1/2|,Q@=1[1/2 0 1/2|, p=[10,0T
1/2 1/2 0 0 1/2 1/2

Znajdz najbardziej prawdopodobng trajektorie ukrytego taricucha dla obserwacji 2,2, 1.

Jedyne mozliwe trajektorie to 1,3,2 1 1,3, 1 obie sa réwnie prawdopodbne.

2. Niech (V, E) bedzie grafem o wierzchotkach V i krawedziach v; — vy € E. Rozwazmy algorytm
Metropolisa-Hastingsa zdefiniowany przez:

e Bedac w wierzotku v € V losujemy v’ jednostajnie z posrod sasiadow (v — v € E).

e akceptujemy v’ z prawdopodobienstwem
min(1,7(v)/r(v")),

gdzie r(v) rzad wierzchotkach ( liczba krawedzi wychodzaca z v).



(a) Jaki jest rozklad stacjonarny podanego taicucha.

(b) Jakie powinno by¢ prawdopodobieristwo akceptacji, zeby rozklad stacjonarny w(v) o« r(v).

Tak opisany algorytm ma propozycje

no L
Q(U’U ) - ’I’(U)

Tloraz w akceptacji MH jest

()R v) _ w(w)/r()

7(0)Qv,v")  w(v)/r(v)
Stad pi(v) o< 1 czyli rozklad jednostajny na wierzchotkach. Korzystajac z tego samego wzoru w
punkcie b) dostajemy ze prawdopodobienistwo akceptacji powinno by¢ stale rowne 1.




