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1 Twierdzenia o oddzielaniu

Ponizsze twierdzenia mozna znalezé wraz z dowodami w skrpypcie [1], wyklad
3:

Twierdzenie 1: Slabe twierdzenie o oddzielaniu
Niech U,V C R™ beda niepustymi zbiorami wypuklymi, takimi ze U NV = (.
Woéwczas istnieje hiperplaszczyzna rozdzielajaca U i V, czyli wektor £ € R™,
taki ze:

sup éTu < inf 7o

uelU veV
Twierdzenie 2. Slabe twierdzenie o oddzielaniu v2
Niech U,V C R™ beda niepustymi zbiorami wypuklymi, takimi ze int(U) # 0
oraz int(U) NV = (. Wowczas istnieje hiperplaszczyzna rozdzielajaca U iV,
czyli niezerowy wektor £ € R", taki ze:

sup £Tu < inf £Tv

wel veV
Dowdd. Powyzsze twierdzenie wynika z poprzedniego, wystarczy zauwazy¢ ze
wnetrze zbioru wypuktego jest zbiorem wypuklym. O

Twierdzenie 3. Silne twierdzenie o oddzielaniu
Niech U,V beda niepustymi zbiorami wypuklymi domknietymi, U zwarty, U N
V = (. Woweczas istnieje hiperplaszezyzna $cidle rozdzielajaca, to znaczy £ € R™
takie ze:

sup £Tv < inf 1w

veEV uelU

2 Subgraidenty i subrézniczki

Definicja 1:  Dla funkcji wypuktej f : R® O W — R oraz punktu x € W,
subgradientem f w x nazywamy dowolny wektor ¢ € R™, taki ze dla dowolnego
y € W zachodzi:

fly) > flz) + € (y - 2)

Definicja 2! Dla f,x jak w poprzedniej definicji, subrozniczka f w x nazy-
wamy zbiér wszystkich subgradientow f w x. Subroézniczke f w z oznaczamy

of ().



Wilasnosé 10 Dla f,g: W — R" oraz x € W mamy:

a) 0f (z) +dg(x) € O(f + g)(x)
b) jesli & € int(W) mamy df (z) + dg(x) = d(f + g)(z)

)
)
¢) dla A > 0 mamy O(Af)(z) = NOf(x)

d) zbior 9f(x) jest domkniety i wypukty

e) jesli z € int(W) to Of(x) jest ograniczony

f) jesli x € int(W) oraz f jest rozniczkowalna w z, to 9f (x) = {V f(x)}

Wiasnosci (a), (¢), (d) wynikaja wprost z defnicji i polecam sprobowac udo-
wodnié je samemu jesli ktod nie pamieta dowodéw z wykltadu. Dowo6d wlasnodci
e, f tez nie jest trudny i mozna sprébowaé¢ wykazaé ta wlasnosci samodzielnie,
ale sa one odrobinke trudniejsze od trzech poprzednio wymienionych. Dowéd (b)
wymaga silnego twierdzenia o oddzielaniu. Sformutowanie i dowdd tego twier-
dzenia, dowod (b) mozna znalezé w skrypcie [I].

W dalszej czesci, do dowodu warunkéw optymalnosci, bedziemy potrzebowali
jeszcze jednej wlasnosci subrézniczki. Najpierw przypominimy definicje pochod-
nej kierunkowej:

Definicja 3  Dla funkcji f : R* O W — R punktu x € int(W) oraz kierunku
d € R™, pochodng kierunkows f w punkcie x w kierunku d nazywamy:

/ _ o St Ad) - f(x)
f(x,d)-/\l;r& A

o ile ta granica istnieje

Okazuje sie, ze dla funkcji wypuktych pochodne kierunkowe zawsze istnieja
we wnetrzu dziedziny:

Lemat 1: Dla f : W — R wypuklej, oraz = € int(W),d € R", pochodna
kierunkowa f’(z,d) istnieje i jest skoriczona.

Dowdd. Oznaczmy:
Ad) —
ey = 104X = 1)
iniech L bedzie takie ze x+ Ld € W. Woéwczas z definicji wypuklo$ci mozna wy-
kaza¢, ze funkcja fy q()) jest niemalejaca funkcja A na odcinku (0, L] (polecam
jako ¢wiczenie). Ponadto, funkcja ta jest ograniczona z dotu, bo dla dowolnego
¢ € 0f(x) mamy f, 4(N\) > £7d. Zatem granica

f(z,d) = lim f;qa(N)

A—=04

istnieje i jest skonczona. O

Istnieje nastepujacy wazny zwiazek miedzy pochodng kierunkowa a subréz-
niczka:



Twierdzenie 4: Dla f: W — R, = € int(W) oraz d € R", zachoduzi:

[z, d)= sup ¢'d
§€o0f(x)

Dowdd. Dowod tego stwierdzenia mozna znalezé w rozdziale trzecim skryptu
L] O

Na zakonczenie jeszcze jedno zadanie na przeéwiczenie definicji:

Zadanie 1: Niech f : W — R bedzie funkcjg wypukla, niech V- C W be-
dzie zbiorem wypuklym zawartym w W i niech fy, bedzie obcieciem f do V.
Udowodnij, ze dla kazdego = € V mamy df(z) C dfy(x).

Warto zauwazy¢, ze subrézniczka obciecia moze by¢ istotnie wieksza od sub-
rozniczki przed obcieciem!

3 Stozki styczne i normalne

Definicja 4  Stozkiem w dowolnej przestrzeni liniowej L nad R, nazywamy
dowolny zbior S C L, taki ze dla dowolnych = € S oraz A € Ry U {0} zachodzi
(A\x) € S.

Stozek jest wiec sumg promieni wychodzacych z punktu 0. Zauwazmy, ze
stozek niepusty zawsze zawiera punkt 0.

Dla dowolnego zbioru X C R" oraz x € X mozna zdefiniowaé stozek styczny
do X w punkcie x w nastepujacy sposob:

Definicja 5: Dla zbioru X C R™ wektor d € R™ nazywamy kierunkiem
stycznym do X w z, jesli istnieje ciag elementéw x,, € X oraz liczb ¢,, € R, ¢, >
0, takie ze lim,,_,oc T, = x oraz lim,, I’;;z =d.

Zbioér wszystkich kierunkoéw stycznych do X w x nazywamy stozkiem stycznym

Korzystajac bezposrednio z definicji, mozna wykazaé:

Zadanie 2: Udowodnij, ze dla dowolnego niepustego zbioru X oraz z € X
zbior Tx (x):

a) zawiera punkt 0
b) jest stozkiem
c) jest domkniety
Dla zbioru wypuklego powyzsza definicja sprowadza sie do duzo prostsze;j:
Twierdzenie 5.  Dla zbioru wypuktego W i punktu x € W mamy:
Tw(z) =l ({Ay —x) :y € W, A = 0})
Zadanie 3: Udowodnij twierdzenie

Dla dowolnego stozka, mozna zdefiniowaé stozek sprzezony (czasem nazy-
wany polarnym):



Definicja 6: Dla danego stozka K stozekiem sprzezonym do K nazywamy
zbior:
K° = {y:y'z <0 dla wszystkich x € K}

Zadanie 4: Udowdnij, ze:
a) dla dowolnego stozka K zbior K° jest stozkiem

b) stozek K° jest zawsze domkniety i wypukty, nawet jesli K nie jest wypukty
c) mamy K C (K°)°

Powyzsze trzy wlasnosci sa proste do udowodnienia wprost z definicji i pole-
cam je jako ¢wiczenie. Ponizsze twierdzenie jest odwroceniem trzeciego punktu,
i przyda nam sie w dowodzie warunku optymalnosci:

Twierdzenie 6. Dla wypuklego i domknietego zbioru K zachodzi (K°)° =
K.

Dowdd. Zawieranie w jedna strone jest proste i jest czescia poprzedniego zada-
nia. W druga strone: zalozmy ze istnije x € (K°)° \ K. Poniewaz K jest do-
mkniety i wypukly, a zbior {z} jest zwarty, mozemy zastosowac¢ silne twierdzenie
o oddzielaniu . Istnieje zatem niezerowy wektor &, taki ze sup, ¢ x Ty < T,
Poniewaz K jest stozkiem, musi zachodzi¢ sup, ¢ i Ty < 0. Gdyby bowiem ist-
nialo y € K takie ze £y > 0, to poniewaz dla dowolnego A > 0 punkt \y
réwniez nalezy do K, wiec byloby sup, ¢ Ty = o0, co byloby sprzeczne z
sup, e §7y < €'z, Zatem mamy sup, g €7y = 0, bo z definicji stozka 0 € K.
Stad € € K°, ale Tz > 0. Sprzecznosé, zatem musi byé¢ (K°)° C K. 0O

Mozemy teraz zdefiniowaé stozek normalny do zbioru wypuktego:

Definicja 7  Dla niepustego zbioru wypuktego W oraz punktu x € W stoz-
kiem normalnym do W w z nazywamy zbior:

Nw (z) = (Tw (z))°

Zadanie 5. Przy oznaczeniach jak w definicji powyzej, udowodnij ze & €
Ny () wtedy i tylko wtedy gdy ¢72 < 0 dla wszystkich z € W.

Jeszcze kilka prostych éwiczen na oswojenie sie ze stozkami:

Zadanie 6.  Niech W bedzie zbiorem wypuklym iz € int(W). Znajdz Ty (x)
oraz Ny (z).

Zadanie 7: Dla zbioru wypuktego W C R”™, niech Iy bedzie funkcja dang
wzorem:

I (2) = 0 dlazecW
WA ™) 400 dlaz g W
Wykaz ze funkcja Iy jest wypukta na R™ oraz ze 0w () = Ny (z) dla wszyst-
kich x € W (robiliSmy to na wyktadzie).

Zadanie 8: Dla zbioru wypuklego W oraz punktu z na brzegu W (czyli
x € W\ int(W)) istnieje & # 0 ktore nalezy do Ny (z) (moze przydac sie ktores
twierdzenie o oddzielaniu).



4 Warunki optymalnosci

Prosty warunek opymalnosci dla funkcji wypuklych na zbiorze wypuklym byt
nastepujacy:

Twierdzenie 7.  Dla funkcji wypuklej f : W — R mamy z € argmin, ¢y, f(y)
wtedy i tylko wtedy gdy 0 € 9f(x)

Dowdd. Jak na wykladzie. Z definicji subrozniczki i subgradientu mamy 0 €
Of(x) wtedy i tylko wtedy gdy dla wszystkich y € W mamy f(y) > f(x) +
07 (y — ), ezyli f(y) = f(x). O

Ponizej wraz z dowodem naprawiony warunek optymalnosci z wyktadu:

Twierdzenie 8. Niech W,V C R” beda zbiorami wypuklymi, V' C int(W).
Niech f : W — R bedzie funkcja wypukla. Woéwczas z € argmin,cy f(y),
wtedy i tylko wtedy gdy:

0€0f(z)+ Ny(z)

W dowodzie przyda sie nastepujacy lemat:

Lemat 2! Niech U,V beda zbiorami domknietymi i wypuklymi. Zat6zmy ze
U jest zwarty. Wowczas zbidr S = U + V jest wypukly i domkniety.

Dowdd. Wypuktos§é sumy zbioréw wypuklych wynika wprost z definicji, pozo-
stawiam wykazanie tej implikacji czytelnikowi. Wezmy ciag {s;}5°; elmentow S,
taki ze lim, o s, = s. Checemy wykazaé s € S. Poniewaz S = U + V, istniejg
clagi {u;}$2, {vi}$2, takie ze dla wszystkich n > 1 mamy u,, € U,v, € Vs, =
U, + Up. Ze zwartodci U, istnieje podciag {un, }32, ciagu {u,}5%; zbiezny do
pewnej granicy u € U. Woéwczas poniewaz u,, + vp, zbiega, to vy, zbiega do
pewnej granicy v. Z domknietodci V mamy v € V. Poniewaz u,, + v,, zbiega
do s, stad s = u + v. Co koriczy dowdd domknietosci U + V. O

Dowdd. twierdzenia [§
Dowod w jedng strone jest prosty. Zalozmy, ze 0 € df(z) + Ny (x), czyli ze
istnieje & € Of(x), takie ze (—&) € Ny (z). Wowczas:

fly) = flz) + €7 (y - 2)

dla wszystkich y € W, oraz:
0> (=8)"(y — )

dla wszystkich y € V. Dodajac te nierownosci stronami, otrzymujemy f(y) >
f(z) dla wszystkich y € V.

W druga strone, zatozmy ze f(y) > f(z) dla wszystkich y € V. Niech S =
Of(x) + Ny (x). Wykazemy, ze dla wszystkich d € R™ zachodzi sup,cg d’'s > 0.
Jesli d ¢ Ty (), to dla pewnego n € Ny (z) mamy d'n > 0 (wynika to z tego,
ze z twierdzenia [f| mamy Ty (z) = (Nv(z))°). Poniewaz dla dowolnego A > 0
wektor A\n réwniez nalezy do stozka Ny (z), to mamy sup,cgd’ s = oco.



Jesli natomiast d € Ty (x), to mamy sup,cgd’s > SUPecof(a) ¢Td. Wystar-
czy zatem wykazaé SUDgc f(z) Td > 0. Zalozmy, ze d € Ty (x) jest takie, ze
dla pewnego L > 0 mamy x + Ld € V. Woéwczas korzystajac z twierdzenia []

mamy:
¢€of() A0y A

>0

gdzie do uzyskania nieréwno$ci wykorzystujemy zalozenie, ze f(y) > f(z) dla
wszystkich y € V. Zatem supgcpyy(,)§''d > 0 dla d takich ze Ad € V dla pew-
nego A > 0. Poniewaz g(z) = SupPgcyy(a) €Tz jest ciagly funkcja z (polecam
udowodni¢ jako ¢wiczenie), wynika z tego, ze SUPecof(a) £Td > 0 dla wszystkich
d € Ty (z), a zatem sup,cgd’ s > 0 dla wszystkich d € R™.

Z drugiej strony, poniewaz Jf(x) oraz Ny (z) sa domkniete oraz wypukle, S
jest wypukly i domkniety (na mocy lemat. Zatozmy 7e 0 ¢ S. Z silnego
twierdzenia o oddzielaniu dla zbioréw {0}, S, wnioskujemy ze istnieje taki wek-
tor B € R™, ze sup,cq BTs < L0, czyli sup,cg BTs < 0. Jest to sprzeczne z
poprzednio wykazana nieré6wno$cia, zatem jesli dla wszystkich y € V' zachodzi
f(y) > f(x), to musi rowniez zachodzi¢ 0 € df(z) + Ny (). O

5 Rzutowanie

Definicja 8! Dla domknietego, niepustego zbioru wypuktego W C R™, rzu-
towaniem na zbior W nazywamy funkcje Py : R™ — W okre§long wzorem:

Py (z) = arg min ||z — y||»
yeWw

Dla domknietego wypuklego zbioru powyzsza funkcja jest dobrze okreslona,
to znaczy minimum jest przyjmowane w dokltadnie jednym punkcie zbioru W.
Dowdd tego faktu polecam jako ¢wiczenie, rozbite na dwa problemy.

Pierwszy z nich udowodniliSmy na wyktadzie, ale polecam sobie powtérzyé
(wskazowka: korzystaliSmy ze zwartosci jakiego$ zbioru).

Zadanie 9: Dla domknietego, niepustego zbioru W C R" oraz punktu = €
R™ istnieje przynajmniej jeden punkt x, € W, taki ze:

_ — inf ||y —
lle = zlz = inf lly —=ll2
Drugie zadanie byto zostawione do przemyslenia w domu:

Zadanie 10: Jesli W jest niepustym, domknietym zbiorem wypuklym, to
dla kazdego z istnieje dokladnie jeden punkt z, taki ze:

_ — inf |ly —
o =alle = inf Iy —alla

6 Operator prox

Wprowadzili§my nastepujacy operator:



Definicja 9: Dla funkcji wypuktej f : W — R oraz x € R™ operator prox
jest zdefiniowany nastepujaco:

. 1

prox;(z) = argmin f(y) + 5 [ly — (/3

2
yeWw

Ogo6lnym warunkiem na to by operator prox byt dobrze zdefiniowany dla
wszystkich x, jest dolna pdlciggtosé f potaczona z domknietoscia W. Poniz-
szy nieco ogolniejszy fakt mozna potraktowaé jako zadanie na przeéwiczenie
definicji:

Zadanie 11: Dla wypuktlej, ciaglej funkcji f : W — R™ okreslonej na wy-
puklym, domknietym zbiorze W, proxf(x) jest dobrze okreslony dla kazdego
z € R™ (trzeba wykaza¢ ze minimum istnieje, i jest dobrze okre§lone).

Z warunkéw optymalnosci wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek 1: Niech W bedzie wypuklym otwartym zbiorem, f : W — R
bedzie wypukta oraz A > 0. Mamy prox,;(z) = y wtedy i tylko wtedy, gdy
r—y € ANf(y).

Dowdd. Poniewaz W jest otwarty to O(Af + 1| - —z|3)(y) = A0f(y) + (y — z)
z wtasnosci subrézniczki. Z warunku optymalnosci wynika teza. O

Operator prox jest uzyteczny w algorytmach tylko wtedy, gdy dla dowolnego
x potrfimy szybko policzy¢ prox, f(x) - na przyklad dla f dla ktérych prox,
mozna wyrazi¢ jawnym wzorem. Ponizej przyktady:

Zadanie 120  Znajdz wz6r jawny na prox,; dla A > 0 oraz
a) f(z) =zl =31, |ail
b) f(z) =]z —z||3 = >, (2; — z)? (dla pewnego ustalonego z € R™)

c) f(z) = Az + b dla pewnej macierzy A
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