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1 Twierdzenia o oddzielaniu

Poni»sze twierdzenia mo»na znale¹¢ wraz z dowodami w skrpypcie [1], wykªad
3:

Twierdzenie 1: Sªabe twierdzenie o oddzielaniu

Niech U, V ⊆ Rn b¦d¡ niepustymi zbiorami wypukªymi, takimi »e U ∩ V = ∅.
Wówczas istnieje hiperpªaszczyzna rozdzielaj¡ca U i V , czyli wektor ξ ∈ Rn,
taki »e:

sup
u∈U

ξTu ≤ inf
v∈V

ξT v

Twierdzenie 2: Sªabe twierdzenie o oddzielaniu v2

Niech U, V ⊆ Rn b¦d¡ niepustymi zbiorami wypukªymi, takimi »e int(U) 6= ∅
oraz int(U) ∩ V = ∅. Wówczas istnieje hiperpªaszczyzna rozdzielaj¡ca U i V ,
czyli niezerowy wektor ξ ∈ Rn, taki »e:

sup
u∈U

ξTu ≤ inf
v∈V

ξT v

Dowód. Powy»sze twierdzenie wynika z poprzedniego, wystarczy zauwa»y¢ »e
wn¦trze zbioru wypukªego jest zbiorem wypukªym.

Twierdzenie 3: Silne twierdzenie o oddzielaniu

Niech U, V b¦d¡ niepustymi zbiorami wypukªymi domkni¦tymi, U zwarty, U ∩
V = ∅. Wówczas istnieje hiperpªaszczyzna ±ci±le rozdzielaj¡ca, to znaczy ξ ∈ Rn
takie »e:

sup
v∈V

ξT v < inf
u∈U

ξTu

2 Subgraidenty i subró»niczki

De�nicja 1: Dla funkcji wypukªej f : Rn ⊇ W → R oraz punktu x ∈ W ,
subgradientem f w x nazywamy dowolny wektor ξ ∈ Rn, taki »e dla dowolnego
y ∈W zachodzi:

f(y) ≥ f(x) + ξT (y − x)

De�nicja 2: Dla f, x jak w poprzedniej de�nicji, subró»niczk¡ f w x nazy-
wamy zbiór wszystkich subgradientów f w x. Subró»niczk¦ f w x oznaczamy
∂f(x).
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Wªasno±¢ 1: Dla f, g :W → Rn oraz x ∈W mamy:

a) ∂f(x) + ∂g(x) ⊆ ∂(f + g)(x)

b) je±li x ∈ int(W ) mamy ∂f(x) + ∂g(x) = ∂(f + g)(x)

c) dla λ > 0 mamy ∂(λf)(x) = λ∂f(x)

d) zbiór ∂f(x) jest domkni¦ty i wypukªy

e) je±li x ∈ int(W ) to ∂f(x) jest ograniczony

f) je±li x ∈ int(W ) oraz f jest ró»niczkowalna w x, to ∂f(x) = {∇f(x)}

Wªasno±ci (a), (c), (d) wynikaj¡ wprost z defnicji i polecam spróbowa¢ udo-
wodni¢ je samemu je±li kto± nie pami¦ta dowodów z wykªadu. Dowód wªasno±ci
e, f te» nie jest trudny i mo»na spróbowa¢ wykaza¢ t¡ wªasno±ci samodzielnie,
ale s¡ one odrobink¦ trudniejsze od trzech poprzednio wymienionych. Dowód (b)
wymaga silnego twierdzenia o oddzielaniu. Sformuªowanie i dowód tego twier-
dzenia, dowód (b) mo»na znale¹¢ w skrypcie [1].
W dalszej cz¦±ci, do dowodu warunków optymalno±ci, bedziemy potrzebowali
jeszcze jednej wªasno±ci subró»niczki. Najpierw przypominimy de�nicj¦ pochod-
nej kierunkowej:

De�nicja 3: Dla funkcji f : Rn ⊇W → R punktu x ∈ int(W ) oraz kierunku
d ∈ Rn, pochodn¡ kierunkow¡ f w punkcie x w kierunku d nazywamy:

f ′(x, d) = lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)
λ

o ile ta granica istnieje

Okazuje si¦, »e dla funkcji wypukªych pochodne kierunkowe zawsze istniej¡
we wn¦trzu dziedziny:

Lemat 1: Dla f : W → R wypukªej, oraz x ∈ int(W ), d ∈ Rn, pochodna
kierunkowa f ′(x, d) istnieje i jest sko«czona.

Dowód. Oznaczmy:

fx,d(λ) =
f(x+ λd)− f(x)

λ

i niech L b¦dzie takie »e x+Ld ∈W . Wówczas z de�nicji wypukªo±ci mo»na wy-
kaza¢, »e funkcja fx,d(λ) jest niemalej¡c¡ funkcj¡ λ na odcinku (0, L] (polecam
jako ¢wiczenie). Ponadto, funkcja ta jest ograniczona z doªu, bo dla dowolnego
ξ ∈ ∂f(x) mamy fx,d(λ) ≥ ξT d. Zatem granica

f ′(x, d) = lim
λ→0+

fx,d(λ)

istnieje i jest sko«czona.

Istnieje nast¦puj¡cy wa»ny zwi¡zek mi¦dzy pochodn¡ kierunkow¡ a subró»-
niczk¡:
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Twierdzenie 4: Dla f :W → R, x ∈ int(W ) oraz d ∈ Rn, zachodzi:

f ′(x, d) = sup
ξ∈∂f(x)

ξT d

Dowód. Dowód tego stwierdzenia mo»na znale¹¢ w rozdziale trzecim skryptu
[1].

Na zako«czenie jeszcze jedno zadanie na prze¢wiczenie de�nicji:

Zadanie 1: Niech f : W → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡, niech V ⊆ W b¦-
dzie zbiorem wypukªym zawartym w W i niech fV b¦dzie obci¦ciem f do V .
Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ V mamy ∂f(x) ⊆ ∂fV (x).

Warto zauwa»y¢, »e subró»niczka obci¦cia mo»e by¢ istotnie wi¦ksza od sub-
ró»niczki przed obci¦ciem!

3 Sto»ki styczne i normalne

De�nicja 4: Sto»kiem w dowolnej przestrzeni liniowej L nad R, nazywamy
dowolny zbiór S ⊆ L, taki »e dla dowolnych x ∈ S oraz λ ∈ R+ ∪ {0} zachodzi
(λx) ∈ S.

Sto»ek jest wi¦c sum¡ promieni wychodz¡cych z punktu 0. Zauwa»my, »e
sto»ek niepusty zawsze zawiera punkt 0.

Dla dowolnego zbioru X ⊆ Rn oraz x ∈ X mo»na zde�niowa¢ sto»ek styczny
do X w punkcie x w nast¦puj¡cy sposób:

De�nicja 5: Dla zbioru X ⊆ Rn wektor d ∈ Rn nazywamy kierunkiem
stycznym do X w x, je±li istnieje ci¡g elementów xn ∈ X oraz liczb tn ∈ R, tn >
0, takie »e limn→∞ xn = x oraz limn→∞

xn−x
tn

= d.
Zbiór wszystkich kierunków stycznych do X w x nazywamy sto»kiem stycznym

Korzystaj¡c bezpo±rednio z de�nicji, mo»na wykaza¢:

Zadanie 2: Udowodnij, »e dla dowolnego niepustego zbioru X oraz x ∈ X
zbiór TX(x):

a) zawiera punkt 0

b) jest sto»kiem

c) jest domkni¦ty

Dla zbioru wypukªego powy»sza de�nicja sprowadza sie do du»o prostszej:

Twierdzenie 5: Dla zbioru wypukªego W i punktu x ∈W mamy:

TW (x) = cl ({λ(y − x) : y ∈W,λ ≥ 0})

Zadanie 3: Udowodnij twierdzenie 5.

Dla dowolnego sto»ka, mo»na zde�niowa¢ sto»ek sprz¦»ony (czasem nazy-
wany polarnym):
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De�nicja 6: Dla danego sto»ka K sto»ekiem sprz¦»onym do K nazywamy
zbiór:

K◦ = {y : ytx ≤ 0 dla wszystkich x ∈ K}

Zadanie 4: Udowdnij, »e:

a) dla dowolnego sto»ka K zbiór K◦ jest sto»kiem

b) sto»ekK◦ jest zawsze domkni¦ty i wypukªy, nawet je±liK nie jest wypukªy

c) mamy K ⊆ (K◦)◦

Powy»sze trzy wªasno±ci s¡ proste do udowodnienia wprost z de�nicji i pole-
cam je jako ¢wiczenie. Poni»sze twierdzenie jest odwróceniem trzeciego punktu,
i przyda nam si¦ w dowodzie warunku optymalno±ci:

Twierdzenie 6: Dla wypukªego i domkni¦tego zbioru K zachodzi (K◦)◦ =
K.

Dowód. Zawieranie w jedna stron¦ jest proste i jest cz¦±ci¡ poprzedniego zada-
nia. W drug¡ stron¦: zaªo»my »e istnije x ∈ (K◦)◦ \K. Poniewa» K jest do-
mkni¦ty i wypukªy, a zbiór {x} jest zwarty, mo»emy zastosowa¢ silne twierdzenie
o oddzielaniu (3). Istnieje zatem niezerowy wektor ξ, taki »e supy∈K ξ

T y < ξTx.

Poniewa» K jest sto»kiem, musi zachodzi¢ supy∈K ξ
T y ≤ 0. Gdyby bowiem ist-

niaªo y ∈ K takie »e ξT y > 0, to poniewa» dla dowolnego λ > 0 punkt λy
równie» nale»y do K, wiec byªoby supy∈K ξ

T y = ∞, co byªoby sprzeczne z

supy∈K ξ
T y < ξTx. Zatem mamy supy∈K ξ

T y = 0, bo z de�nicji sto»ka 0 ∈ K.

St¡d ξ ∈ K◦, ale ξTx > 0. Sprzeczno±¢, zatem musi by¢ (K◦)◦ ⊆ K.

Mo»emy teraz zde�niowa¢ sto»ek normalny do zbioru wypukªego:

De�nicja 7: Dla niepustego zbioru wypukªego W oraz punktu x ∈W sto»-
kiem normalnym do W w x nazywamy zbiór:

NW (x) = (TW (x))◦

Zadanie 5: Przy oznaczeniach jak w de�nicji powy»ej, udowodnij »e ξ ∈
NW (x) wtedy i tylko wtedy gdy ξTx ≤ 0 dla wszystkich x ∈W .

Jeszcze kilka prostych ¢wicze« na oswojenie si¦ ze sto»kami:

Zadanie 6: NiechW b¦dzie zbiorem wypukªym i x ∈ int(W ). Znajd¹ TW (x)
oraz NW (x).

Zadanie 7: Dla zbioru wypukªego W ⊆ Rn, niech IW b¦dzie funkcj¡ dan¡
wzorem:

IW (x) =

{
0 dla x ∈W
+∞ dla x 6∈W

Wyka» »e funkcja IW jest wypukªa na Rn oraz »e ∂IW (x) = NW (x) dla wszyst-
kich x ∈W (robili±my to na wykªadzie).

Zadanie 8: Dla zbioru wypukªego W oraz punktu x na brzegu W (czyli
x ∈W \ int(W )) istnieje ξ 6= 0 ktore nale»y do NW (x) (mo»e przyda¢ si¦ które±
twierdzenie o oddzielaniu).
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4 Warunki optymalno±ci

Prosty warunek opymalno±ci dla funkcji wypukªych na zbiorze wypukªym byª
nast¦puj¡cy:

Twierdzenie 7: Dla funkcji wypukªej f :W → Rmamy x ∈ argminy∈W f(y)
wtedy i tylko wtedy gdy 0 ∈ ∂f(x)

Dowód. Jak na wykªadzie. Z de�nicji subró»niczki i subgradientu mamy 0 ∈
∂f(x) wtedy i tylko wtedy gdy dla wszystkich y ∈ W mamy f(y) ≥ f(x) +
0T (y − x), czyli f(y) ≥ f(x).

Poni»ej wraz z dowodem naprawiony warunek optymalno±ci z wykªadu:

Twierdzenie 8: Niech W,V ⊆ Rn b¦d¡ zbiorami wypukªymi, V ⊆ int(W ).
Niech f : W → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Wówczas x ∈ argminy∈V f(y),
wtedy i tylko wtedy gdy:

0 ∈ ∂f(x) +NV (x)

W dowodzie przyda si¦ nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 2: Niech U, V b¦d¡ zbiorami domkni¦tymi i wypukªymi. Zaªó»my »e
U jest zwarty. Wówczas zbiór S = U + V jest wypukªy i domkni¦ty.

Dowód. Wypukªo±¢ sumy zbiorów wypukªych wynika wprost z de�nicji, pozo-
stawiam wykazanie tej implikacji czytelnikowi. We¹my ci¡g {si}∞i=1 elmentów S,
taki »e limn→∞ sn = s. Chcemy wykaza¢ s ∈ S. Poniewa» S = U + V , istniej¡
ci¡gi {ui}∞i=1, {vi}∞i=1 takie »e dla wszystkich n ≥ 1 mamy un ∈ U, vn ∈ V, sn =
un + vn. Ze zwarto±ci U , istnieje podci¡g {unk

}∞k=1 ci¡gu {un}∞n=1 zbie»ny do
pewnej granicy u ∈ U . Wówczas poniewa» unk

+ vnk
zbiega, to vnk

zbiega do
pewnej granicy v. Z domkni¦to±ci V mamy v ∈ V . Poniewa» unk

+ vnk
zbiega

do s, st¡d s = u+ v. Co ko«czy dowód domkni¦to±ci U + V .

Dowód. twierdzenia 8
Dowód w jedn¡ stron¦ jest prosty. Zaªó»my, »e 0 ∈ ∂f(x) + NV (x), czyli »e
istnieje ξ ∈ ∂f(x), takie »e (−ξ) ∈ NV (x). Wówczas:

f(y) ≥ f(x) + ξT (y − x)

dla wszystkich y ∈W , oraz:

0 ≥ (−ξ)T (y − x)

dla wszystkich y ∈ V . Dodaj¡c te nierówno±ci stronami, otrzymujemy f(y) ≥
f(x) dla wszystkich y ∈ V .

W drug¡ stron¦, zaªó»my »e f(y) ≥ f(x) dla wszystkich y ∈ V . Niech S =
∂f(x) +NV (x). Wyka»emy, »e dla wszystkich d ∈ Rn zachodzi sups∈S d

T s ≥ 0.
Je±li d 6∈ TV (x), to dla pewnego n ∈ NV (x) mamy dTn > 0 (wynika to z tego,
»e z twierdzenia 6 mamy TV (x) = (NV (x))

◦). Poniewa» dla dowolnego λ > 0
wektor λn równie» nale»y do sto»ka NV (x), to mamy sups∈S d

T s =∞.
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Je±li natomiast d ∈ TV (x), to mamy sups∈S d
T s ≥ supξ∈∂f(x) ξ

T d. Wystar-

czy zatem wykaza¢ supξ∈∂f(x) ξ
T d ≥ 0. Zaªó»my, »e d ∈ TV (x) jest takie, »e

dla pewnego L > 0 mamy x + Ld ∈ V . Wówczas korzystaj¡c z twierdzenia 4
mamy:

sup
ξ∈∂f(x)

ξT d = lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)
λ

≥ 0

gdzie do uzyskania nierówno±ci wykorzystujemy zaªo»enie, »e f(y) ≥ f(x) dla
wszystkich y ∈ V . Zatem supξ∈∂f(x) ξ

T d ≥ 0 dla d takich »e λd ∈ V dla pew-

nego λ > 0. Poniewa» g(z) = supξ∈∂f(x) ξ
T z jest ci¡gª¡ funkcj¡ z (polecam

udowodni¢ jako ¢wiczenie), wynika z tego, »e supξ∈∂f(x) ξ
T d ≥ 0 dla wszystkich

d ∈ TV (x), a zatem sups∈S d
T s ≥ 0 dla wszystkich d ∈ Rn.

Z drugiej strony, poniewa» ∂f(x) oraz NV (x) s¡ domkni¦te oraz wypukªe, S
jest wypukªy i domkni¦ty (na mocy lematu2). Zaªó»my »e 0 6∈ S. Z silnego
twierdzenia o oddzielaniu dla zbiorów {0}, S, wnioskujemy »e istnieje taki wek-
tor β ∈ Rn, »e sups∈S β

T s < βT 0, czyli sups∈S β
T s < 0. Jest to sprzeczne z

poprzednio wykazan¡ nierówno±ci¡, zatem je±li dla wszystkich y ∈ V zachodzi
f(y) ≥ f(x), to musi równie» zachodzi¢ 0 ∈ ∂f(x) +NV (x).

5 Rzutowanie

De�nicja 8: Dla domkni¦tego, niepustego zbioru wypukªego W ⊆ Rn, rzu-
towaniem na zbiór W nazywamy funkcj¦ PW : Rn →W okre±lon¡ wzorem:

PW (x) = argmin
y∈W

||x− y||2

Dla domkni¦tego wypukªego zbioru powy»sza funkcja jest dobrze okre±lona,
to znaczy minimum jest przyjmowane w dokªadnie jednym punkcie zbioru W .
Dowód tego faktu polecam jako ¢wiczenie, rozbite na dwa problemy.

Pierwszy z nich udowodnili±my na wykªadzie, ale polecam sobie powtórzy¢
(wskazówka: korzystali±my ze zwarto±ci jakiego± zbioru).

Zadanie 9: Dla domknietego, niepustego zbioru W ⊆ Rn oraz punktu x ∈
Rn istnieje przynajmniej jeden punkt x∗ ∈W , taki »e:

||x− x∗||2 = inf
y∈W
||y − x||2

Drugie zadanie byªo zostawione do przemy±lenia w domu:

Zadanie 10: Je±li W jest niepustym, domkni¦tym zbiorem wypukªym, to
dla ka»dego x istnieje dokªadnie jeden punkt x∗ taki »e:

||x∗ − x||2 = inf
y∈W
||y − x||2

6 Operator prox

Wprowadzili±my nast¦puj¡cy operator:
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De�nicja 9: Dla funkcji wypukªej f : W → R oraz x ∈ Rn operator prox
jest zde�niowany nast¦puj¡co:

proxf (x) = argmin
y∈W

f(y) +
1

2
||y − x||22

Ogólnym warunkiem na to by operator prox byª dobrze zde�niowany dla
wszystkich x, jest dolna pólci¡gªo±¢ f poª¡czona z domkni¦to±ci¡ W . Poni»-
szy nieco ogólniejszy fakt mo»na potraktowa¢ jako zadanie na prze¢wiczenie
de�nicji:

Zadanie 11: Dla wypukªej, ci¡gªej funkcji f : W → Rn okre±lonej na wy-
pukªym, domkni¦tym zbiorze W , proxf (x) jest dobrze okre±lony dla ka»dego
x ∈ Rn (trzeba wykaza¢ »e minimum istnieje, i jest dobrze okre±lone).

Z warunków optymalno±ci wynika nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 1: Niech W b¦dzie wypukªym otwartym zbiorem, f : W → R
b¦dzie wypukªa oraz λ > 0. Mamy proxλf (x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy
x− y ∈ λ∂f(y).

Dowód. Poniewa» W jest otwarty to ∂(λf + 1
2 || · −x||

2
2)(y) = λ∂f(y) + (y − x)

z wªasno±ci subró»niczki. Z warunku optymalno±ci wynika teza.

Operator prox jest u»yteczny w algorytmach tylko wtedy, gdy dla dowolnego
x potr�my szybko policzy¢ proxλf (x) - na przykªad dla f dla których proxλf
mo»na wyrazi¢ jawnym wzorem. Poni»ej przykªady:

Zadanie 12: Znajd¹ wzór jawny na proxλf dla λ > 0 oraz

a) f(x) = |x|1 =
∑n
i=1 |xi|

b) f(x) = ||x− z||22 =
∑n
i=1(xi − zi)2 (dla pewnego ustalonego z ∈ Rn)

c) f(x) = Ax+ b dla pewnej macierzy A
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