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ROZDZIA� 1

WST�P

Powstanie i rozwój komputerów w drugiej poªowie XX wieku spowodowaª rozwój

informatyki teoretycznej, której jednym z zada« jest usystematyzowanie wiedzy

na temat obliczania. Aparatem teoretycznym wykorzystywanym w tym celu staª

sie matematyczny opis, który pozwala na precyzyjne zde�niowanie ró»nych mode-

li oblicze« oraz jednolite okre±lanie ich wªa±ciwo±ci i mo»liwo±ci obliczeniowych.

Szybko okazaªo si¦, »e rzeczywiste j¦zyki u»ywane w programowaniu s¡ bardzo

zªo»onymi obiektami z punktu widzenia ich opisu matematycznego. W zwi¡zku z

tym zacz¦to tworzy¢ du»o prostsze, abstrakcyjne obiekty, w ten sposób jednak, aby

zachowaªy one mo»liwo±ci obliczeniowe rzeczywistych maszyn. W tym miejscu bada-

nia teoretyczne pod¡»yªy w kilku ró»nych kierunkach. Pierwszy, zapocz¡tkowany

przez Alana Turinga [15] w 1936 roku, zajmuje si¦ badaniem funkcji obliczanych

przez automaty sko«czone, de�niowane poprzez ró»ne mody�kacje uniwersalnego

modelu oblicze« na ciagach symboli � maszyny Turinga. Drugi nurt pod¡»yª w

kierunku uniezale»nienia si¦ od dziedziny oblicze« i obejmuje programy de�niowane

niezale»nie od struktury algebraicznej, na której operuj¡. W rezultacie licznych

bada« wyksztaªciªy si¦ de�nicje wielu klas programów, w±ród nich: programy proste,

programy z licznikami, stosami, kolejkami, tablicami lub innymi mechanizmami do-

datkowymi, programy rekurencyjne, które s¡ równowa»ne maszynom Turinga w

ich dziedzinie oblicze«, oraz de�nicje efektywne � powszechnie uznawane za in-

tuicyjnie de�niujace wszystkie funkcje obliczalne we wszystkich modelach. Oba

kierunki zmierzaj¡ do tego, aby jak najlepiej zbada¢ moc obliczeniow¡ ró»nych

modeli oblicze« i uªo»y¢ je w hierarchi¦, jednocze±nie pomagaj¡c w zrozumieniu,

jak stosowane mechanizmy zwi¦kszaj¡ moc obliczeniow¡, jak zale»y ona od ich ilo±ci

i które ich elementy maj¡ rzeczywi±cie istotne znaczenie, a które uªatwiaj¡ jedynie

notacj¦.

Niniejsza praca obejmuje tematyk¦ badania mocy obliczeniowej modeli zawieraj¡-

cych jeden ze wspomnianych mechanizmów matematycznych � liczniki. Rozwa»a

dwa ró»ne rodzaje liczników: pierwszy, który bedziemy nazywa¢ dwukierunkowym,

zawiera typowe operacje � zwi¦kszenie i zmniejszenie o 1 oraz test na zero, drugi,

4



jednokierunkowy, ma swoje ¹ródªo w prostej strukturze liczb naturalnych z nast¦pu-

j¡cymi operacjami: zwi¦kszenia o 1, zerowania i porównania warto±ci dwóch licz-

ników. Praca przytacza wszystkie znane fakty dotycz¡ce liczników dwukierunko-

wych i przytacza hierarchi¦ dla modeli z licznikami tego typu, zarówno w teorii

automatów jak i oblicze« w strukturach algebraicznych. Nast¦pnie pokazuje, jak

dwa liczniki jednokierunkowe mog¡ symulowa¢ dowoln¡ liczb¦ liczników dwukierun-

kowych. Twierdzenie to pozwala odnie±¢ przedstawione fakty o licznikach dwukie-

runkowych do liczników jednokierunkowych.

Struktura niniejszej pracy jest nastepuj¡ca. Rozdziaª drugi podaje niezb¦dne de�nic-

je wszystkich obiektów matematycznych u»ytych w pracy. Rozdziaª trzeci i czwarty

prezentuj¡ znane fakty o automatach licznikowych oraz programach z licznikami

dwukierunkowymi, rozdziaª pi¡ty przedstawia tre±¢ oraz dowód twierdzenia, które

mówi, »e dwa liczniki jednokierunkowe potra�¡ symulowa¢ dowoln¡ liczb¦ liczników

dwukierunkowych. W rozdziale szóstym zawarte s¡ wszystkie ogólne wnioski w kon-

tek±cie hierarchii automatów i klas programów, które wypªywaj¡ z tego twierdzenia.
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ROZDZIA� 2

DEFINICJE

W pierwszej kolejno±ci przedstawimy de�nicje automatów ta±mowych, które umo»li-

wi¡ nam sformuªowanie i udowodnienie faktów dotycz¡cych maszyn licznikowych.

Definicja 2.1. Maszyna Turinga

Maszyna Turinga to automat MT = hQ;�;�; �; q

0

; b; F i ze sko«czonym zbiorem

stanów Q oraz ta±m¡ i poruszaj¡c¡ si¦ po niej gªowic¡. Ta±ma posiada pocz¡tek

z lewej strony i jest prawostronnie niesko«czona. Podzielona jest na klatki, które

zawieraj¡ pojedyncze symbole ze sko«czonego ustalonego alfabetu �. W czasie dzia-

ªania maszyny gªowica wskazuje zawsze na jedn¡ klatk¦ ta±my i mo»e z niej odczyta¢

symbol, zapisa¢ symbol oraz przesun¡¢ si¦ w lewo b¡d¹ w prawo do s¡siedniej klatki.

Na pocz¡tku dziaªania maszyna otrzymuje wej±cie w postaci ci¡gu symboli alfa-

betu � umieszczonego na pocz¡tku ta±my, wszystkie pozostaªe klatki zawieraj¡

ustalony specjalny symbol b 2 � n �. Gªowica jest ustawiona na pierwsz¡ klatk¦

ta±my i automat znajduje si¦ w stanie pocz¡tkowym q

0

2 Q. W jednym kroku

dziaªania maszyna zmienia swój stan, zawarto±¢ klatki pod gªowic¡ oraz poªo»enie

gªowicy zale»nie od aktualnego stanu i zawarto±ci klatki. Zmiana ta jest dokonywana

zgodnie z funkcj¡ przej±¢ maszyny

� : Q� �! Q� �� f ; #;!g ;

gdzie i ! oznaczaj¡ przemieszczenie gªowicy o jedn¡ klatk¦ odpowiednio w lewo

lub prawo, a symbol # oznacza, »e gªowica nie zmienia poªo»enia. Je±li maszyna

znajduje si¦ w stanie q 2 Q, gªowica wskazuje na symbol a 2 � oraz przyjmiemy,

»e �(q; a) = (q

0

; a

0

; d), to w nast¦pnym kroku maszyna zapisuje symbol a

0

na ta±mie,

przechodzi do stanu q

0

i przesuwa gªowic¦ zgodnie z kierunkiem d, z wyj¡tkiem

sytuacji, kiedy gªowica znajduje si¦ na pocz¡tku ta±my i kierunek jest  . Wtedy

pozostawia gªowic¦ na pierwszej klatce ta±my.

Maszyna ko«czy dziaªanie, je±li znajdzie si¦ w jednym ze stanów ko«cowych F � Q.

Wynikiem dziaªania maszyny jest maksymalny ci¡g symboli nale»¡cych do alfa-

betu � rozpoczynaj¡cy si¦ od pocz¡tku ta±my w momencie osi¡gni¦cia stanu ko«-

cowego. �Maksymalny� oznacza, »e pierwszy symbol za sªowem b¦d¡cym wynikiem
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nie nale»y ju» do alfabetu �. Zauwa»my, »e maszyna mo»e nigdy nie osi¡gn¡¢ stanu

ko«cowego, mówimy wtedy, »e wynik dziaªania jest nieokre±lony.

Funkcj¡ de�niowan¡ przez maszyn¦ Turinga nazywamy funkcj¦

f : �

�

! �

�

[ f?g

o warto±ciach okre±lonych nast¦puj¡co: dla ka»dego argumentu w 2 �

�

, je±li ma-

szyna Turinga uruchomiona na ta±mie zawieraj¡cej sªowo w jako wej±cie zatrzymuje

si¦, to warto±ci¡ funkcji f(w) jest sªowo bed¡ce wynikiem dziaªania maszyny, w

przeciwnym przypadku f(w) = ?.

Posªuguj¡c si¦ opisemmaszyny Turinga w dalszej cz¦±ci pracy cz¦sto b¦dziemy wyko-

rzystywali opis jej chwilowego stanu. Zauwa»my, »e w tym celu wystarczy poda¢

aktualny stan, zawarto±¢ ta±my oraz poªo»enie gªowicy. Niech q � aktualny stan,

a

1

� � �a

i

� � �a

j

� zawarto±¢ ta±my i gªowica wskazuje na i-t¡ klatk¦ ta±my. Taki

stan chwilowy maszyny b¦dziemy zapisywa¢ a

1

� � �a

i�1

qa

i

� � �a

j

. Aby zapis byª jed-

noznaczny, mo»emy bez utraty ogólno±ci zaªo»y¢, »e zbiór stanów Q i alfabet � s¡

rozª¡czne.

Maszyny licznikowe, którymi b¦dziemy zajmowa¢ si¦ w dalszej cz¦±ci pracy, powstaªy

z mody�kacji maszyn Turinga. Wªasno±ci ta±my i gªowic w tych zmody�kowanych

maszynach zostaªy tak dobrane, »e zachowuj¡ si¦ one jak liczniki.

Definicja 2.2. Maszyna licznikowa dwukierunkowa

Maszyn¦ licznikow¡ dwukierunkow¡ML = hQ;C; �; �; q

0

; F i o k licznikach de�niuje-

my jak maszyn¦ Turinga z tym, »e zamiast jednej zwykªej gªowicy na ta±mie, mamy

k gªowic licznikowych C, które maj¡ t¦ wªasno±¢, »e mog¡ jedynie porusza¢ si¦ po

ta±mie, nie mog¡ natomiast zmienia¢ jej zawarto±ci. Co wi¦cej zawarto±¢ ta±my dla

wszystkich maszyn licznikowych jest zawsze ta sama i opiera si¦ na dwóch symbol-

ach alfabetu: z i b. Pierwsza klatka ta±my zawiera symbol z, a wszystkie nast¦pne

b. Wej±ciem maszyny licznikowej jest poªo»enie pierwszej gªowicy na ta±mie, wszys-

tkie pozostaªe gªowice ustawione s¡ na pierwszej klatce ta±my. W kolejnych krokach

maszyna licznikowa dziaªa jak maszyna Turinga z t¡ ró»nic¡, »e gªowica, która

odczyta symbol w celu okre±lenia zmiany stanu, jest wyznaczana przez funkcj¦

� : Q ! C. Funkcja przej±cia � : Q � fz; bg ! Q � C � f ; #;!g na pod-

stawie aktualnego stanu q oraz zawarto±¢ klatki wskazywanej przez gªowic¦ �(q)

okre±la, do jakiego stanu przechodzi automat, wskazuje gªowic¦, która jest prze-

suwana oraz kierunek jej przesuni¦cia. Wynikiem jest poªo»enie pierwszej gªowicy

na ta±mie w momencie osiagni¦cia stanu ko«cowego. Zauwa»my, »e ka»d¡ gªowic¦

mo»emy traktowa¢ jak licznik, którego warto±¢ wyznacza jej odlegªo±¢ od pierwszej
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klatki ta±my. Operacje, które wykonujemy, to zwi¦kszenie licznika o 1, zmniejsze-

nie o 1 oraz sprawdzenie czy warto±¢ jest równa 0. Wej±cie oraz wynik s¡ wtedy

warto±ciami wyznaczanymi przez poªo»enie pierwszej gªowicy na ta±mie w momen-

cie odpowiednio rozpocz¦cia oraz zako«czenia dziaªania maszyny. Podobnie jak przy

maszynach Turinga maszyny licznikowe mog¡ si¦ nigdy nie zatrzyma¢ i wtedy wynik

jest nieokre±lony.

Funkcj¡ de�niowan¡ przez maszyn¦ licznikow¡ dwukierunkow¡ nazywamy funkcj¦

f : N! N [ f?g ;

gdzie N to zbiór liczb naturalnych, okreslon¡ analogicznie jak w maszynie Turinga.

Definicja 2.3. Maszyna licznikowa jednokierunkowa

Maszyn¦ licznikow¡ jednokierunkow¡ ML = hQ;C; �; �; q

0

; F i z k licznikami de�ni-

ujemy podobnie jak maszyn¦ licznikow¡ dwukierunkow¡. Ma równie» jedn¡ ta±m¦

oraz zbiór k gªowic C. Ró»nica polega na tym, »e kolejny krok maszyny wyznaczany

jest zale»nie od tego, czy dwie gªowice, ustalone dla stanu automatu q 2 Q zgod-

nie z funkcj¡ � : Q ! C � C, wskazuj¡ na t¡ sam¡ klatk¦. Funkcja przej±cia

� : Q � f=; 6=g ! Q � C � f�; #;!g umo»liwia nast¦puj¡ce operacje gªowicy:

powrót do pocz¡tku ta±my �, zachowanie bie»¡cej pozycji # oraz przesuni¦cie o

jedn¡ klatk¦ w prawo !. Zauwa»my, »e w interpretacji licznikowej porównanie

poªo»e« gªowic to porównanie warto±ci liczników, a operacje gªowicy to ustawienie

warto±ci licznika na 0, zachowanie poprzedniej warto±ci licznika oraz zwi¦kszenie

licznika o 1.

Funkcj¦ f : N ! N [ f?g de�niowan¡ przez maszyn¦ licznikow¡ jednokierunkow¡

okre±lamy podobnie jak w maszynie licznikowej dwukierunkowej.

W ten sposób zde�niowali±my dwa modele maszyn licznikowych ró»ni¡ce si¦ zesta-

wem dost¦pnych dziaªa« na licznikach.

Druga cz¦±¢ de�nicji dotyczy teorii oblicze«. W pierwszej kolejno±ci przedstaw-

imy podstawowe de�nicje teorii modeli algebraicznych oraz logiki pierwszego rz¦du

wykorzystywane do de�nicji klas programów oraz oblicze«.

Definicja 2.4. Sygnatura

Sygnatur¡ nazywamy dowolny sko«czony zbiór symboli funkcyjnych oraz relacyjnych

� =

[

n2N

�

n

[

[

n2Nnf0g

�

R

n

;

gdzie �

n

� zbiór symboli funkcyjnych n-argumentowych, �

R

n

� zbiór symboli rela-

cyjnych n-argumentowych i zbiory te s¡ parami rozª¡czne.
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Definicja 2.5. Struktura algebraiczna

Struktur¡ algebraiczn¡ lub modelem A sygnatury � = ff

1

; : : : ; f

s

; r

1

; : : : ; r

t

g nazy-

wamy krotk¦




A; f

A

1

; : : : ; f

A

s

; r

A

1

; : : : ; r

A

t

�

, gdzie A to dowolny zbiór nazywany te»

no±nikiem struktury, natomiast pozostaªe elementy to dowolne funkcje i relacje za-

chowuj¡ce nast¦puj¡c¡ wªasno±¢. Je±li f

i

jest symbolem funkcyjnym n-argumento-

wym, to f

A

i

jest funkcj¡ n-argumentow¡

f

A

i

: A

n

! A

oraz je±li r

i

jest symbolem relacyjnym n-argumentowym, to r

A

i

jest relacj¡ n-argu-

mentow¡

r

A

i

: A

n

! ftrue; falseg:

Definicja 2.6. Zbiór termów

Zbiorem termów sygnatury � = ff

1

; : : : ; f

s

; r

1

; : : : ; r

t

g nad zbiorem zmiennych

V ar = fx

1

; : : : ; x

p

g nazywamy najmniejszy zbiór napisów T

V ar

�

speªniaj¡cy warunki:

1. V ar � T

V ar

�

;

2. je±li t

1

; : : : ; t

n

2 T

V ar

�

i f 2 �

n

, to f(t

1

; : : : ; t

n

) 2 T

V ar

�

.

Definicja 2.7. Zbiór formuª otwartych pierwszego rz¦du

Zbiorem formuª otwartych pierwszego rz¦du sygnatury � = ff

1

; � � � ; f

s

; r

1

; � � � ; r

t

g

nad zbiorem zmiennych V ar = fx

1

; � � � ; x

p

g nazywamy najmniejszy zbiór napisów

F

V ar

�

speªniaj¡cy warunki:

1. ? 2 F

V ar

�

;

2. je±li t

1

; � � � ; t

n

2 T

V ar

�

, r 2 �

R

n

, to r(t

1

; : : : ; t

n

) 2 F

V ar

�

;

3. je±li t

1

; t

2

2 T

V ar

�

, to t

1

= t

2

2 F

V ar

�

;

4. je±li �;  2 F

V ar

�

, to :�; � _  ; � ^  ; �!  2 F

V ar

�

.

Definicja 2.8. Warto±ciowanie

Warto±ciowaniem w modelu A =




A; f

A

1

; : : : ; f

A

s

; r

A

1

; : : : ; r

A

t

�

ustalonej sygnatury

� = ff

1

; : : : ; f

s

; r

1

; : : : ; r

t

g nad zbiorem zmiennych V ar = fx

1

; : : : ; x

p

g nazywamy

dowoln¡ funkcj¦

v : T

V ar

�

[ F

V ar

�

! A [ ftrue; falseg

speªniaj¡c¡ warunki:

1. v(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = f

A

(v(t

1

); : : : ; v(t

n

)) dla ka»dych t

1

; : : : ; t

n

2 T

V ar

�

i ka»de-

go n-argumentowego symbolu funkcyjnego f ;

9



2. v(?) = false;

3. v(r(t

1

; � � � ; t

n

)) = r

A

(v(t

1

); : : : ; v(t

n

)) dla ka»dych t

1

; : : : ; t

n

2 T

V ar

�

i ka»dego

n-argumentowego symbolu relacyjnego r;

4. dla ka»dych t

1

; t

2

2 T

V ar

�

v(t

1

= t

2

) =

(

true gdy v(t

1

) = v(t

2

)

false w przeciwnym przypadku

;

5. dla ka»dej pary formuª otwartych pierwszego rz¦du �;  2 F

V ar

�

v(:�) =

(

true gdy v(�) = false

false w przeciwnym przypadku

;

v(� _  ) =

(

true gdy v(�) = true lub v( ) = true

false w przeciwnym przypadku

;

v(� ^  ) =

(

true gdy v(�) = true i v( ) = true

false w przeciwnym przypadku

;

v(�!  ) =

(

true gdy v(�) = false lub v( ) = true

false w przeciwnym przypadku

:

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy zakªada¢, »e sygnatura � = ff

1

; : : : ; f

s

; r

1

; : : : ; r

t

g

jest ustalona. Nast¦pna cz¦±¢ de�nicji to klasy programów rozwa»ane w pracy.

Definicja 2.9. Program prosty

Programem prostym fd = (Ins; V ar) nazywamy zbiór instrukcji Ins posiadaj¡cych

unikalne etykiety i dziaªaj¡cych na ustalonym sko«czonym zbiorze zmiennych V ar.

Ka»da instrukcja przyjmuje jedn¡ z ni»ej wyszczególnionych postaci, w których f

oznacza dowolny symbol funkcyjny, r � dowolny symbol relacyjny, zmienne x

i

to

dowolne zmienne ze zbioru V ar, a id, id

0

oraz id

00

to dowolne etykiety instrukcji:

(a) id : START (x

1

; : : : ; x

p

); GOTO id

0

(b) id : x

1

:= x

2

; GOTO id

0

(c) id : x

0

:= f(x

1

; : : : ; x

n

); GOTO id

0

(d) id : IF x

1

= x

2

THEN id

0

ELSE id

00

(e) id : IF r(x

1

; : : : ; x

n

)THEN id

0

ELSE id

00

(f) id : STOP (x

0

)

W ka»dym programie wyst¦puje dokªadnie jedna instrukcja typu (a) oraz dokªadnie

jedna instrukcja typu (f). Zmienne x

1

; : : : ; x

p

wyst¦puj¡ce w instrukcji typu (a)
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nazywamy zmiennymi wej±ciowymi programu, a x

0

w instrukcji typu (f) zmienn¡

wyj±ciow¡.

Program prosty dziaªa w ustalonym modelu A =




A; f

A

1

; : : : ; f

A

s

; r

A

1

; : : : ; r

A

t

�

w

nast¦puj¡cy sposób. Jako wej±cie dostaje ci¡g warto±ci a

1

; : : : ; a

p

2 A, które zostaj¡

przypisane odpowiednio na zmienne wej±ciowe x

1

; : : : ; x

p

z instrukcji startowej (a),

pozostaªe zmienne pozostaj¡ nieokre±lone. Stany oblicze« po kolejnych krokach

mo»emy opisa¢ przez par¦ hid

i

; v

i

i, w której id

i

oznacza etykiet¦ nast¦pnej instrukcji

do wykonania, a v

i

: V ar ! A [ f?g to warto±ciowanie zmiennych w bie»¡cym

kroku. Symbol ? oznacza, »e warto±¢ zmiennej jest nieokre±lona. Stan oblicze« po

wykonaniu poszczególnych instrukcji okre±lamy nast¦puj¡co:

1. po instrukcji startowej

id : START (x

1

; : : : ; x

p

); GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

0

= id

0

, a warto±ciowanie v

0

okre±lamy tak:

v

0

(x) =

(

a

i

dla x = x

i

? dla x 6= x

1

; � � � ; x

p

;

2. po instrukcji

id : x

1

:= x

2

; GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

i

= id

0

, a warto±ciowanie v

i

okre±lamy tak:

v

i

(x) =

(

v

i�1

(x) dla x 6= x

1

v

i�1

(x

2

) dla x = x

1

;

3. po instrukcji

id : x

0

:= f(x

1

; : : : ; x

n

); GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

i

= id

0

, a warto±ciowanie v

i

okre±lamy tak:

v

i

(x) =

8

>

<

>

:

v

i�1

(x) dla x 6= x

0

f

A

(v

i�1

(x

1

); : : : ; v

i�1

(x

n

)) dla x = x

0

; gdy v

i�1

(x

1

); : : : ; v

i�1

(x

n

) 6= ?

? dla x = x

0

; gdy v

i�1

(x

j

) = ? dla pewnego j

;

4. po instrukcji

id : IF x

1

= x

2

THEN id

0

ELSE id

00

11



etykiet¡ nast¦pnej instrukcji w przypadku, gdy v

i�1

(x

1

); v

i�1

(x

2

) 6= ? oraz

v

i�1

(x

1

) = v

i�1

(x

2

), jest id

i

= id

0

, w przeciwnym przypadku jest id

i

= id

00

,

warto±ci zmiennych pozostaj¡ bez zmian:

v

i

= v

i�1

;

5. po instrukcji

id : IF r(x

1

; : : : ; x

n

)THEN id

0

ELSE id

00

etykiet¡ nast¦pnej instrukcji w przypadku, gdy v

i�1

(x

1

); : : : ; v

i�1

(x

n

) 6= ?

oraz r

A

(v

i�1

(x

1

); : : : ; v

i�1

(x

n

)) = true, jest id

i

= id

0

, w przeciwnym przy-

padku jest id

i

= id

00

, warto±ci zmiennych pozostaj¡ bez zmian:

v

i

= v

i�1

;

6. po instrukcji ko«cowej

id : STOP (x

0

)

program ko«czy dziaªanie, wynikiem programu jest bie»¡ca warto±¢ zmiennej

wyj±ciowej v

i�1

(x

0

).

Podobnie jak maszyna licznikowa, program prosty mo»e nigdy nie osi¡gn¡¢ instrukcji

ko«cowej. W tym przypadku analogicznie powiemy, »e wynik dziaªania programu

jest nieokre±lony.

Funkcj¦ de�niowan¡ w modelu A przez program prosty fd o p zmiennych wej±-

ciowych de�niujemy jako funkcj¦

fd

A

: A

p

! A [ f?g

w ten sposób, »e dla a

1

; : : : ; a

p

2 A warto±ci¡ funkcji fd

A

(a

1

; : : : ; a

p

) jest wynik dzi-

aªania programu fd dla tych warto±ci, je±li program ko«czy dziaªanie, w przeciwnym

przypadku fd

A

(a

1

; : : : ; a

p

) = ?.

Klas¦ wszystkich programów prostych oznaczamy FD.

Definicja 2.10. Program z licznikami dwukierunkowymi

Program z k licznikami dwukierunkowymi fdc = (Ins; V ar; Cnt) de�niujemy podob-

nie jak program prosty, z t¡ ró»nic¡, »e oprócz zbioru zmiennych V ar posiada on

zbiór k liczników Cnt i poza instrukcjami typu (a), (b), (c), (d), (e) i (f) mo»e jeszcze

zawiera¢ nast¦puj¡ce instrukcje licznikowe, w których, jak poprzednio, id, id

0

oraz

id

00

oznaczaj¡ dowolne etykiety instrukcji, natomiast c

0

2 Cnt oznacza dowolny

licznik:

12



(g) id : c

0

:= c

0

+ 1; GOTO id

0

(h) id : c

0

:= c

0

� 1; GOTO id

0

(i) id : IF c

0

= 0THEN id

0

ELSE id

00

Kolejne stany oblicze« programu opisywane s¡ tym razem przez trójki hid

i

; v

i

; vc

i

i,

gdzie id

i

oraz v

i

jak poprzednio oznaczaj¡ etykiet¦ nastepnej instrukcji oraz warto±ci

zmiennych V ar, natomiast vc

i

: Cnt ! N to warto±ci liczników w danym kroku

oblicze«. Po wszystkich instrukcjach typu (a), (b), (c), (d), (e) i (f) kolejne in-

strukcje id

i

wykonywane przez program oraz warto±ci zmiennych v

i

de�niowane s¡

identycznie jak w programie prostym, natomiast warto±ci liczników po instrukcji

startowej przyjmuj¡ warto±¢ 0:

vc

0

(c) = 0 dla c 2 Cnt

i przy wykonywaniu instrukcji nielicznikowych nie zmieniaj¡ si¦:

vc

i

= vc

i�1

:

Dziaªanie instrukcji licznikowych jest nast¦puj¡ce:

1. po instrukcji

id : c

0

:= c

0

+ 1; GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

i

= id

0

, warto±ciowanie v

i

si¦

nie zmienia:

v

i

= v

i�1

;

natomiast warto±ci liczników vc

i

okre±lamy tak:

vc

i

(c) =

(

vc

i�1

(c) dla c 6= c

0

vc

i�1

(c) + 1 dla c = c

0

;

2. po instrukcji

id : c

0

:= c

0

� 1; GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

i

= id

0

, warto±ciowanie v

i

si¦

nie zmienia:

v

i

= v

i�1

;

natomiast warto±ci liczników vc

i

okre±lamy tak:

vc

i

(c) =

(

vc

i�1

(c) dla c 6= c

0

dla c = c

0

= 0

vc

i�1

(c)� 1 dla c = c

0

> 0

;

13



3. po instrukcji

id : IF c

0

= 0THEN id

0

ELSE id

00

etykiet¡ nast¦pnej instrukcji w przypadku, gdy vc

i�1

(c

0

) = 0, jest id

i

= id

0

,

w przeciwnym przypadku jest id

i

= id

00

, warto±ci zmiennych oraz liczników

pozostaj¡ bez zmian:

v

i

= v

i�1

vc

i

= vc

i�1

:

Wynikiem programu z licznikami dwukierunkowymi podobnie jak w programie pros-

tym jest warto±¢ zmiennej wyst¦puj¡cej w instrukcji ko«cowej (f) w momencie za-

ko«czenia programu lub wynik jest nieokre±lony, je±li program nie zatrzymuje si¦.

Funkcj¦ de�niowan¡ przez program z licznikami dwukierunkowymi w ustalonym

modelu A de�niuje si¦ identycznie jak dla programu prostego.

Klas¦ wszystkich programów z licznikami dwukierunkowymi oznaczamy FDC

II

, a

dla ustalonego k naturalnego klas¦ wszystkich programów, które maj¡ nie wi¦cej ni»

k liczników dwukierunkowych, oznaczamy FDC

II

k

.

Definicja 2.11. Program z licznikami jednokierunkowymi

Program z k licznikami jednokierunkowymi fdc = (Ins; V ar; Cnt) de�niuje si¦

analogicznie jak program z k licznikami dwukierunkowymi. Ró»ni sie on jedynie

zestawem instrukcji licznikowych, które mog¡ wystepowa¢ w programie. Zamiast

dodawania (g), odejmowania (h) oraz testu na zero (i), mamy dodawanie (g), ze-

rowanie (j) i porównanie dwóch liczników (k):

(g) id : c

0

:= c

0

+ 1; GOTO id

0

(j) id : c

0

:= 0; GOTO id

0

(k) id : IF c

1

= c

2

THEN id

0

ELSE id

00

Symbole c

0

, c

1

i c

2

oznaczaj¡ dowolne liczniki ze zbioru Cnt, a id, id

0

oraz id

00

,

jak zawsze, etykiety dowolnych instrukcji. Dziaªanie instrukcji (g) jest takie jak w

liczniku dwukierunkowym, a dwie pozostaªe dziaªaj¡ w nast¦puj¡cy sposób:

1. po instrukcji

id : c

0

:= 0; GOTO id

0

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id

i

= id

0

, warto±ciowanie v

i

si¦

nie zmienia:

v

i

= v

i�1

;
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natomiast warto±ci liczników vc

i

okre±lamy tak:

vc

i

(c) =

(

vc

i�1

(c) dla c 6= c

0

0 dla c = c

0

;

2. po instrukcji

id : IF c

1

= c

2

THEN id

0

ELSE id

00

etykiet¡ nast¦pnej instrukcji w przypadku, gdy vc

i�1

(c

1

) = vc

i�1

(c

2

), jest

id

i

= id

0

, w przeciwnym przypadku jest id

i

= id

00

, warto±ci zmiennych oraz

liczników pozostaj¡ bez zmian:

v

i

= v

i�1

vc

i

= vc

i�1

:

Klas¦ wszystkich programów z licznikami jednokierunkowymi oznaczamy FDC

I

, a

dla ustalonego k naturalnego klas¦ wszystkich programów, które maj¡ nie wi¦cej ni»

k liczników jednokierunkowych, oznaczamy FDC

I

k

.

Ze wzgl¦du na zupeªnie inn¡ struktur¦ programów oddzielnie zde�niujemy klas¦

de�nicji efektywnych - uwa»an¡ za intuicyjnie de�niuj¡c¡ wszystkie funkcje obli-

czalne w dowolnych strukturach.

Definicja 2.12. De�nicja efektywna

De�nicj¡ efektywn¡ p-argumentow¡ nazywamy funkcj¦ rekurencyjn¡ ed : N !

F � T , gdzie F � zbiór formuª otwartych pierwszego rz¦du nad zbiorem p zmi-

ennych wej±ciowych V ar, a T � zbiór termów nad tym samym zbiorem zmiennych

V ar. Funkcja rekurencyjna, to taka funkcja, dla której istnieje maszyna Turinga

wypisuj¡ca kolejne pary argument-warto±¢ na ta±mie w ten sposób, »e dla ka»dego

argumentu odpowiadaj¡ca mu para zostanie wypisana dokªadnie raz.

Funkcj¡ de�niowan¡ przez p-argumentow¡ de�nicj¦ efektywn¡ ed w ustalonym mod-

elu A =




A; f

A

1

; : : : ; f

A

s

; r

A

1

; : : : ; r

A

t

�

nazywamy funkcj¦ ed

A

: A

p

! A [ f?g

okre±lon¡ nast¦puj¡co: niech V ar = fx

1

; : : : ; x

p

g � zbiór zmiennych wej±ciowych

ed, v

�!

a

� warto±ciowanie w A takie, »e v

�!

a

(x

i

) = a

i

dla i = 1; � � � ; p, wtedy

1. je±li istnieje n 2 N takie, »e ed(n) = h�; ti i v

�!

a

(�) = true oraz n jest

najmniejsze speªniaj¡ce ten warunek, to ed

A

(

�!

a ) = v

�!

a

(t)

2. w przeciwnym przypadku ed

A

(

�!

a ) = ?.

Wynikiem obliczenia de�nicji efektywnej ed dla warto±ci wej±ciowych

�!

a = (a

1

; : : : ; a

p

) 2 A

p
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nazywamy warto±¢

ed

A

(a

1

; : : : ; a

p

):

Klas¦ wszystkich de�nicji efektywnych oznaczamy ED.

Dotychczas wprowadzili±my de�nicje ró»nych klas programów: FD, FDC

I

k

, FDC

I

,

FDC

II

k

, FDC

II

, ED. W kolejnych rozdziaªach b¦dziemy pokazywa¢ ró»ne za-

le»no±ci zachodz¡ce pomi¦dzy klasami, dlatego zde�niujemy zwi¡zki, którymi si¦

b¦dziemy posªugiwa¢ w opisie hierarchii klas programów.

Definicja 2.13. Sprowadzalno±¢ pomi¦dzy klasami programów

Powiemy, »e klasa programów P

2

jest co najmniej tak silna jak klasa programów P

1

:

P

1

� P

2

wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego p-argumentowego programu P

1

2 P

1

istnieje

p-argumentowy program P

2

2 P

2

taki, »e w ka»dym modelu

A =




A; f

A

1

; : : : ; f

A

s

; r

A

1

; : : : ; r

A

t

�

dla ka»dych warto±ci wej±ciowych

�!

a = (a

1

; : : : ; a

p

) 2 A

p

1. albo wyniki oblicze« P

1

i P

2

s¡ oba okre±lone i równe

P

A

1

(

�!

a ) = P

A

2

(

�!

a );

2. albo oba nieokre±lone

P

A

1

(

�!

a ) = ? ^ P

A

2

(

�!

a ) = ?:

Definicja 2.14. Równowa»no±¢ pomi¦dzy klasami programów

Powiemy, »e klasy P

1

, P

2

s¡ równowa»ne:

P

1

� P

2

;

je±li P

1

� P

2

i P

2

� P

1

.

Definicja 2.15. Ostra sprowadzalno±¢ pomi¦dzy klasami programów

Powiemy, »e klasa P

2

jest istotnie silniejsza od klasy P

1

:

P

1

� P

2

wtedy i tylko wtedy, je±li P

1

� P

2

oraz istnieje program P

2

2 P

2

taki, »e »aden

program z klasy P

1

nie de�niuje identycznej funkcji we wszystkich strukturach, tzn.
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dla ka»dego P

1

2 P

1

istnieje struktura A, w której funkcje de�niowane przez oba

programy si¦ ró»ni¡:

P

A

1

6� P

A

2

:
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ROZDZIA� 3

MASZYNY LICZNIKOWE DWUKIERUNKOWE

W pierwszej cz¦±ci tego rozdziaªu b¦dziemy zmierzali do tego, aby pokaza¢, »e

maszyna z 2 licznikami dwukierunkowymi potra� symulowa¢ maszyn¦ Turinga, wy-

nik sformuªowany i udowodniony przez Marvina Minsky'ego [11].

Aby jednak mo»na byªo mówi¢ o symulacji jednej maszyny przez drug¡, musimy

rozwi¡za¢ problem ró»nych dziedzin warto±ci wej±ciowych, gdy» maszyna Turinga

operuje na sªowach, natomiast maszyna licznikowa na liczbach naturalnych. Niech

MT = hQ;�;�; �; q

0

; b; F i � maszyna Turinga. Sko«czone sªowo w = w

1

w

2

� � �w

n

zapisane na ta±mie maszyny MT mo»emy interpretowa¢ jako zapis liczby naturalnej

w systemie liczbowym o podstawie m = j�j, je±li ustalimy wzajemnie jednoznaczne

przyporz¡dkowanie � : �! f0; : : : ; m� 1g:

�

�

(w) = �(w

1

) +m�(w

2

) + � � �+m

n�1

�(w

n

):

Aby mo»na byªo traktowa¢ sªowa wej±ciowe dla maszyn Turinga jako sko«czone,

ustalmy, »e symbol pusty b ma kod �(b) = 0.

Na pocz¡tku poka»emy, »e maszyna licznikowa potra� zasymulowa¢ proste oper-

acje maszyny Turinga na liczniku c

1

zawieraj¡cym kod ci¡gu symboli przy pomocy

jednego dodatkowego licznika c

2

.

Dodanie nowego symbolu na poczatek ci¡gu realizujemy w ten sposób, »e przepisu-

jemy warto±¢ c

1

na c

2

zeruj¡c jednocze±nie c

1

, nast¦pnie na c

1

wstawiamy warto±¢ c

2

pomno»on¡ przez m w ten sposób, »e przy ka»dym zmniejszeniu c

2

o 1 zwi¦kszamy

c

1

o m. Wykonujemy to, a» c

2

osi¡gnie 0. Na koniec dodajemy do c

1

warto±¢ b¦dac¡

kodem nowego symbolu.

Usuni¦cie symbolu z pocz¡tku ci¡gu realizujemy podobnie. Przepisujemy c

1

na c

2

zeruj¡c c

1

, nast¦pnie próbujemy zmniejszy¢ c

2

om i je±li nam si¦ uda, to zwi¦kszamy

c

1

o 1, je±li za± c

2

osi¡gnie 0, to ko«czymy dziaªanie.

Aby rozpozna¢, jaki symbol jest zakodowany na pocz¡tku ci¡gu symboli w, musimy

policzy¢ �

�

(w) mod m, wynik b¦dzie kodem pierwszego symbolu. Robimy to w

ten sposób, »e przepisujemy c

1

na c

2

zeruj¡c c

1

, a nast¦pnie w cyklu przechodzimy

po m stanach maszyny, zwi¦kszaj¡c w ka»dym kroku c

1

o 1 i zmniejszaj¡c c

2

o 1.

Je±li w momencie wyzerowania c

2

osi¡gniemy j-ty stan w cyklu m stanów, to j jest
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kodem pierwszego symbolu ze sªowa w. Zauwa»my, »e w tym momencie na c

1

znów

bedziemy mie¢ tak¡ warto±¢, jak przed wyliczaniem kodu.

Lemat 3.1. Dla ka»dej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna trójlicznikowa

dwukierunkowa ML, »e uruchomiona z kodem dowolnego sªowa wej±ciowego dla

maszyny Turinga, symuluje jej dziaªanie i albo na wyj±ciu zwraca kod wyniku dziaªa-

nia maszyny Turinga, je±li ta ko«czy dziaªanie, albo podobnie jak maszyna Turinga

nie zatrzymuje si¦.

Dowód. Dla ustalonej maszyny Turinga MT zde�niujemy, jak b¦dzie dziaªa¢

maszyna trójlicznikowa. Je±li przyjmiemy, »e bie»¡cy stan oblicze« MT ma posta¢

a

1

� � �a

i�1

qa

i

� � �a

j

;

to na pierwszym liczniku c

1

b¦dziemy przechowywa¢ liczb¦ koduj¡c¡ ci¡g symboli

zaczynaj¡cy si¦ od klatki wskazywanej przez bie»¡ce poªo»enie gªowicy czyli

c

1

= �(a

i

) +m�(a

i+1

) + � � �+m

j�i

�(a

j

);

a na liczniku c

2

b¦dziemy przechowywa¢ liczb¦ koduj¡c¡ ci¡g symboli przed gªowic¡

ta±my, z t¡ ró»nic¡, »e b¦dziemy go traktowa¢ jako zapis liczby od ko«ca, czyli

c

2

= �(a

i�1

) +m�(a

i�2

) + � � �+m

i�2

�(a

1

):

Trzeci licznik c

3

b¦dzie sªu»yª jako pomocniczy do symulacji przej±¢ maszyny MT .

Poniewa» pocz¡tkowe poªo»enie gªowicy w maszynie Turinga jest na pierwszej klatce

ta±my, wi¦c warto±¢ licznika c

1

odpowiada kodowi sªowa wej±ciowego maszyny Tu-

ringa MT . Bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e maszyna MT , któr¡ b¦dziemy

symulowa¢, po obliczeniu wyniku na ta±mie, najpierw zamienia wszystkie symbole

za sªowem wynikowym na symbole puste b, a nast¦pnie wraca gªowic¡ na pocz¡tek

ta±my. W ten sposób, na ko«cu dziaªania maszyny licznikowej, licznik c

1

b¦dzie

zawieraª dokªadnie kod sªowa wynikowego MT .

Teraz musimy pokaza¢, jak maszyna licznikowa symuluje kroki maszyny Turinga, w

taki sposób, by liczniki c

1

i c

2

zawieraªy zawsze aktualny opis stanu oblicze« maszyny

MT: Zaªó»my, »e maszyna licznikowa musi zasymulowa¢ przej±cie maszyny Turinga

opisane w nast¦puj¡cy sposób:

�(q; a) = (q

0

; a

0

; d):

Stan symulowanej maszyny Turinga b¦dziemy pami¦ta¢ na stanach maszyny liczni-

kowej, tzn. ka»demu stanowi q maszyny Turinga b¦dzie odpowiada¢ osobna grupa

stanów w maszynie licznikowej, która b¦dzie symulowa¢ przej±cie z tego stanu q.

Robimy to w nast¦puj¡cy sposób. Najpierw rozpoznajemy, jaki symbol jest pod

gªowic¡ przez rozponanie pierwszego symbolu sªowa kodowanego przez c

1

. Wtedy
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maszyna ju» wie, »e ma zapisa¢ symbol a

0

, poruszy¢ si¦ w kierunku d i przej±¢ do

stanu q

0

. W tym celu symulujemy usuni¦cie pierwszego symbolu z c

1

i doª¡czenie

symbolu a

0

na pocz¡tek, nast¦pnie, je±li mieli±my poruszy¢ sie w lewo, symulujemy

usuni¦cie pierwszego symbolu z c

2

i dodanie go do c

1

, je±li za± w prawo, to robimy

odwrotnie. Na ko«cu symulujemy przej±cie do stanu q

0

.

Przy wszystkich symulacjach tych prostych operacji u»ywamy c

3

jako licznika po-

mocniczego.

Twierdzenie 3.2. Dla ka»dej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna dwu-

licznikowa dwukierunkowa ML, »e je±li na wej±ciu dostaje warto±¢ 2

�

�

(w)

, gdzie w

�dowolne sªowo wej±ciowe dla maszyny MT , to symuluje dziaªanie maszyny MT i

albo na wyj±ciu zwraca warto±¢ 2

�

�

(u)

, je±li ta ko«czy dziaªanie z wynikiem u, albo

podobnie jak maszyna MT nie zatrzymuje si¦.

Dowód. Poka»emy, »e maszyna dwulicznikowa potra� symulowa¢ maszyn¦ trój-

licznikow¡. Niech ML

0

� maszyna trójlicznikowa symulujac¡ maszyn¦ MT . Za-

ªó»my, »e c

1

, c

2

i c

3

� liczniki maszyny ML

0

oraz c

4

i c

5

� liczniki maszyny ML.

W ka»dym kroku symulacji maszyny ML

0

licznik c

4

b¦dzie przechowywa¢ warto±ci

liczników c

1

, c

2

i c

3

w wykªadnikach liczb pierwszych przypisanych do tych liczników,

wyst¦puj¡cych w rozkªadzie warto±ci c

4

na czynniki pierwsze:

c

4

= 2

c

1

3

c

2

5

c

3

:

Zauwa»my, »e w momencie rozpocz¦cia symulacji wªasno±¢ ta jest zachowana, gdy»

c

1

= �

�

(w), c

2

= 0 i c

3

= 0. Oznaczmy przez p

i

liczb¦ pierwsz¡ zwi¡zan¡ z i-tym

licznikiem: 2 dla c

1

, 3 dla c

2

i 5 dla c

3

. Poszczególne operacje maszyny trójlicznikowej

na i-tym liczniku b¦dziemy symulowa¢ nast¦puj¡co. Sprawdzenie, czy warto±¢ c

i

jest

0, realizujemy tak. W ka»dym kroku zmniejszamy c

4

o 1 jednocze±nie zwi¦kszaj¡c c

5

o 1. Wykonujemy to w cyklach p

i

kroków. Je±ªi c

4

osi¡gnie warto±¢ 0 w ±rodku cyklu,

to oznacza, »e jego pocz¡tkowa warto±¢ nie dzieliªa si¦ przez p

i

, a wi¦c zapami¦tujemy

na stanach maszyny, »e test c

i

na 0 wypadª pozytywnie, je±li za± osi¡gnie 0 na ko«cu

cyklu, to pami¦tamy, »e test na 0 byª negatywny. Nast¦pnie odtwarzamy poprzedni¡

warto±¢ licznika c

4

z c

5

. Aby zasymulowa¢ podniesienie i-tego licznika o 1, musimy

pomno»y¢ c

4

przez p

i

. Realizujemy to przez przepisanie c

4

na c

5

i wyzerowanie c

4

, a

nast¦pnie przy ka»dorazowym zmniejszeniu c

5

o 1 zwi¦kszamy c

4

o p

i

, a» c

5

osi¡gnie

warto±¢ 0. Zmniejszenie i-tego licznika symulujemy tak: najpierw robimy test c

i

na 0 i je±li pozytywny, to nic wi¦cej nie robimy, bo odejmowanie na wyzerowanym

liczniku nic nie robi, je±li za± negatywny, to dalej analogicznie jak przy podniesieniu

licznika, tylko teraz musimy podzieli¢ c

4

przez p

i

. Zatem przepisujemy c

4

na c

5

zeruj¡c c

4

i w ka»dym kroku zmniejszamy c

5

o p

i

zwiekszaj¡c jednocze±nie c

4

o 1.
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W ten sposób potra�my symulowa¢ operacje maszyny trójlicznikowej. Zauwa»my, »e

przy symulacji maszyny TuringaMT maszyna trójlicznikowaML

0

ko«czy dziaªanie

z wyzerowanymi licznikami c

2

i c

3

. To oznacza, »e po zako«czeniu dziaªania maszyny

dwulicznikowej ML, warto±¢ c

4

b¦dzie równa 2

c

1

i w ten sposób udowodnili±my

twierdzenie 3.2.

Formuªuj¡c powy»sze twierdzenie zaªo»yli±my, »e maszyna dwulicznikowa dostaje

warto±¢ odpowiedniej funkcji koduj¡cej sªowa wej±ciowe maszyn Turinga. Poka»emy,

»e mo»na efektywnie oblicza¢ warto±¢ tej funkcji ze sªowa wej±ciowego, a tak»e gen-

erowa¢ sªowo wyj±ciowe z warto±ci takiej funkcji u»ywaj¡c ta±m: wej±ciowej i wyj±-

ciowej, o bardzo ograniczonych mo»liwo±ciach.

Zauwa»my, »e wystarczy pokaza¢, jak maszyna trójlicznikowa ze sªowa wej±ciowego

w dla maszyny Turinga wylicza warto±¢ �

�

(w) na swoim pierwszym liczniku, a

nastepnie w jaki sposób generuje sªowo wyj±ciowe u z warto±ci �

�

(u). Wtedy

maszyna dwulicznikowa, symuluj¡c maszyn¦ trójlicznikow¡ identycznie jak to jest

opisane w dowodzie twierdzenia 3.2, b¦dzie umiaªa ze sªowa wej±ciowego w wyliczy¢

warto±¢ 2

�

�

(w)

na swoim pierwszym liczniku, a na koniec dziaªania z warto±ci 2

�

�

(u)

wygenerowa¢ sªowo wyj±ciowe u.

Skoncentrujmy sie zatem na maszynie trójlicznikowej. Jak ju» wspomnieli±my, do-

dajemy jej dwie ta±my: ta±m¦ wej±ciow¡, któr¡ mo»emy jedynie czyta¢ i po której

mo»emy si¦ porusza¢ jedynie w prawo czytaj¡c ka»dy symbol tylko raz, oraz ta±m¦

wyj±ciow¡, któr¡ mo»emy jedynie zapisywa¢ i po której równie» mo»emy porusza¢ si¦

jedynie w prawo ka»d¡ klatk¦ zapisuj¡c tylko raz. Przyjmijmy, »e na wej±ciu, zami-

ast kodu sªowa wej±ciowego w = w

1

w

2

� � �w

n

na pierwszym liczniku, dostajemy jego

oryginaln¡ posta¢ na ta±mie wej±ciowej, natomiast wszystkie liczniki maj¡ warto±¢

pocz¡tkow¡ 0.

Przyjmuj¡c, »e m = j�j, najpierw na liczniku c

2

obliczymy warto±¢

�

�

(w

n

w

n�1

� � �w

1

) = �(w

n

) +m�(w

n�1

) + � � �+m

n�1

�(w

1

):

Zauwa»my, »e je±li na c

1

b¦dzie 0, to ten stan symuluje stan maszyny Turinga, która

przeczytaªa sªowo wej±ciowe i gªowice ma ustawion¡ na pierwszej klatce za sªowem

wej±ciowym. Wtedy wystarczy, »e zasymulujemy powrót gªowicy na pocz¡tek ta±my

i otrzymamy warto±¢ �

�

(w) na liczniku c

1

.

Warto±¢ �

�

(w

n

w

n�1

� � �w

1

) na c

2

obliczamy w nast¦puj¡cy sposób. Czytamy pier-

wszy symbol w i wyliczamy jego kod na c

2

. Nast¦pnie w ka»dym kroku, czytamy

kolejny symbol z ta±my wej±ciowej, i je±li nale»y do sªowa wej±ciowego, to symulu-

jemy operacj¦ dodania symbolu na pocz¡tek sªowa zakodowanego na c

2

. Ko«czymy,
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gdy z ta±my wej±ciowej odczytamy symbol pusty b. Potem musimy jeszcze zasymu-

lowa¢ powrót gªowicy na pocz¡tek ta±my.

Generowanie sªowa wyj±ciowego z warto±ci c

1

wykonujemy poprzez proces odwrotny.

W ka»dym kroku rozpoznajemy kod pierwszego symbolu ze sªowa zakodowanego na

c

1

, wypisujemy symbol na ta±mie wyj±ciowej i symulujemy usuni¦cie pierwszego

symbolu z kodowanego sªowa. Ko«czymy, kiedy c

1

osiagnie warto±¢ 0.

Pokazali±my, »e maszyny dwulicznikowe potra�¡ symulowa¢ maszyny Turinga. Posi-

adaj¡ one jeszcze jedn¡ wa»n¡ cech¦ maszyn Turinga. Problem stopu dla maszyn

dwulicznikowych jest nierozstrzygalny [11]. Aby udowodni¢ ten fakt, musimy na-

jpierw precyzyjnie zde�niowa¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, w jaki sposób bedziemy

kodowa¢ maszyn¦ licznikow¡ na ta±mie maszyny Turinga, po drugie, jak interpre-

towa¢ maszyn¦ Turinga jako maszyn¦ rozwi¡zuj¡c¡ problem decyzyjny.

Zaªó»my, »e w alfabecie maszyny Turinga mamy symbole 0 i 1. Liczby naturalne

mo»emy kodowa¢ jako ci¡g zer i jedynek. Mo»emy przyj¡¢, »e stany kodowanej

maszyny licznikowej to s¡ kolejne liczby naturalne od 0 do n�1, a stany akceptuj¡ce,

to m najmniejszych liczb naturalnych (oczywi±cie m � n). Symbole  , ! i 0

niech oznaczaj¡ odpowiednio operacje opuszczenia, podniesienia i testu licznika na

0. Maszyn¦ licznikow¡ kodujemy nast¦puj¡co:

#n#m#k#(0; j

0

; op

0

; p

0

; q

0

)(1; j

1

; op

1

; p

1

; q

1

) � � � (n� 1; j

n�1

; op

n�1

; p

n�1

; q

n�1

)#:

Kolejne fragmenty kodu oddzielamy specjalnym symbolem #. Najpierw kodujemy

liczb¦ stanów n, potem liczb¦ stanów akceptuj¡cych m, nastepnie liczb¦ liczników

maszyny k, a dalej kodujemy operacje maszyny wykonywane w poszczególnych

stanach jako ci¡g krotek (i; j

i

; op

i

; p

i

; q

i

). Ka»demu stanowi maszyny od 0 do n� 1

odpowiada dokªadnie jedna krotka, w której i to numer tego stanu, j

i

to numer

licznika, na którym jest wykonywana operacja, op

i

to symbol wykonywanej operacji,

a p

i

i q

i

to numery stanów, do których maszyna przechodzi w nast¦pnym kroku: do

stanu p

i

w przypadku operacji  ; ! lub gdy test na 0 jest pozytywny, a do stanu

q

i

, gdy operacja op

i

jest testem na 0 i wynik jest negatywny.

Umiemy ju» kodowa¢ maszyn¦ licznikow¡, omówimy teraz, jak b¦dziemy interpre-

towa¢ maszyn¦ Turinga jako maszyn¦ rozwi¡zuj¡c¡ problem decyzyjny. Przyjeli±my,

»e w alfabecie maszyny wyst¦puje symbol 1. Je±li maszyna si¦ zatrzymuje, to

powiemy, »e odpowiada: tak, je±li na pierwszej klatce ta±my zwraca 1, a odpowiada:

nie, je±li na pierwszej klatce znajduje si¦ dowolny inny symbol.

Mo»emy teraz problem stopu dla maszyn dwulicznikowych sformuªowa¢ precyzyjnie:

czy istnieje maszyna Turinga, która dostawszy na wej±ciu kod maszyny dwuliczni-

kowej ML oraz liczb¦ naturaln¡ n odpowiada: tak, je±li maszyna ML zatrzymuje
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si¦ dla wej±cia n, i odpowiada: nie, je±li maszyna ML nie zatrzymuje si¦ dla wej±cia

n.

Nieistnienie takiej maszyny mo»na w prosty sposób pokaza¢ opieraj¡c si¦ na znanym

fakcie o nierozstrzygalno±ci problemu stopu dla maszyn Turinga [15].

Po drodze posªu»ymy si¦ dodatkowym lematem:

Lemat 3.3. Nie istnieje maszyna Turinga, która na wej±ciu dostawszy kod maszyny

trójlicznikowej dwukierunkowej ML oraz liczb¦ naturaln¡ n odpowiada: tak, je±li

maszyna ML zatrzymuje si¦ dla wej±cia n, a odpowiada: nie, je±li maszyna ML nie

zatrzymuje si¦ dla wej±cia n.

Dowód. Zaªó»my, »e taka maszyna istnieje. Je±li poka»emy, »e istnieje maszyna

Turinga, która kod dowolnej maszyny Turinga MT zamienia na kod maszyny licz-

nikowej ML symuluj¡cej maszyn¦ MT , a sªowo wej±ciowe na kod tego sªowa, to po

poª¡czeniu tych dwóch maszyn dostaliby±my maszyn¦ rozstrzygaj¡c¡ problem stopu

dla maszyn Turinga.

Maszyn¦ Turinga kodujemy podobnie jak maszyn¦ licznikow¡. Najpierw liczb¦

stanów n, potem liczb¦ stanów akceptuj¡cych m, liczb¦ symboli alfabetu k i na

ko«cu funkcj¦ przej±¢ �:

#n#m#k#(0; 0; s

0;0

; q

0;0

) � � � (n� 1; k � 1; s

n�1;k�1

; q

n�1;k�1

)#:

W tym miejscu musimy przyj¡¢, »e symbole alfabetu b¦dziemy równie» kodowa¢

przez kolejne liczby naturalne. Tym razem krotki (i; j; s

i;j

; q

i;j

) przebiegaj¡ po wszys-

tkich kombinacjach stanów i od 0 do n� 1 i symboli j od 0 do k� 1. Ka»da krotka

okre±la nowy symbol s

i;j

, który ma by¢ zapisany na miejsce poprzedniego, oraz stan

q

i;j

, do którego maszyna Turinga przechodzi w nastepnym kroku.

Kod maszyny trójlicznikowej symuluj¡cej zakodowan¡ maszyn¦ Turinga b¦dziemy

budowa¢ zgodnie z ide¡ zawart¡ w dowodzie lematu 3.1. Poszczególne stany maszyny

Turinga b¦dziemy zamienia¢ na du»e fragmenty maszyny licznikowej, a te b¦d¡

skªadane z mniejszych fragmentów symuluj¡cych proste operacje skªadaj¡ce si¦ na

caªy krok maszyny Turinga. Te podstawowe operacje to dodanie, usuni¦cie oraz

rozpoznanie symbolu z pocz¡tku ci¡gu. Dodanie symbolu to p¦tla stanów, w której

przepisujemy warto±¢ z pierwszego licznika c

1

na drugi c

2

testuj¡c, czy c

1

si¦ wyze-

rowaª, potem znów p¦tla, w której mno»ymy warto±¢ c

2

przez k odkªadaj¡c j¡ z

powrotem na c

1

, na ko«cu ci¡g stanów, który dodaje do c

1

kod dodawanego sym-

bolu. Usuni¦cie symbolu to na pocz¡tku tak samo � p¦tla przepisuj¡ca c

1

na c

2

,

potem w drugiej p¦tli zmniejszamy warto±¢ c

2

k razy przepisuj¡c j¡ z powrotem na

c

1

. Rozpoznanie symbolu to znów przepisanie c

1

na c

2

, a potem w p¦tli k stanów
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przywracamy pocz¡tkow¡ warto±¢ c

1

pami¦taj¡c, w którym z nich sko«czyli±my. W

ten sposób na stanach pami¦tamy, jaki symbol rozpoznali±my.

Zauwa»my, »e w niektórych p¦tlach liczba stanów jest staªa, a w niektórych jest

zale»na tylko od liczby symboli alfabetu kodowanej maszyny. Zatem maj¡c dan¡

liczb¦ symboli wszystkie te operacje mo»emy efektywnie wygenerowa¢ w postaci

kodu stanów i operacji maszyny trójlicznikowej, a te mo»emy poª¡czy¢ w kod symu-

luj¡cy caªe kroki maszyny Turinga, które z kolei mo»emy poª¡czy¢ w kod maszyny

trójlicznikowej symuluj¡cej caª¡ maszyn¦ Turinga. Ostateczn¡ liczb¦ stanów musimy

policzy¢ po wygenerowaniu wszystkich fragmentów maszyny. Stany akceptuj¡ce

maszyny trójlicznikowej zaznaczamy zgodnie z odpowiadaj¡cymi im stanami akcep-

tuj¡cymi maszyny Turinga. Potem musimy przenumerowa¢ je tak, aby speªniaªy

zaªo»enie, »e zbiór stanów akceptuj¡cych tworz¡ najmniejsze liczby naturalne.

Równie prosto mo»emy efektywnie zamieni¢ sªowo wej±ciowe na jego kod. Jest to

po prostu zamiana liczby zapisanej w systemie liczbowym o podstawie k na liczb¦

zapisan¡ w systemie dwójkowym.

Poniewa» wszystkie operacje opisane powy»ej mo»na wykona¢ efektywnie, wi¦c ist-

nieje maszyna Turinga, która potra� zamienia¢ kod dowolnej maszyny Turinga na

kod maszyny trójlicznikowej, a sªowo wej±ciowe na kod tego sªowa, wi¦c gdyby±my

mieli maszyn¦ Turinga rozstrzygaj¡c¡ problem stopu dla maszyn trójlicznikowych,

to potra�liby±my zbudowa¢ maszyn¦ Turinga rostrzygaj¡c¡ problem stopu dla ma-

szyn Turinga.

Twierdzenie 3.4. Nie istnieje maszyna Turinga, która na wej±ciu dostawszy kod

maszyny dwulicznikowej dwukierunkowej ML oraz liczb¦ naturaln¡ n odpowiada:

tak, je±li maszynaML zatrzymuje si¦ dla wej±cia n, a odpowiada: nie, je±li maszyna

ML nie zatrzymuje si¦ dla wej±cia n.

Dowód. Schemat dowodu jest analogiczny jak w dowodzie lematu 3.3. Ró»nica

polega na tym, »e teraz pokazujemy, jak efektywnie zamieni¢ kod maszyny trójliczni-

kowej na kod symuluj¡cej j¡ maszyny dwulicznikowej. W ten sposób, je±li istniaªaby

maszyna Turinga rostrzygaj¡ca problem stopu dla maszyn dwulicznikowych, to po-

tra�liby±my przy jej pomocy zbudowa¢ maszyn¦ Turinga rozstrzygaj¡ca problem

stopu dla maszyn trójlicznikowych, co byªoby sprzeczne z lematem 3.3.

Przypomnijmy, »e maszyna dwulicznikowa przechowuje warto±¢ liczników maszyny

trójlicznikowej c

1

, c

2

i c

3

w nast¦puj¡cej postaci

2

c

1

3

c

2

5

c

3

:
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Zauwa»my, »e operacje podniesienia, opuszczenia i testu licznika na 0 w maszynie

trójlicznikowej maszyna dwulicznikowa symuluje odpowiednio poprzez pomno»enie

przez ustalon¡ liczb¦ pierwsz¡, podzielenie przez ni¡ i sprawdzenie podzielno±ci

warto±ci licznika przez t¡ liczb¦. S¡ to proste p¦tle o niezmiennej liczbie stanów,

wystarczy wi¦c zamieni¢ ka»d¡ operacje maszyny trójlicznikowej na odpowiadaj¡c¡

jej p¦tl¦ maszyny dwulicznikowej i uzupeªni¢ je o operacje przej±¢ pomi¦dzy nimi

zgodnie z przej±ciami maszyny trójlicznikowej. Podobnie jak poprzednio, na ko«cu

musimy zliczy¢ liczb¦ wszystkich stanów oraz odpowiednio je przenumerowa¢, tak,

aby speªniaªy zaªo»enia kodu maszyny licznikowej. Zamiana kodu sªowa wej±ciowego

polega na wyliczeniu warto±ci 2

c

1

na podstawie warto±ci c

1

.

W ten sposób przedstawili±my najwa»niejsze znane fakty na temat maszyn liczni-

kowych dwukierunkowych: wystarczalno±¢ dwóch liczników do symulacji maszyny

Turinga oraz nierozstrzygalno±¢ problemu stopu ju» dla maszyn dwulicznikowych.

Pozwalaj¡ one nam posªugiwa¢ si¦ maszyn¡ dwulicznikow¡ dwukierunkow¡ jako uni-

wersalnym modelem oblicze« przy odpowiednio zakodowanych danych wej±ciowych.
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ROZDZIA� 4

PROGRAMY Z LICZNIKAMI DWUKIERUNKOWYMI

Dziedzin¡ maszyn Turinga jest zawsze zbiór sªów nad sko«czonym alfabetem, dziedz-

in¡ maszyn licznikowych � liczby naturalne. W tym rozdziale zajmiemy si¦ inn¡,

bardziej ogóln¡ i abstrakcyjn¡ koncepcj¡ oblicze« wykorzystuj¡c¡ mechanizm licz-

ników dwukierunkowych. B¦dziemy bada¢ moc obliczeniow¡ modeli oblicze« operu-

j¡cych na dowolnych strukturach algebraicznych. Tego typu modelem jest program

z licznikami dwukierunkowymi. Poka»emy, jak ilo±¢ liczników, z której program

mo»e korzysta¢, wpªywa na jego mo»liwo±ci obliczeniowe i przedstawimy zale»no±ci

pomi¦dzy ró»nymi klasami programów, które wprowadzaj¡ usystematyzowan¡ hier-

archi¦ obrazuj¡c¡ moc obliczeniow¡ ka»dej z nich. To w tym celu przedstawilismy

de�nicje klas programów prostych FD oraz de�nicji efektywnych ED.

W tym rozdziale b¦dziemy zakªada¢, »e sygnatura � = ff

1

; : : : ; f

s

; r

1

; : : : ; r

t

g jest

ustalona.

Najpierw poka»emy twierdzenie Garlanda i Luckhama [4], które mówi, »e liczniki

dwukierunkowe istotnie zwiekszaj¡ moc obliczeniow¡ programów.

Twierdzenie 4.1. Klasa programów z licznikami dwukierunkowymi FDC

II

jest is-

totnie silniejsza od klasy programów prostych FD

FD � FDC

II

:

Dowód. Zwi¡zek

FD � FDC

II

jest oczywisty, poniewa» kazdy program prosty jest równie» programem z licznikami.

Musimy zbudowa¢ program z licznikami o takiej wªasno±ci, której nie ma »aden

program prosty.

Najpierw poka»emy, »e klasa programów prostych FD ma rozstrzygalny problem

stopu na sko«czonych strukturach.

Program prosty kodujemy na ta±mie jako ci¡g instrukcji z etykietami, natomiast

sko«czon¡ struktur¦ w ten sposób, »e podajemy ilo±¢ elementów, a nast¦pnie po

kolei kodujemy wszystkie funkcje i relacje wyliczaj¡c wszystkie mo»liwe kombinacje

argumentów z warto±ciami.
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Zaªó»my, »e program prosty ma k instrukcji i n zmiennych, a struktura ma c elemen-

tów. Problem stopu rozwi¡zujemy nast¦puj¡co. Symulujemy dziaªanie programu

przez kc

n

+1 kroków, je±li symulacja zako«czyªa si¦, to odpowiadamy: tak, je±li nie,

to odpowiadamy: nie. Zauwa»my, »e istnieje tylko kc

n

róznych stanów programu,

wi¦c w kc

n

+ 1 krokach ten sam stan musi powtórzy¢ si¦ dwa razy. A to wskazuje,

»e program b¦dzie sie p¦tliª.

Zde�niujemy teraz ci¡g struktur algebraicznych nad jednoelementow¡ sygnatur¡

� = ffg. Niech A

n

= hf0; : : : ; n� 1g ; f

n

i z funkcjami okre±lonymi nast¦puj¡co:

f

n

(i) = i mod n;

a zbiór Z niech b¦dzie zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, ale nie rekurencyjnym.

Nie istnieje program prosty, który dla dowolnych warto±ci wej±ciowych zatrzymuje

si¦ dokªadnie tylko w tych strukturach A

n

, dla których n 2 Z. Gdyby tak byªo, to

zbiór Z byªby rekurencyjny. Niech fd� program prosty zatrzymuj¡cy si¦ dokªadnie

tylko w tych strukturach A

n

, dla których n 2 Z. Maszyna Turinga rozpoznaj¡ca

zbiór Z dziaªaªaby tak. Najpierw z liczby wej±ciowej n generuje kod interpretacji

A

n

, nast¦pnie kod programu fd, a potem uruchamia maszyn¦ rozwi¡zuj¡c¡ problem

stopu dla programów prostych i odpowiada tak samo.

Poka»emy, »e istnieje program z licznikami dwukierunkowymi posiadaj¡cy t¦ szcze-

góln¡ wªasno±¢, »e zatrzymuje si¦ tylko w strukturach A

n

, dla których n 2 Z.

W lemacie 3.1 pokazali±my, »e maszyny licznikowe dwukierunkowe potra�¡ symu-

lowa¢ maszyny Turinga. Zatem maszyny licznikowe równie dobrze jak maszyny

Turinga potra�¡ wylicza¢ kolejne elementy zbiorów rekurencyjnych. Ale programy

z licznikami mog¡ wykonywa¢ dokªadnie te same operacje na licznikach co maszyny

na ta±mach licznikowych, wi¦c one równie» potra�¡ generowa¢ zbiory rekurencyjne.

Korzystaj¡c z tego mo»emy ju» zde�niowa¢ nasz program z licznikami. Najpierw na

liczniku c

1

wylicza on wielko±¢ struktury A

n

, na której operuje, obliczaj¡c kolejne

warto±ci f

k

n

(i) a» do momentu, gdy po raz drugi natknie sie na warto±¢ i. Nast¦pnie

generuje kolejne liczby ze zbioru Z i sprawdza, czy s¡ równe warto±ci c

1

, u»ywaj¡c

dodatkowego licznika. Je±li znajdzie tak¡ liczb¦, zatrzymuje si¦.

Wykazali±my ogólny fakt, »e programy z licznikami dwukierunkowymi potra�¡ liczy¢

wi¦cej ni» programy proste. Teraz poka»emy twierdzenie Plaisteda [13], które

mówi, »e dodanie jednego licznika do programów prostych nie zmienia ich mocy

obliczeniowej. Twierdzenie to zostaªo udowodnione dla programów bez instrukcji

porównania warto±ci zmiennych. Poniewa» programy zde�niowane w tej pracy

dopuszczaj¡ t¡ instrukcj¦, wi¦c nam wystarczy prostsza wersja tego twierdzenia.

Wpierw jednak poka»emy jeden lemat.
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Lemat 4.2. Niech sygnatura � = ff; rg zawiera symbol funkcyjny jednoargumen-

towy f i symbol relacyjny jednoargumentowy r. Zde�niujmy program z jednym

licznikiem dwukierunkowym fdc 2 FDC

II

1

nast¦puj¡co:

0 : START (x); GOTO 1

1 : c := c+ 1; GOTO 2

2 : IF r(x)THEN 5ELSE 3

3 : c := c+ 1; GOTO 4

4 : x := f(x); GOTO 2

5 : c := c� 1; GOTO 6

6 : IF c = 0THEN 8ELSE 7

7 : x := f(x); GOTO 2

8 : STOP (x):

Istnieje program prosty fd 2 FD obliczaj¡cy t¡ sam¡ funkcj¦ co fdc w ka»dym

modelu A.

Dowód. Program fdc dziaªa nast¦puj¡co: zatrzymuje si¦ dla wej±cia a z warto±-

ci¡ f

m

(a) w momencie, w którym liczba elementów w ci¡gu a; f(a); : : : ; f

m

(a) speª-

niaj¡cych relacj¦ r jest wi¦ksza ni» liczba elementów niespeªniej¡cych jej. Warto±¢

m jest najmniejsza z mo»liwych speªniaj¡cych warunek zatrzymania. Zauwa»my, »e

warto±¢ ko«cowa licznika c jest nie wi¦ksza ni» m+ 1.

Licznik w programie prostym fd b¦dziemy symulowa¢ przez warto±ci ci¡gu a; f(a);

f

2

(a); : : : na dodatkowej zmiennej y. Test na 0 to sprawdzenie, czy y zawiera a.

Zwi¦kszenie licznika realizujemy przez wykonanie instrukcji

y := f(y);

natomiast opuszczenie robimy tak: najpierw sprawdzamy, czy y 6= a i wtedy oblicza-

my f

�1

(y) w ten sposób, »e na dodatkowych zmiennych liczymy kolejne pary f

i

(a)

i f

i+1

(a) do momentu, kiedy y = f

i+1

(a). Wtedy f

i

(a) przepisujemy na zmienn¡

y. Mog¡ wyst¡pi¢ dwie sytuacje. Pierwsza, to kiedy wszystkie elementy ci¡gu

a; f(a); f

2

(a); : : : s¡ ró»ne, druga, kiedy w ci¡gu pojawia si¦ p¦tla, tzn. istniej¡ k,

l takie, »e

f

k+l

(a) = f

k

(a):

Jednak w przypadku, w którym zmienna symuluj¡ca licznik y osi¡ga tak¡ powtarza-

j¡c¡ si¦ warto±¢, poka»emy, »e symulowany program fdc musi sie p¦tli¢. Przyjmi-

jmy, »e k i l s¡ najmniejszymi mo»liwymi liczbami okre±lonymi jak wy»ej, tzn. ci¡g
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a; f(a); : : : ; f

k

(a); : : : ; f

k+l�1

(a) jest maksymalnym ci¡giem ró»nych elementów i

przyjrzyjmy si¦ momentowi, w którym licznik y po raz pierwszy osi¡ga warto±¢

f

k+l

(a). Do tego momentu symulacja licznika byªa poprawna. Zaªó»my, »e w

tym momencie x = f

m

(a). Wiemy, »e k + l � m + 1. To znaczy, »e kolejna

warto±¢ x = f

m+1

(a) ju» raz wyst¡piªa w obliczeniu, przy czym warto±¢ licznika

przy poprzednim wyst¡pieniu byªa mniejsza. St¡d dalej program b¦dzie dziaªaª

cyklicznie na p¦tli f

m+1�l

(a); : : : ; f

m

(a) stopniowo zwi¦kszaj¡c warto±¢ licznika.

Wystarczy wi¦c rozpozna¢ moment, kiedy zmienna symuluj¡ca licznik pierwszy

raz wchodzi w p¦tl¦. W tym celu trzymamy dotychczasow¡ maksymaln¡ warto±¢

licznika f

max

(a) na dodatkowej zmiennej i za ka»dym razem, kiedy j¡ przekraczamy,

sprawdzamy, czy nowa warto±¢ licznika f

max+1

(a) nie wyst¡piªa ju» wcze±niej w

ci¡gu a; f(a); � � � ; f

max

(a). Je±li wyst¡piªa, to symulujemy zap¦tlenie fd.

Korzystaj¡c z lematu 4.2 udowodnimy twierdzenie Plaisteda.

Twierdzenie 4.3. Dla ka»dego programu z co najwy»ej jednym licznikiem dwukie-

runkowym fdc 2 FDC

II

1

istnieje program prosty fd 2 FD obliczaj¡cy t¡ sam¡

funkcj¦ w ka»dym modelu A.

Dowód. Idea dowodu jest nast¦puj¡ca. Zde�niujemy struktur¦ A

fdc

stanów

programu fdc oraz pewne operacje w niej, które ªatwo symulowa¢ przy pomocy

elementów programu prostego, a nast¦pnie zbudujemy program prosty dziaªaj¡cy

na strukturze A

fdc

, który symuluje dziaªanie programu fdc.

Mo»emy zaªo»y¢, »e program fdc nigdy nie opuszcza licznika o warto±ci 0. Wystarczy

wstawi¢ test na 0 przed ka»dym opuszczeniem licznika.

Struktur¦ A

fdc

= hA

fdc

; f; g; ri okre±lamy nast¦puj¡co.

Dziedzina A

fdc

zawiera wszystkie pary (i; v), gdzie i � numer instrukcji licznikowej

c := c+ 1 lub c := c� 1, a v � warto±ciowanie zmiennych w programie fdc.

Operacj¦ f de�niujemy tak: f(i; v) = (j; w), je±li j jest nast¦pn¡ instrukcj¡ opusz-

czenia lub podniesienia licznika, do której program fdc dochodzi po uruchomieniu

od instrukcji i ze stanem zmiennych v, przy zaªo»eniu, »e warto±¢ licznika jest ró»na

od 0. Warto±ciowanie w to stan zmiennych programu w momencie osi¡gni¦cia in-

strukcji j. W przypadku, gdy tak uruchomiony program nie osi¡ga »adnej instrukcji

licznikowej, warto±¢ funkcji jest nieokre±lona.

Operacj¦ g de�niujemy tak samo jak f z t¡ ró»nic¡, »e teraz zakªadamy, »e warto±¢

licznika jest równa 0.

Test r ma warto±¢ true na (i; v), je±li instrukcja i jest opuszczeniem licznika, za±

false, je±li i jest podniesieniem licznika.
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Niech dec 2 FD � program prosty symuluj¡cy program z licznikiem jak w lemacie

4.2 z operacjami f i r jak wy»ej. Je±li uruchomimy go na dowolnym stanie oblicze«

(i

0

; v

0

) 2 A

fdc

programu fdc, to przyjmuj¡c, »e uruchamiamy go w momencie, w

którym stan licznika c ma warto±¢ 1, symuluje on przechodzenie fdc do kolejnych

instrukcji licznikowych

(i

0

; v

0

); (i

1

; v

1

); : : : ; (i

n

; v

n

)

do momentu, w którym licznik c zostanie wi¦cej razy opuszczony niz podniesiony,

a wi¦c, kiedy pierwszy raz osiagnie warto±¢ 0. Je±li w trakcie dziaªania zostanie

wywoªane obliczenie nieokre±lonej warto±ci f , to znaczy, »e program fdc ko«czy

dziaªanie lub p¦tli si¦ nigdy nie osi¡gaj¡c nast¦pnej instrukcji licznikowej.

Zatem dec symuluje faz¦ oblicze« programu fdc od warto±ci licznika 1 do warto±ci

0. Teraz mo»emy zªo»y¢ to w jeden program fd

fdc

2 FD symulujacy dziaªanie fdc:

0 : START (x); GOTO 1

1 : dec; GOTO 2

2 : x := g(x); GOTO 1:

Warto±ci¡ pocz¡tkow¡ jest stan oblicze« programu fdc z momentu osiagniecia pier-

wszej instrukcji podniesienia licznika. Dalej w p¦tli wykonuje na przemian faz¦

przej±cia od warto±ci licznika 1 do warto±ci 0 i odwrotnie. Istotne jest tu zaªo»enie,

»e program fdc nie opuszcza zerowego licznika. Dzi¦ki temu mamy pewno±¢, »e op-

eracja x := g(x) symuluje zawsze przej±cie do instrukcji podniesienia, gdy» symuluje

zawsze faz¦ od warto±ci licznika równej 0. Wywoªanie obliczenia niezde�niowanej

warto±ci funkcji f w podprogramie dec lub niezde�niowanej warto±ci g wskazuje na

to, »e w danej fazie program fdc ko«czy dziaªanie lub p¦tli si¦ nie osiagaj¡c nigdy

nast¦pnej instrukcji licznikowej.

Mamy wi¦c program prosty fd

fdc

nad struktur¡ A

fdc

stanów oblicze« fdc symu-

luj¡cy jego dziaªanie. Wystarczy teraz zamieni¢ instrukcj¦ startow¡ oraz instrukcje

zawieraj¡ce woªanie operacji z tej struktury na odpowiednie fragmenty programu fdc

i otrzymamy program prosty obliczaj¡cy tak¡ sama funkcj¦ jak fdc. Stany oblicze«

(i; v) 2 A

fdc

pami¦tamy nastepuj¡co: numery instrukcji licznikowych pami¦tamy

w strukturze programu fd � oddzielne fragmenty dla ka»dej instrukcji, natomiast

warto±ciowanie v b¦dziemy trzymali na zmiennych.

Instrukcj¦ startow¡ zast¦pujemy fragmentem fdc od instrukcji startowej do in-

strukcji podniesie« licznika usuwaj¡c wszystkie opuszczenia oraz testy na 0, które

zast¦pujemy przez poª¡czenia pozytywne.
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Funkcj¦ f zastepujemy dla ka»dej instrukcji licznikowej przez fragment fdc prowa-

dz¡cy od tej instrukcji do innych instrukcji licznikowych. Testy na 0 zast¦pujemy

przez poª¡czenia negatywne.

Funkcj¦ g tak samo, tylko testy na 0 zast¦pujemy przez poª¡czenia pozytywne.

Test r zast¦pujemy przez poª¡czenie negatywne lub pozytywne zale»nie od tego, czy

odnosimy sie do instrukcji podniesienia czy opuszczenia licznika. To mo»emy okre±li¢

w momencie de�niowania programu, gdy» ta informacja zawarta jest w strukturze

fd.

W ten sposób otrzymali±my program prosty fd, który oblicza t¡ sam¡ funkcj¦ co

program z jednym licznikiem fdc w ka»dym modelu A.

Wniosek 4.4. Klasy programów prostych FD i programów z jednym licznikiem

dwukierunkowym FDC

II

1

s¡ równowa»ne

FD � FDC

II

1

:

Udowodnili±my, »e jeden licznik dodany do klasy programów prostych nie zwi¦ksza

jej mocy obliczeniowej. Dopeªnieniem tego faktu jest twierdzenie Marvina Min-

sky'ego [11], które mówi, »e dwa liczniki ju» wystarcz¡, by zast¡pi¢ ich dowoln¡

ilo±¢.

Twierdzenie 4.5. Klasa programów z dwoma licznikami dwukierunkowymi FDC

II

2

jest równowa»na klasie programów z dowolna ilo±ci¡ liczników dwukierunkowych

FDC

II

FDC

II

2

� FDC

II

:

Dowód. Pomysª dowodu jest identyczny jak w dowodzie twierdzenia 3.2, w

którym maszyn¡ dwulicznikow¡ symulowali±my maszyn¦ trójlicznikow¡.

Niech fdc 2 FDC

II

b¦dzie programem z n licznikami. Bedziemy go symulowa¢

za pomoc¡ programu fdc

2

2 FDC

II

2

z dwoma licznikami d

1

i d

2

, w ten sposób, »e

na liczniku d

1

b¦dziemy przechowywa¢ warto±ci wszystkich liczników c

1

; c

2

; : : : ; c

n

programu fdc:

d

1

= 2

c

1

3

c

2

� � � p

c

n

n

:

Tak, jak w dowodzie twierdzenia 3.2, test na 0 licznika c

i

robimy w cyklu p

i

in-

strukcji sprawdzaj¡c, czy przepisywanie zako«czyªo si¦ na ostatniej. Podniesienie c

i

to pomno»enie d

1

przez p

i

, a opuszczenie licznika c

i

to zrobienie testu na 0, i jesli

negatywny, to dzielimy d

1

przez p

i

. We wszystkich tych operacjach u»ywamy d

2

jako

licznika pomocniczego.
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Do kompletno±ci symulacji potrzeba jeszcze podnie±¢ raz d

1

na pocz¡tku programu

fdc

2

, aby nada¢ mu pocz¡tkow¡ warto±¢ 1.

Wskazali±my zale»no±ci programów z licznikami dwukierunkowymi FDC

II

w sto-

sunku do sªabszej klasy programów prostych FD. Teraz w oparciu o prace Fried-

mana [3] i Kfoury'ego [7] poka»emy, jaka zale»no±¢ zachodzi pomi¦dzy klas¡ pro-

gramów FDC

II

a klas¡ efektywnych de�nicji ED.

Twierdzenie 4.6. Klasa de�nicji efektywnych ED jest istotnie silniejsza od klasy

programów z licznikami dwukierunkowymi FDC

II

FDC

II

� ED:

Dowód. W pierwszej cz¦±ci poka»emy, »e dla ka»dego programu z licznikami

fdc 2 FDC

II

istnieje efektywna defnicja ed 2 ED de�niuj¡ca t¡ sam¡ funkcj¦.

Budujemy j¡ w nast¦puj¡cy sposób. Najpierw rozwijamy graf programu fdc w

niesko«czony program drzewiasty fdc

0

zaczynaj¡c od instrukcji startowej w wierz-

choªku drzewa. Ka»dej instrukcji w drzewie odpowiada jedna instrukcja w gra�e

programu i ma ona zero, jeden lub dwa nast¦pniki zale»nie od tego, czy jest to in-

strukcja zako«czenia, przypisania, czy wyboru. Do ka»dej instrukcji na poziomie

i tworzymy nowe instrukcje na poziomie i + 1 o identycznej tre±ci jak nast¦pniki

odpowiadaj¡ce jej w gra�e programu fdc, tylko z nowymi identy�katorami. Tak

zbudowane drzewo dziaªa identycznie jak odpowiadaj¡cy mu program.

Z drzewa fdc

0

mo»emy teraz usun¡¢ wszystkie instrukcje licznikowe w nast¦puj¡cy

sposób. Wiedz¡c, »e warto±ci liczników na pocz¡tku s¡ równe 0, mo»emy w ka»dej

instrukcji drzewa okre±li¢ dokªadnie ich warto±¢, zatem znamy wyniki wszystkich

testów na 0. Odcinamy gaª¦zie, które nie zostan¡ wybrane i pozostawiamy reszt¦.

W ten sposób dziaªanie ju» nie zale»y od liczników. Usuwamy instrukcje licznikowe

otrzymuj¡c nowe drzewo fdc

00

.

Przyjmijmy, »e zmiennymi wej±ciowymi programu byªy zmienne x

1

; x

2

; : : : ; x

n

. Za-

ªó»my przez chwil¦, »e program zostaª uruchomiony w strukturze termów T

V ar

nad

zbiorem zmiennych wej±ciowych x

1

; x

2

; : : : ; x

n

z tymi zmiennymi na wej±ciu. Id¡c

w dóª struktury drzewa mo»emy dla ka»dej instrukcji okre±li¢, jakie termy s¡ ak-

tulanie przypisane na zmienne. W ten sposób w ka»dej instrukcji wyboru mo»emy

zale»no±¢ od bie»¡cych warto±ci zmiennych zast¡pi¢ zale»no±ci¡ od termów i w ten

sposób uzyskamy warunki w formie formuª otwartych pierwszego rz¦du F

V ar

nad

zbiorem zmiennych x

1

; x

2

; : : : ; x

n

. Podobnie w instrukcjach zako«czenia zmienn¡

wyj±ciow¡ mo»emy zast¡pi¢ termem b¦d¡cym jej bie»¡c¡ warto±ci¡.
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Teraz mo»emy ju» zde�niowa¢ de�nicj¦ efektywn¡. B¦dzie to zbiór par h�; ti, przy

czym ka»dej sko«czonej ±cie»ce drzewa odpowiada dokªadnie jedna para h�; ti w ten

sposób, »e formuªa � jest koniunkcj¡ wszystkich warunków testowych wyst¦puj¡cych

na ±cie»ce, wª¡czonych bez lub z negacj¡ zale»nie od tego, czy ±cie»ka wychodzi przez

wynik pozytywny czy przez negatywny z instrukcji testowej. Term t jest warto±ci¡

zmiennej wyj±ciowej z instrukcji STOP na ko«cu ±cie»ki.

Pozostaªo jeszcze do wyja±nienia, w jaki sposób efektywnie generujemy pary h�; ti.

Zaªó»my, »e na ta±mie mamy kod programu fdc w postaci ci¡gu jego instrukcji.

Mo»emy generowa¢ kolejne stany oblicze« programu przeszukuj¡c drzewo wszerz.

W ka»dym stanie pami¦tamy stan oblicze« hi; v; �i, w którym i to numer aktualnej

instrukcji, v to termy b¦d¡ce aktualnymi warto±ciami zmiennych, a � to formuªa

opisuj¡c¡ koniunkcj¦ warunków testowych, które obliczenie musiaªo speªni¢, aby do-

j±¢ do aktualnego stanu. W ka»dym kroku bierzemy kolejny stan oblicze«, generu-

jemy nowe stany zgodnie ze struktur¡ programu i wstawiamy je na koniec kolejki.

Jesli i jest instrukcj¡ wyboru, to powstaj¡ dwa nowe stany oblicze«, w pierwszym

dodajemy warunek testowy do formuªy �, a w drugim jego negacj¦. Je±li i jest

przypisaniem, to zmienia si¦ warto±¢ jednej ze zmiennych w warto±ciowaniu v. Je±li

za± natra�amy na instrukcj¦ ko«cow¡, to wypisujemy par¦ h�; ti, gdzie � to formuªa

z aktualnego stanu, a t to term b¦d¡cy bie»¡c¡ warto±ci¡ zmiennej wyj±ciowej. W

tym przypadku nie generujemy nowego stanu oblicze«.

Udowodnili±my, »e

FDC

II

� ED:

Poka»emy teraz, »e istnieje de�nicje efektywna ed 2 ED nierównowa»na »adnemu

programowi z licznikami dwukierunkowymi .

Niech sygnatura � = hc; l; r; g; pi zawiera jedn¡ staª¡ c, dwie funkcje jednoargumen-

towe l i r, jedn¡ funkcj¦ dwuargumentow¡ g oraz relacj¦ jednoargumentow¡ p, A

n

� ci¡g algebr termów nad sygnatur¡ �, w których dla ustalonego n relacja p jest

speªniona dla wszystkich termów algebry A

n

z wyj¡tkiem c; l(c); l

2

(c); : : : ; l

n�1

(c).

De�nicj¦ efektywn¡ ed de�niujemy w ten sposób, »e w algebrze A

n

pierwsz¡ speª-

nialn¡ formuª¡ b¦dzie n-ta formuªa de�nicji ed, natomiast term t

n

b¦dzie drzewem

binarnym wysoko±ci n zbudowanym z symbolu funkcyjnego g, w ka»dym li±ciu za-

wieraj¡cym unikalny podterm o dªugo±ci n zbudowany z unarnych symboli l i r

tak, »e wyznacza on ±cie»k¦ z korzenia do danego li±cia, przy interpetacji, »e l to

skr¦t w lewo, a r � w prawo. Pierwsze trzy formuªy de�nicji efektywnej wygl¡daj¡
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nast¦puj¡co:

h�

0

; t

0

i = hp(c); ci

h�

1

; t

1

i = hp (l(c)) ; g (l(c); r(c))i

h�

2

; t

2

i = hp (l (l(c))) ; g (g (l (l(c)) ; l (r(c))) ; g (r (l(c)) ; r (r(c))))i

i dalej budujemy je analogicznie. Tak zde�niowane formuªy s¡ efektywnie gen-

erowalne. Poka»emy, »e nie istnieje program z licznikami, który w ka»dej algebrze

A

n

dawaªby w wyniku term t

n

.

Zauwa»my, »e ka»dy podterm termu t

n

zawieraj¡cy przynajmniej jedn¡ peªn¡ ±cie»k¦

unarn¡ zªo»on¡ z symboli l i r jest unikalny w±ród wszystkich podtermów t

n

. Przez

indukcj¦ poka»emy, »e obliczenie ka»dego termu t

n

wymaga n+1 zmiennych. Dokªad-

niej, »e w obliczeniu istnieje moment, w którym program musi na swoich zmien-

nych przechowywa¢ n+ 1 ró»nych podtermów t

n

. Przyjmijmy dodatkowo, »e »adne

obliczenie nie wykonuje zb¦dnych kroków.

Dla n = 0 teza zachodzi.

Zaªó»my, »e obliczenie t

n

wymaga n + 1 zmiennych. Rozwa»my dowolne obliczenie

t

n+1

. Niech t

l

n

, t

r

n

oznaczaj¡ odpowiednio lewe i prawe poddrzewo t

n+1

:

t

n+1

= g(t

l

n

; t

r

n

):

Aby policzy¢ t

n+1

, musimy policzy¢ oba poddrzewa t

l

n

, t

r

n

. Zauwa»my, »e od termu

t

n

ró»ni¡ sie tylko tym, »e t

l

n

ma na pocz¡tku ka»dego li±cia jeden dodatkowy sym-

bol l, a t

r

n

ma r, wi¦c ich obliczenie równie» wymaga n + 1 zmiennych. Niech t

x

� pierwszy unikalny term obliczony w procesie liczenia t

n+1

. Zaªó»my, »e to jest

podterm poddrzewa t

l

n

. Zauwa»my, »e ju» do ko«ca obliczania t

n

program musi

przechowywa¢ jeden z termów drzewa t

l

n

znajduj¡cych si¦ na ±cie»ce pomi¦dzy t

x

i korzeniem poddrzewa t

l

n

. Ponadto ka»dy z tych termów jest unikalny, wi¦c nie

mo»e by¢ wykorzystany w obliczeniu poddrzewa t

r

n

. Z drugiej strony, w wyliczaniu

termu t

r

n

musi istnie¢ moment, w którym program przechowuje n + 1 podtermów

t

r

n

. To oznacza, »e w tym momencie program musi przechowywa¢ n + 2 termy. To

samo dowodzimy symetrycznie w przypadku, gdy pierwszym unikalnym podtermem,

który jest wyliczany, jest podterm t

r

n

. W ten sposób pokazali±my krok indukcyjny.

Udowodnili±my, »e program, który wylicza term t

n

w algebrze termów, musi mie¢

n+ 1 zmiennych.

Zaªó»my, »e istnieje program z licznikami dwukierunkowymi fdc 2 FDC

II

, który

de�niuje identyczn¡ funkcj¦. Niech program fdc ma n zmiennych. Wynikiem ed

w algebrze A

n

jest term t

n

. Aby go policzy¢, fdc musiaªby mie¢ n + 1 zmiennych.

Sprzeczno±¢.
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Mo»emy teraz zebra¢ wszystkie twierdzenia z tego rozdziaªu w jeden ogólny wniosek.

Wniosek 4.7. Istnieje nast¦puj¡cy ªa«cuch zale»no±ci pomi¦dzy klasami programów:

FD � FDC

II

1

� FDC

II

2

� FDC

II

� ED:

Wiemy, »e klasa de�nicji efektywnych ED, która jest uwa»ana za klas¦ de�niuj¡c¡

wszystkie obliczalne funkcje w dowolnych strukturach, jest istotnie silniejsza od klasy

programów z licznikami dwukierunkowymi FDC

II

. Poka»emy teraz jeszcze jedn¡

wa»n¡ wªasno±¢ klasy FDC

II

sformuªowan¡ przez Kfoury'ego [7], a udowodnion¡

przez Friedmana [3], która opisuje te struktury, na których programy z licznikami

dwukierunkowymi s¡ uniwersalne.

Twierdzenie 4.8. Dla ka»dej de�nicji efektywnej ed 2 ED istnieje program z

licznikami dwukierunkowymi fdc 2 FDC

II

, który oblicza identyczn¡ funkcj¦ jak

ed we wszystkich strukturach algebraicznych A speªniaj¡cych nast¦puj¡cy warunek:

dla ka»dego caªkowitego k � 1 istnieje caªkowite n � k takie, »e dla ka»dych

a

1

; : : : ; a

k

2 A i dla ka»dego termu b nad zbiorem zmiennch x

1

; : : : ; x

k

istnieje pro-

gram prosty fd 2 FD k-argumentowy z n zmiennymi, który oblicza warto±¢ termu

v(b) dla warto±ci wej±ciowych a

1

; : : : ; a

k

i warto±ciowania v takiego, »e v(x

i

) = a

i

.

Dowód. Dowód tego twierdzenia jest dªugi i przedstawimy tylko jego szkic.

Chcemy symulowa¢ de�nicj¦ efektywn¡ ed przy pomocy programu z licznikami

dwukierunkowymi. Skonstruujemy program fdc 2 FDC

II

, który b¦dzie miaª t¡

wªasno±¢, »e b¦dzie obliczaª identyczn¡ funkcj¦ jak ed na wszystkich strukturach

speªniaj¡cych warunek twierdzenia, natomiast na pozostaªych mo»e si¦ zap¦tli¢.

Pierwsz¡ rzecz, któr¡ zrobimy, to przyjmiemy, »e zamiast liczników b¦dziemy posªu-

giwa¢ si¦ ta±m¡ maszyny Turinga. Mo»emy tak zaªo»y¢, bo z lematu 3.1 z trzeciego

rozdziaªu wiemy, »e liczniki potra�¡ symulowa¢ maszyn¦ Turinga.

Dowolny term t mo»emy bezpo±rednio zapisa¢ na ta±mie. Zaªó»my przez moment,

»e istnieje program z licznikami fdc

0

, który maj¡c zakodowany term t nad zbiorem

zmiennych x

1

; : : : ; x

k

, potra� obliczy¢ jego warto±¢ dla argumentów a

1

; : : : ; a

k

.

Wtedy de�nicj¦ efektywn¡ symulujemy tak. Generujemy kolejno pary h�

i

; t

i

i i w

ka»dym kroku liczymy najpierw warto±¢ �

i

w ten sposób, »e wyliczamy indukcyjnie

warto±ci kolejnych podformuª. Je±li musimy policzy¢ warto±¢ relacji r(t

1

; : : : ; t

m

), to

obliczamy kolejno warto±ci termów t

1

; : : : ; t

m

zapami¦tuj¡c wyniki na kolejnych m

zmiennych i na ko«cu liczymy warto±¢ relacji r zapami¦tuj¡c wynik. Je±li otrzymamy

pozytywn¡ warto±¢ formuªy �

i

, to wyliczamy warto±¢ termu t

i

i zwracamy wynik,

w przeciwnym przypadku przechodzimy do nast¦pnej pary h�

i+1

; t

i+1

i. Warto±ci

termów liczymy przy pomocy podprogramu fdc

0

. Zauwa»my, »e potrzebujemy tylko

35



tyle dodatkowych zmiennych, ile wynosi maksymalna arno±¢ relacji struktury, a wi¦c

ustalon¡ liczb¦.

To, co musimy pokaza¢, to jak liczy¢ warto±¢ zakodowanego termu t.

Najpierw powiemy, jak policzy¢ warto±¢ termu t o zªo»ono±ci rejestrowej n, tzn.

takiego, którego warto±¢ mo»na policzy¢ programem prostym o n zmiennych w al-

gebrze termów. B¦dziemy wylicza¢ term t indukcyjnie z warto±ci kolejnych podter-

mów. Najpierw indukcyjnie w gª¡b drzewa t wyliczamy, ile zmiennych zajmuje

wyliczenie poszczególnych podtermów, a nast¦pnie wyliczamy je w kolejno±ci od

tych, które wymagaj¡ najwi¦cej zmiennych do tych, które wymagaj¡ najmniej. O

kolejno±ci wyliczania podtermów decydujemy tak w ka»dym poddrzewie t. Taki

sposób wyliczania termu zajmuje minimaln¡ liczb¦ zmiennych, wi¦c w szczególno±ci

nie wi¦cej ni» n.

Teraz poka»emy, jak obliczy¢ warto±¢ dowolnego termu t. Niech n jak w tre±ci

twierdzenia b¦dzie tak¡ liczb¡, »e dla ka»dej warto±ci b 2 A obliczalnej z argu-

mentów a

1

; : : : ; a

k

2 A w strukturze A istnieje program prosty fd o n zmiennych

obliczaj¡cy warto±¢ b. To znaczy, »e istnieje term t o zªo»ono±ci rejestrowej n,

którego warto±¢ dla tych argumentów w strukturze A jest równa b. Szukamy go

nast¦puj¡co. Najpierw ze struktury t generujemy ci¡g wszystkich jego podtermów

t

1

; : : : ; t

u

w ten sposób, »e dla t

i

= f(t

i

1

; : : : ; t

i

m

) termy t

i

1

; : : : ; t

i

m

wyst¦puj¡

ju» wcze±niej w tym ci¡gu. Ostatni element t

u

jest równy t. Teraz szukamy takiego

ci¡gu termów t

1

; : : : ; t

u

o zªo»ono±ci rejestrowej n, »e warto±¢ ka»dego t

i

A

jest równa

warto±ci t

A

i

. W ten sposób otrzymamy term t

u

o zªo»ono±ci rejestrowej n, którego

warto±¢ w strukturze A b¦dzie równa warto±ci t. Poniewa» ka»da warto±¢ t

A

i

jest

obliczalna przez program prosty o n zmiennych, wi¦c taki ci¡g istnieje. Szukamy

go w nast¦puj¡cy sposób. Generujemy po kolei wszystkie mo»liwe ci¡gi termów

t

1

; : : : ; t

u

o zªo»ono±ci rejestrowej n � to jest zbiór rekurencyjny, wi¦c mo»emy tak

zrobi¢ � i sprawdzamy po kolei, czy ka»da warto±¢ t

i

A

jest równa t

A

i

. Je±li chcemy

sprawdzi¢ term t

i

= f(t

i

1

; : : : ; t

i

m

), to wiemy ju», »e warto±ci podtermów t

A

i

1

; : : : ; t

A

i

m

s¡ równe odpowiednio t

i

1

A

; : : : ; t

i

m

A

, wi¦c wyliczamy te warto±ci, a tak»e warto±¢

t

i

A

i sprawdzamy, czy

f

A

(t

i

1

A

; : : : ; t

i

m

A

) = t

i

A

:

Je±li tak, to sprawdzamy zgodno±¢ nast¦pnej pary termów t

i+1

, t

i+1

, je±li nie, to

generujemy nast¦pny ci¡g t

1

; : : : ; t

u

.

Poniewa» klasa programów z dwoma licznikami dwukierunkowymi FDC

II

2

potra�

symulowa¢ klas¦ programów z dowoln¡ ilo±ci¡ liczników dwukierunkowych FDC

II

,

wi¦c identyczny wniosek mo»emy sformuªowa¢ dla programów z dwoma licznikami.
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Wniosek 4.9. Dla ka»dej de�nicji efektywnej ed 2 ED istnieje program z dwoma

licznikami dwukierunkowymi fdc 2 FDC

II

2

, który oblicza identyczn¡ funkcj¦ jak ed

we wszystkich strukturach algebraicznych A speªniaj¡cych nast¦puj¡cy warunek:

dla ka»dego caªkowitego k � 1 istnieje caªkowite n � k takie, »e dla ka»dych

a

1

; : : : ; a

k

2 A i dla ka»dego termu b nad zbiorem zmiennch x

1

; : : : ; x

k

istnieje pro-

gram prosty fd 2 FD k-argumentowy z n zmiennymi, który oblicza warto±¢ termu

v(b) dla warto±ci wej±ciowych a

1

; : : : ; a

k

i warto±ciowania v takiego, »e v(x

i

) = a

i

.

W ten sposób zebrali±my najwa»niejsze znane fakty o licznikach dwukierunkowych.

Zauwa»my, »e dziedziny maszyn Turinga mo»emy traktowa¢ jak szczególne struk-

tury oparte na zbiorach sªów nad sko«czonym alfabetem z prostymi operacjami

dodania, usuni¦cia i rozpoznania symbolu na pocz¡tku sªowa. Podobnie dziedziny

maszyn licznikowych dwukierunkowych to liczby naturalne z dziaªaniami nast¦pnika,

poprzednika i testu na 0. W tym kontek±cie de�nicje efektywne mo»emy traktowa¢

jako uogólnienie maszyn Turinga na wszystkie struktury i analogicznie programy z

licznikami jako uogólnienie maszyn licznikowych. I o ile w tych szczególnych przy-

padkach maszyny Turinga i maszyny licznikowe maj¡ takie same mo»liwo±ci, to w

ogólnym przypadku mechanizm de�nicji efektywnych jest silniejszy od mechanizmu

liczników. Uogólnieniem tego faktu jest ostatnie twierdzenie 4.8 opisuj¡ce struktury,

na których mo»liwo±ci obu modeli oblicze« pozostaj¡ takie same.
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ROZDZIA� 5

TWIERDZENIE O LICZNIKACH

JEDNOKIERUNKOWYCH

W tym rozdziale zajmiemy si¦ innym modelem liczników � licznikami jednokierunk-

owymi. Podstawowymi operacjami liczników dwukierunkowych byªy podniesienie,

opuszczenie i test na 0. W licznikach jednokierunkowych mamy do dyspozycji wyze-

rowanie licznika, podniesienie i porównanie warto±ci dwóch liczników. Zauwa»my, »e

s¡ to operacje z prostej struktury liczb naturalnych ze staª¡ 0, operacj¡ nast¦pnika

i równo±ci¡.

Poka»emy nowe twierdzenie, które mówi, »e dwa liczniki jednokierunkowe potra�¡

symulowa¢ dowoln¡ liczb¦ liczników dwukierunkowych. Nast¦pny rozdziaª przed-

stawi, w jaki sposób na bazie tego twierdzenia wszystkie znane fakty o licznikach

dwukierunkowych mo»na odnie±¢ do liczników jednokierunkowych.

Twierdzenie 5.1. Dwa liczniki jednokierunkowe potra�¡ symulowa¢ dowolny pro-

gram pc zbudowany z operacji na dowolnej liczbie liczników dwukierunkowych w ten

sposób, »e je±li pc z n licznikami dwukierunkowymi startuje z warto±ci¡ pocz¡tkow¡ k

na pierwszym liczniku i daje w wyniku warto±¢ l na pierwszym liczniku, to program

z dwoma licznikami jednokierunkowymi maj¡c na pierwszym liczniku warto±¢ 2

k

ko«czy dziaªanie z wynikiem 2

l

p

d

1

n+1

p

d

2

n+2

� � � p

d

n

2n

na pierwszym liczniku, gdzie p

1

; : : : ;

p

n

; p

n+1

; : : : ; p

2n

to kolejne liczby pierwsze, a d

1

; d

2

; : : : ; d

n

s¡ pewnymi liczbami

naturalnymi.

Dowód. Przyjmijmy, »e program pc operuje na n licznikach dwukierunkowych

c

1

; c

2

; : : : ; c

n

. B¦dziemy go symulow¢ przy pomocy dwóch liczników jednokierunk-

owych c1; c2 w ten sposób, »e licznik c1 b¦dzie przechowywa¢ warto±ci c

1

; c

2

; : : : ; c

n

w wykªadnikach kolejnych liczb pierwszych 2; 3; : : : ; p

n

w nastepuj¡cy sposób

c1 = 2

c

1

3

c

2

� � � p

c

n

n

p

d

1

n+1

p

d

2

n+2

� � � p

d

n

2n

:

W powy»szym wzorze pojawia si¦ n dodatkowych czynników, które b¦dziemy wyko-

rzystywa¢ przy symulacji opuszczania liczników c

i

. Poniewa» nie mamy operacji

38



opuszczenia na liczniku jednokierunkowym, wi¦c b¦dziemy j¡ symulowa¢ przez prze-

niesienie jedynki z wykªadnika c

i

do wykªadnika d

i

. Zauwa»my, »e dzi¦ki temu op-

eracj¦ opuszczenia b¦dziemy mogli symulowa¢ poprzez zwi¦kszanie c1. Licznik c2

b¦dziemy wykorzystywa¢ jako pomocniczy do oblicze« na c1.

Operacj¦ testu na 0

id : IF c

i

= 0THEN id

0

ELSE id

00

symulujemy przez sprawdzenie, czy c1 jest podzielne przez p

i

. Robimy to w ten

sposób, »e w p¦tli p

i

instrukcji podnosimy c2 a» do momentu, kiedy osiagnie warto±¢

c1: Je±li j¡ osi¡gnie na ostatniej instrukcji p¦tli, to c

i

jest ró»ne od 0, je±li w ±rodku,

to jest równe 0. Caªy podprogram ZEROTEST (c

i

; id; id

0

; id

00

) symuluj¡cy test na

0 wygl¡da zatem tak:

id : c2 := 0; GOTO id

1

2p

i

� 2

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

id

1

:

id

2

:

.

.

.

id

2p

i

�3

:

id

2p

i

�2

:

c2 := c2 + 1; GOTO id

2

IF c2 = c1THEN id

0

ELSE id

3

.

.

.

c2 := c2 + 1; GOTO id

2p

i

�2

IF c2 = c1THEN id

0

ELSE id

2p

i

�1

id

2p

i

�1

:

id

2p

i

:

c2 := c2 + 1; GOTO id

2p

i

IF c2 = c1THEN id

00

ELSE id

1

:

Podniesienie licznika

id : c

i

:= c

i

+ 1; GOTO id

0

symulujemy przez pomno»enie c1 przez p

i

. Robimy to tak, »e w kolejnych krokach

zwi¦kszamy c1 o p

i

� 1, a c2 o p

i

i ko«czymy w momencie, gdy warto±ci c1 i c2 si¦

wyrównaj¡. Caªy podprogram INCREMENT (c

i

; id; id

0

) symuluj¡cy podniesienie

licznika wygl¡da tak:

id :

id

1

:

c2 := 0; GOTO id

1

IF c2 = c1THEN id

0

ELSE id

2

p

i

� 1

8

>

<

>

:

id

2

:

.

.

.

id

p

i

:

c1 := c1 + 1; GOTO id

3

.

.

.

c1 := c1 + 1; GOTO id

p

i

+1

p

i

8

>

<

>

:

id

p

i

+1

:

.

.

.

id

2p

i

:

c2 := c2 + 1; GOTO id

p

i

+2

.

.

.

c2 := c2 + 1; GOTO id

1

:
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Niech r oznacza ilo±¢ wykonanych kroków. Z warunku zako«czenia

c1 + (p

i

� 1) � r = p

i

� r

dostajemy, »e podprogram wykonuje liczb¦ kroków r równ¡ warto±ci pocz¡tkowej

c1. Poniewa» w ka»dym kroku c1 zwi¦ksza swoj¡ warto±¢ o p

i

� 1, zatem jego nowa

warto±¢ jest p

i

razy wi¦ksza:

c1 := c1 + (p

i

� 1) � c1 = p

i

� c1:

Je±li warto±ci¡ pocz¡tkow¡ c1 byªo

c1 = 2

c

1

� � � p

c

i

i

� � � p

c

n

n

p

d

1

n+1

� � � p

d

n

2n

;

to po wykonaniu symulacji otrzymamy

c1 = 2

c

1

� � � p

c

i

+1

i

� � � p

c

n

n

p

d

1

n+1

� � �p

d

n

2n

:

Opuszczenie licznika

id : c

i

:= c

i

� 1; GOTO id

0

symulujemy przez jednoczesne podzielenie c1 przez p

i

i pomno»enie przez p

n+i

. Na-

jpierw jednak sprawdzamy, czy warto±c c

i

nie jest przypadkiem równa 0, wyko-

rzystuj¡c podprogram ZEROTEST . Je±li tak, to nic ju» nie robimy, je±li nie, to

post¦pujemy nast¦puj¡co. W kolejnych krokach zwi¦kszamy c1 o p

n+i

� p

i

, a c2 o

p

n+i

i ko«czymy w momencie, gdy warto±ci c1 i c2 si¦ wyrównaj¡. Caªy podprogram

DECREMENT (c

i

; id; id

0

) symuluj¡cy opuszczenie licznika wygl¡da tak:

id :

id

1

:

id

2

:

ZEROTEST (c

i

; id; id

0

; id

1

)

c2 := 0; GOTO id

2

IF c2 = c1THEN id

0

ELSE id

3

p

n+i

� p

i

8

>

<

>

:

id

3

:

.

.

.

id

p

n+i

�p

i

+2

:

c1 := c1 + 1; GOTO id

4

.

.

.

c1 := c1 + 1; GOTO id

p

n+i

�p

i

+3

p

n+i

8

>

<

>

:

id

p

n+i

�p

i

+3

:

.

.

.

id

2p

n+i

�p

i

+2

:

c2 := c2 + 1; GOTO id

p

n+1

�p

i

+4

.

.

.

c2 := c2 + 1; GOTO id

1

:

Niech r oznacza ilo±¢ wykonanych kroków. Z warunku zako«czenia

c1 + (p

n+i

� p

i

) � r = p

n+i

� r

dostajemy, »e podprogram wykonuje liczb¦ kroków r, która jest dokªadnie p

i

razy

mniejsza od warto±ci pocz¡tkowej c1. Poniewa» w ka»dym kroku c1 zwi¦ksza swoj¡
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warto±¢ o p

n+i

� p

i

, zatem jego nowa warto±¢ jest

p

n+i

p

i

razy wi¦ksza:

c1 := c1 + (p

n+i

� p

i

) �

c1

p

i

=

p

n+i

p

i

� c1:

Je±li warto±ci¡ pocz¡tkow¡ c1 byªo

c1 = 2

c

1

� � � p

c

i

i

� � �p

c

n

n

p

d

1

n+1

� � � p

d

i

n+i

� � �p

d

n

2n

;

to po wykonaniu symulacji otrzymamy

c1 = 2

c

1

� � � p

c

i

�1

i

� � � p

c

n

n

p

d

1

n+1

� � � p

d

i

+1

n+i

� � � p

d

n

2n

:

Symuluj¡c w wy»ej opisany sposób dziaªanie liczników dwukierunkowych z warto±ci¡

pocz¡tkow¡ 2

k

na pierwszym liczniku c1 otrzymamy w wyniku dokªadnie to, co mówi

twierdzenie:

2

l

p

d

1

n+1

p

d

2

n+2

� � � p

d

n

2n

;

gdzie l jest warto±ci¡ wynikow¡ dziaªania liczników dwukierunkowych.
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ROZDZIA� 6

WNIOSKI DLA LICZNIKÓW JEDNOKIERUNKOWYCH

Opieraj¡c si¦ na twierdzeniu 5.1 z poprzedniego rozdziaªu przedstawimy wypªywa-

j¡ce z niego wnioski dla maszyn licznikowych oraz programów z licznikami i uzu-

peªnimy powszechnie znan¡ hierarchi¦ klas programów sformuªowan¡ w rozdziale

czwartym. Wnioski te pozwalaj¡ oceni¢, które elementy struktury automatów i pro-

gramów z licznikami istotnie przyczyniaj¡ si¦ do zwi¦kszenia ich mocy obliczeniowej,

a które sªu»¡ jedynie do uproszczenia zapisu.

Wpierw sformuªujemy wnioski dotycz¡ce maszyn licznikowych jednokierunkowych.

Wniosek 6.1. Dla ka»dej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna dwuliczni-

kowa jednokierunkowa ML, »e je±li na wej±ciu dostaje warto±¢ 2

�

�

(w)

, gdzie w �

dowolne sªowo wej±ciowe dla maszyny MT , to symuluje dziaªanie maszyny MT i

albo na wyj±ciu zwraca warto±¢ 2

�

�

(u)

7

d

1

11

d

2

13

d

3

, gdzie d

1

; d

2

; d

3

s¡ pewnym liczbami

naturalnymi, je±li ta ko«czy dziaªanie z wynikiem u, albo podobnie jak maszyna MT

nie zatrzymuje si¦.

Dowód. Wniosek ten mo»na pokaza¢ korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch liczni-

kach jednokierunkowych oraz lematu 3.1 o maszynach trójlicznikowych dwukierunk-

owych. Lemat ten mówi, »e maszyna trójlicznikowa potra� symulowa¢ maszyn¦

TuringaMT w ten sposób, »e na pierwszym liczniku dostaje kod sªowa wej±ciowego

�

�

(w) maszyny MT i w wyniku zwraca kod sªowa wynikowego �

�

(u). Je±li teraz te

trzy liczniki dwukierunkowe b¦dziemy symulowa¢ dwoma licznikami jednokierunk-

owymi tak jak to jest opisane w twierdzeniu 5.1, a wi¦c na pierwszym liczniku

dostaniemy warto±¢ 2

�

�

(w)

, to w wyniku maszyna dwulicznikowa jednokierunkowa

zwróci nam warto±¢ 2

�

�

(u)

7

d

1

11

d

2

13

d

3

, gdzie d

!

; d

2

; d

3

s¡ pewnymi liczbami natural-

nymi.

W rozdziale trzecim opisali±my jeszcze inny sposób symulacji maszyny Turinga.

Mianowicie wyposa»yli±my maszyn¦ dwulicznikow¡ dwukierunkow¡ ML w jednok-

ierunkow¡ ta±m¦ wej±ciow¡ tylko do odczytu oraz jednokierunkow¡ ta±m¦ wyj±ciow¡

tylko do zapisu i pokazali±my, »e mo»emy symulowa¢ maszyn¦ Turinga MT w ten

sposób, »e maszyna ML otrzymuje sªowo wej±ciowe w na jej ta±mie wej±ciowej i

wynik u dziaªnia maszyny MT wypisuje na swojej ta±mie wyj±ciowej.
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Skorzystali±my wtedy z tego, »e maszyna trójlicznikowa dwukierunkowaML

0

potra�

symulowa¢ maszyn¦ Turinga w ten sposób. Ale je±li tak, to symuluj¡c maszyn¦ML

0

tak jak w twierdzeniu 5.1 o dwóch licznikach jednokierunkowych mo»emy identyczny

wniosek sformuªowa¢ dla maszyny z licznikami jednokierunkowymi. Mianowicie, dla

ka»dej maszyny Turinga ML istnieje maszyna dwulicznikowa jednokierunkowa ML

z jednokierunkow¡ ta±m¡ wej±ciow¡ tylko do odczytu oraz jednokierunkow¡ ta±m¡

wyj±ciow¡ tylko do zapisu, która, otrzymawszy na ta±mie wej±ciowej sªowo wej±ciowe

w dla maszyny MT zwraca na ta±mie wyj±ciowej wynik w dziaªania maszyny MT .

W równie prosty sposób mo»emy pokaza¢, »e problem stopu dla maszyn dwuliczni-

kowych jednokierunkowych jest nierostrzygalny.

Wniosek 6.2. Nie istnieje maszyna Turinga, która na wej±ciu dostawszy kod ma-

szyny dwulicznikowej jednokierunkowej ML oraz liczb¦ naturaln¡ n odpowiada: tak,

je±li maszyna ML zatrzymuje si¦ dla wej±cia n, a odpowiada: nie, je±li maszyna

ML nie zatrzymuje si¦ dla wej±cia n.

Dowód. Lemat 3.3 mówi nam, »e nie istnieje maszyna Turinga rostrzygaj¡ca

problem stopu dla maszyn trójlicznikowych dwukierunkoych. Gdyby istniaªa taka

maszyna MT dla maszyn dwulicznikowych jednokierunkowych, to analogicznie jak

w dowodzie twierdzenia 3.4 o nierostrzygalno±ci problemu stopu dla maszyn dwu-

licznikowych dwukierunkowych, mogliby±my zbudowa¢ maszyn¦, która najpierw kod

maszyny trójlicznikowej zamieniaªaby na kod maszyny z dwoma licznikami jendok-

ierunkowymi, a potem uruchamiaªaby maszyn¦ MT i dawaªa w wyniku identyczn¡

odpowied¹. W ten sposób otrzymaliby±my maszyn¦ Turinga rostrzygaj¡c¡ problem

stopu dla maszyn trójlicznikowych dwukierunkowych.

Wnioski, »e dwa liczniki ka»dego typu wystarcz¡ do symulacji maszyn Turinga i

oba modele s¡ nierozstrzygalne wskazuj¡ na to, »e moc obliczeniowa tych dwóch

mechanizmów jest bardzo podobna.

Teraz przejdziemy do drugiej, bardziej abstrakcyjnej koncepcji oblicze« � pro-

gramów z licznikami. B¦dziemy zmierzali do uzupeªnienia hierarchii sformuªowanej

we wniosku 4.7 z rozdziaªu czwartego o klasy oparte na licznikach jednokierunk-

owych. W tym celu przedstawimy kilka prostych faktów stanowi¡cych dopeªnienie

wiedzy na temat liczników jednokierunkowych.

Wniosek 6.3. Dla ka»dego programu z licznikami dwukierunkowymi fdc 2 FDC

II

istnieje program z dwoma licznikami dwukierunkowymi fdc

2

2 FDC

I

2

de�niuj¡cy

identyczn¡ funkcj¦ jak fdc.
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Dowód. Wniosek ten wypªywa bezpo±rednio z twierdzenia 5.1 z poprzedniego

rozdziaªu. Wystarczy symulowa¢ operacje n liczników dwukierunkowych tak jak to

jest opisane w dowodzie tego twierdzenia. Dopowiedzenia wymaga jedynie fakt,

»e na pocz¡tku programu podnosimy raz pierwszy licznik c1, aby zasymulowa¢

pocz¡tkow¡ zerow¡ warto±¢ liczników dwukierunkowych.

Fakt 6.4. Dla ka»dego programu z co najwy»ej jednym licznikiem jednokierunkowym

fdc 2 FDC

I

1

istnieje program prosty fd 2 FD de�niuj¡cy identyczn¡ funkcj¦ jak

fdc.

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e jedyn¡ instrukcj¡ licznika jednokierunkowego,

która wpªywa na sterowanie w programie, jest instrukcja porównania warto±ci licz-

ników. W tym przypadku, poniewa» jest tylko jeden licznik, wi¦c porównanie go z

samym sob¡ da zawsze wynik pozytywny. Mo»emy wi¦c z programu usun¡¢ wszys-

tkie instrukcje licznikowe wyboru, a w konsekwencji równie» wszystkie pozostaªe

instrukcje licznikowe. W ten sposób otrzymamy program prosty dziaªaj¡cy tak

samo.

Fakt 6.5. Dla ka»dego programu z licznikami jednokierunkowymi fdc 2 FDC

I

ist-

nieje program z licznikami dwukierunkowymi fdc

0

2 FDC

II

de�niuj¡cy identyczn¡

funkcj¦ jak fdc.

Dowód. Warto±ci liczników jednokierunkowych b¦dziemy trzyma¢ na odpo-

wiadaj¡cych im licznikach dwukierunkowych i u»yjemy dodatkowego licznika c do

symulacji operacji porównania warto±ci. Operacj¦ podniesienia licznika wykonujemy

tak samo, operacj¦ wyzerowania realizujemy przez p¦tl¦, która zmniejsza warto±¢

licznika a» do osi¡gni¦cia warto±ci 0, natomiast porównanie dwóch liczników jednok-

ierunkowych c

i

, c

j

robimy tak. W ka»dym kroku opuszczamy warto±ci odpowiada-

j¡cych im liczników dwukierunkowych c

0

i

, c

0

j

i podnosimy warto±¢ c a» do momentu,

w którym jeden z liczników c

0

i

, c

0

j

osi¡gnie warto±¢ 0. Je±li na drugim te» jest

0, to zapami¦tujemy, »e równe, w przeciwnym przypadku pami¦tamy, »e nie. Na

ko«cu musimy przywróci¢ warto±¢ c

0

i

, c

0

j

u»ywaj¡c c w ten sposób, »e przy ka»dym

opuszczeniu c podnosimy c

0

i

, c

0

j

a» do momentu, w którym c osi¡gnie 0.

Powy»sze wnioski pozwalaj¡ sformuªowa¢ nast¦puj¡ce zale»no±ci

FDC

II

� FDC

I

2

FDC

I

1

� FD

FDC

I

� FDC

II

:

Uwzgl¦dniaj¡c te zale»no±ci mo»emy ju» uzupeªni¢ nasz¡ hierarchi¦ klas programów.
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Wniosek 6.6. Istnieje nast¦puj¡cy ªa«cuch zale»no±ci pomi¦dzy klasami programów:

FD � FDC

I

1

� FDC

II

1

� FDC

I

2

� FDC

II

2

� FDC

I

� FDC

II

� ED:

W ten sposób udaªo si¦ zbudowa¢ bogaty pomost pomi¦dzy jedn¡ z najbardziej

podstawowych, stosunkowo prost¡ klas¡ programów prostych FD, a klas¡ de�nicji

efektywnych ED, która jest uwa»ana powszechnie za klas¦ intuicyjnie de�niuj¡c¡

wszystkie funkcje obliczalne we wszystkich strukturach. Umo»liwia on ocen¦, które

elementy struktury programów istotnie przyczyniaj¡ si¦ do zwi¦kszenia mocy obli-

czeniowej, a które sªu»¡ jedynie do uproszczenia ich zapisu. Jednocze±nie udost¦pnia

bogatszy wybór równowa»nych mechanizmów obliczeniowych w badaniu i porówny-

waniu mocy modeli licznikowych z innymi modelami oblicze«.

W ostatniej cz¦±ci rozdziaªu czwartego przedstawili±my twierdzenie 4.8, które po-

daje warunek, jaki musi speªnia¢ struktura algebraiczna, aby klasa programów z

licznikami dwukierunkowymi FDC

II

byªa w tej strukturze uniwersalna. Warunek

uniwersalno±ci mo»emy odnie±¢ do wszystkich klas równowa»nych klasie FDC

II

.

Wniosek 6.7. Klasy programów FDC

I

2

, FDC

II

2

, FDC

I

i FDC

II

s¡ uniwersalne,

to znaczy s¡ równowa»ne klasie de�nicji efektywnych ED we wszystkich strukturach

algebraicznych A speªniaj¡cych nast¦puj¡cy warunek:

dla ka»dego caªkowitego k � 1 istnieje caªkowite n � k takie, »e dla ka»dych

a

1

; : : : ; a

k

2 A i dla ka»dego termu b nad zbiorem zmiennch x

1

; : : : ; x

k

istnieje pro-

gram prosty fd 2 FD k-argumentowy z n zmiennymi, który oblicza warto±¢ termu

v(b) dla warto±ci wej±ciowych a

1

; : : : ; a

k

i warto±ciowania v takiego, »e v(x

i

) = a

i

.

Wniosek ten umo»liwia uproszczenie bada« nad obliczalno±ci¡ w du»ej klasie struk-

tur, w±ród których znajduj¡ si¦ wszystkie podstawowe struktury algebraiczne u»y-

wane w matematyce, poprzez ograniczenie si¦ do badania obliczalno±ci klasy pro-

gramów z dwoma licznikami jednokierunkowymi FDC

I

2

lub klasy programów z

dwoma licznikiami dwukierunkowymi FDC

II

2

. Ze wzgl¦du na uniwersalno±¢ tych

dwóch klas w tych strukturach uzyskane rezultaty b¦d¡ dotyczy¢ wszystkich funkcji

obliczalnych w takich strukturach.

Wniosek ten to równie» uogólnienie faktu, »e maszyny dwulicznikowe jednokierunk-

owe i dwukierunkowe potra�¡ symulowa¢ maszyny Turinga. Dziedziny tych maszyn

to tak naprawd¦ struktury speªniaj¡ce warunek uniwersalno±ci programów z liczni-

kami.

Rozwini¦cie teorii oblicze«, zarówno ogólnej jak i tej dotycz¡cej modeli licznikowych,

mo»na znale»¢ w literaturze wyszczególnionej w ostatniej cz¦±ci pracy. Tre±¢ pracy

zostaªa oparta na artykuªach Turinga [15], Minsky'ego [11], Friedmana [3], Plaisteda
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[13], Garlanda i Luckhama [4] oraz Kfoury'ego [7]. Odwoªania do nich mo»emy

znale¹¢ przy odpowiednich twierdzeniach i faktach. Teoria modeli licznikowych

przedstawiona jest równie» w pracach Fischera, Meyera i Rosenberga [1], [2]. Prace

Hewitta i Patersona [5] oraz Shepherdsona i Sturgisa [14] dotycz¡ klasy programów

rekurencyjnych. Praca doktorska McKaya [10] rozwa»a problem równowa»no±ci

programów w ró»nych klasach. Natomiast ksi¡»ki Minsky'ego [12], Hopcrofta i Ull-

mana [6], Lewisa i Papadimitriou [9] oraz Kozena [8] to podr¦czniki zawieraj¡ce

ogólne wprowadzenie do teorii oblicze« pochodz¡ce z ró»nych okresów rozwoju tego

kierunku.
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