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ROZDZIAYL, 1

WSTEP

Powstanie i rozwo6j komputerow w drugiej potowie XX wieku spowodowal rozwoj
informatyki teoretycznej, ktorej jednym z zadan jest usystematyzowanie wiedzy
na temat obliczania. Aparatem teoretycznym wykorzystywanym w tym celu stat
sie matematyczny opis, ktory pozwala na precyzyjne zdefiniowanie réznych mode-
li obliczen oraz jednolite okreslanie ich wtasciwosci i mozliwosci obliczeniowych.
Szybko okazato sie, ze rzeczywiste jezyki uzywane w programowaniu sg bardzo
ztozonymi obiektami z punktu widzenia ich opisu matematycznego. W zwiazku z
tym zaczeto tworzy¢ duzo prostsze, abstrakcyjne obiekty, w ten sposob jednak, aby
zachowaly one mozliwo$ci obliczeniowe rzeczywistych maszyn. W tym miejscu bada-
nia teoretyczne podazyty w kilku roznych kierunkach. Pierwszy, zapoczatkowany
przez Alana Turinga [15] w 1936 roku, zajmuje sie badaniem funkcji obliczanych
przez automaty skoriczone, definiowane poprzez rézne modyfikacje uniwersalnego
modelu obliczerr na ciagach symboli — maszyny Turinga. Drugi nurt podazyt w
kierunku uniezaleznienia sie od dziedziny obliczen i obejmuje programy definiowane
niezaleznie od struktury algebraicznej, na ktorej operuja. W rezultacie licznych
badan wyksztalcity sie definicje wielu klas programow, wsrdd nich: programy proste,
programy z licznikami, stosami, kolejkami, tablicami lub innymi mechanizmami do-
datkowymi, programy rekurencyjne, ktore sa rownowazne maszynom Turinga w
ich dziedzinie obliczen, oraz definicje efektywne — powszechnie uznawane za in-
tuicyjnie definiujace wszystkie funkcje obliczalne we wszystkich modelach. Oba
kierunki zmierzaja do tego, aby jak najlepiej zbada¢ moc obliczeniowa réznych
modeli obliczert i utozy¢ je w hierarchie, jednocze$nie pomagajac w zrozumieniu,
jak stosowane mechanizmy zwiekszaja moc obliczeniows, jak zalezy ona od ich ilosci
i ktore ich elementy maja rzeczywiscie istotne znaczenie, a ktore utatwiaja jedynie

notacje.

Niniejsza praca obejmuje tematyke badania mocy obliczeniowej modeli zawieraja-
cych jeden ze wspomnianych mechanizméw matematycznych — liczniki. Rozwaza
dwa rozne rodzaje licznikow: pierwszy, ktory bedziemy nazywaé¢ dwukierunkowym,
zawiera typowe operacje — zwiekszenie i zmniejszenie o 1 oraz test na zero, drugi,
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jednokierunkowy, ma swoje zrodto w prostej strukturze liczb naturalnych z nastepu-
jacymi operacjami: zwiekszenia o 1, zerowania i poréwnania warto$ci dwoch licz-
nikow. Praca przytacza wszystkie znane fakty dotyczace licznikéw dwukierunko-
wych i przytacza hierarchie dla modeli z licznikami tego typu, zaréwno w teorii
automatow jak i obliczen w strukturach algebraicznych. Nastepnie pokazuje, jak
dwa liczniki jednokierunkowe moga symulowa¢ dowolng liczbe licznikow dwukierun-
kowych. Twierdzenie to pozwala odnie$¢ przedstawione fakty o licznikach dwukie-
runkowych do licznikéw jednokierunkowych.

Struktura niniejszej pracy jest nastepujaca. Rozdziat drugi podaje niezbedne definic-
je wszystkich obiektéw matematycznych uzytych w pracy. Rozdziat trzeci i czwarty
prezentuja znane fakty o automatach licznikowych oraz programach z licznikami
dwukierunkowymi, rozdzial piaty przedstawia tre$¢ oraz dowodd twierdzenia, ktore
mowi, ze dwa liczniki jednokierunkowe potrafig symulowa¢ dowolna liczbe licznikow
dwukierunkowych. W rozdziale szostym zawarte sa wszystkie ogdlne wnioski w kon-

tekscie hierarchii automatow i klas programow, ktore wypltywaja z tego twierdzenia.



ROZDZIAL 2

DEFINICJE

W pierwszej kolejnosci przedstawimy definicje automatéow tasmowych, ktoére umozli-

wig nam sformutowanie i udowodnienie faktéw dotyczacych maszyn licznikowych.

DEFINICJA 2.1. Maszyna Turinga

Maszyna Turinga to automat MT = (Q,%,T,0,qo, b, F) ze skoriczonym zbiorem
stanow () oraz tasma i poruszajaca sie po niej glowicg. Tasma posiada poczatek
z lewej strony i jest prawostronnie nieskoniczona. Podzielona jest na klatki, ktore
zawieraja pojedyncze symbole ze skoriczonego ustalonego alfabetu I'. W czasie dzia-
tania maszyny glowica wskazuje zawsze na jedng klatke tasmy i moze z niej odczytac

symbol, zapisa¢ symbol oraz przesunaé sie w lewo badz w prawo do sasiedniej klatki.

Na poczatku dziatlania maszyna otrzymuje wejscie w postaci ciggu symboli alfa-
betu ¥ umieszczonego na poczatku tasmy, wszystkie pozostate klatki zawieraja
ustalony specjalny symbol b € T'\ 3. Glowica jest ustawiona na pierwsza klatke
tasmy i automat znajduje sie w stanie poczatkowym ¢qo € . W jednym kroku
dzialania maszyna zmienia swoj stan, zawarto$¢ klatki pod glowica oraz potozenie
glowicy zaleznie od aktualnego stanu i zawartosci klatki. Zmiana ta jest dokonywana

zgodnie z funkcja przejsé maszyny
§:QxT = QxT x{«,],—},

gdzie <~ i — oznaczaja przemieszczenie glowicy o jedna klatke odpowiednio w lewo
lub prawo, a symbol | oznacza, ze glowica nie zmienia polozenia. Jesli maszyna
znajduje sie w stanie ¢ € (), gtowica wskazuje na symbol a € ' oraz przyjmiemy,
7e 0(q,a) = (¢',d’,d), to w nastepnym kroku maszyna zapisuje symbol a’ na tagmie,
przechodzi do stanu ¢’ i przesuwa glowice zgodnie z kierunkiem d, z wyjatkiem
sytuacji, kiedy gtowica znajduje sie na poczatku tasmy i kierunek jest <—. Wtedy

pozostawia glowice na pierwszej klatce tasmy.

Maszyna konczy dziatanie, jesli znajdzie sie w jednym ze stanoéw koncowych F' C Q).
Wynikiem dzialania maszyny jest maksymalny ciag symboli nalezacych do alfa-
betu Y rozpoczynajacy sie od poczatku taSmy w momencie osiggniecia stanu kon-
cowego. “Maksymalny” oznacza, ze pierwszy symbol za stowem bedacym wynikiem
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nie nalezy juz do alfabetu ¥. Zauwazmy, ze maszyna moze nigdy nie osiaggna¢ stanu

koncowego, moéwimy wtedy, ze wynik dziatania jest nieokreslony.
Funkcja definiowang przez maszyne Turinga nazywamy funkcje
Y =X u{L}

o wartosciach okreslonych nastepujaco: dla kazdego argumentu w € ¥*, jedli ma-
szyna Turinga uruchomiona na tasmie zawierajacej stowo w jako wejscie zatrzymuje
sie, to wartoscia funkcji f(w) jest stowo bedace wynikiem dzialania maszyny, w

przeciwnym przypadku f(w) = L.

Postugujac sie opisem maszyny Turinga w dalszej czesci pracy czesto bedziemy wyko-
rzystywali opis jej chwilowego stanu. Zauwazmy, ze w tym celu wystarczy podacé
aktualny stan, zawartos¢ tasmy oraz potozenie gltowicy. Niech ¢ — aktualny stan,
a---a;---a; — zawarto$¢ tasmy i glowica wskazuje na i-ta klatke tasmy. Taki
stan chwilowy maszyny bedziemy zapisywac a; - - - a,_1qa; - - - a;. Aby zapis byt jed-
noznaczny, mozemy bez utraty ogolnosci zatozy¢, ze zbior stanow () i alfabet I' sy

roztaczne.

Maszyny licznikowe, ktorymi bedziemy zajmowac si¢ w dalszej czesci pracy, powstaty
z modyfikacji maszyn Turinga. Wtasnosci tasmy i glowic w tych zmodyfikowanych

maszynach zostaly tak dobrane, ze zachowuja sie one jak liczniki.

DEFINICJA 2.2. Maszyna licznikowa dwukierunkowa

Maszyne licznikowa dwukierunkowa ML = (Q, C, 0,0, qo, F') o k licznikach definiuje-
my jak maszyne Turinga z tym, ze zamiast jednej zwyklej glowicy na tasmie, mamy
k glowic licznikowych C', ktore maja te wtasnosé, ze moga jedynie poruszac¢ sie po
tasmie, nie moga natomiast zmienia¢ jej zawartosci. Co wiecej zawartosé¢ tasmy dla
wszystkich maszyn licznikowych jest zawsze ta sama i opiera sie na dwoch symbol-
ach alfabetu: z i b. Pierwsza klatka tasmy zawiera symbol z, a wszystkie nastepne
b. Wejsciem maszyny licznikowej jest potozenie pierwszej gtowicy na tasmie, wszys-
tkie pozostate glowice ustawione sa na pierwszej klatce taémy. W kolejnych krokach
maszyna licznikowa dziala jak maszyna Turinga z ta roznica, ze glowica, ktora
odczyta symbol w celu okreslenia zmiany stanu, jest wyznaczana przez funkcje
o : @Q — C. Funkcja przejscia § : Q x {z,b} = Q x C x {+,],—} na pod-
stawie aktualnego stanu ¢ oraz zawarto$é¢ klatki wskazywanej przez glowice o(q)
okredla, do jakiego stanu przechodzi automat, wskazuje glowice, ktora jest prze-
suwana oraz kierunek jej przesuniecia. Wynikiem jest polozenie pierwszej glowicy
na tasmie w momencie osiagniecia stanu koncowego. Zauwazmy, ze kazda glowice
mozemy traktowac jak licznik, ktorego warto$¢ wyznacza jej odlegtosé od pierwszej
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klatki tasmy. Operacje, ktore wykonujemy, to zwiekszenie licznika o 1, zmniejsze-
nie o 1 oraz sprawdzenie czy warto$¢ jest rowna 0. Wejscie oraz wynik sa wtedy
warto$ciami wyznaczanymi przez potozenie pierwszej glowicy na tasmie w momen-
cie odpowiednio rozpoczecia oraz zakoniczenia dziatania maszyny. Podobnie jak przy
maszynach Turinga maszyny licznikowe moga sie nigdy nie zatrzymac i wtedy wynik

jest nieokreslony.

Funkcja definiowana przez maszyne licznikowa dwukierunkowa nazywamy funkcje
f*N—=>NuU{Ll},
gdzie N to zbior liczb naturalnych, okreslong analogicznie jak w maszynie Turinga.

DEFINICJA 2.3. Maszyna licznikowa jednokierunkowa

Maszyne licznikows jednokierunkowa ML = (Q, C, 0,0, qo, F) z k licznikami defini-
ujemy podobnie jak maszyne licznikowa dwukierunkowa. Ma rowniez jedna tasme
oraz zbior k glowic C'. Roznica polega na tym, ze kolejny krok maszyny wyznaczany
jest zaleznie od tego, czy dwie glowice, ustalone dla stanu automatu ¢ € ) zgod-
nie z funkcja o : Q — C x C, wskazuja na ta sama klatke. Funkcja przejscia
J:Qx{=#} = Q x C x {<,|,—} umozliwia nastepujace operacje glowicy:
powr6t do poczatku tasmy <, zachowanie biezacej pozycji | oraz przesuniecie o
jedna klatke w prawo —. Zauwazmy, ze w interpretacji licznikowej poréwnanie
potozen glowic to poréwnanie wartosci licznikow, a operacje glowicy to ustawienie
wartosci licznika na 0, zachowanie poprzedniej wartosci licznika oraz zwiekszenie

licznika o 1.

Funkcje f : N — N U {_L} definiowana przez maszyne licznikowa jednokierunkowa

okreslamy podobnie jak w maszynie licznikowej dwukierunkowe;.

W ten sposob zdefiniowalismy dwa modele maszyn licznikowych réznigce sie zesta-
wem dostepnych dziatan na licznikach.

Druga cze$¢ definicji dotyczy teorii obliczei. W pierwszej kolejnosci przedstaw-
imy podstawowe definicje teorii modeli algebraicznych oraz logiki pierwszego rzedu

wykorzystywane do definicji klas programéw oraz obliczen.

DEFINICJA 2.4. Sygnatura

Sygnatura nazywamy dowolny skoriczony zbiér symboli funkcyjnych oraz relacyjnych
r=Jz=u | =4
neN neN\{0}

gdzie ¥, — zbiér symboli funkcyjnych n-argumentowych, % — zbior symboli rela-
cyjnych n-argumentowych i zbiory te sa parami roztaczne.
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DEFINICJA 2.5. Struktura algebraiczna

Struktura algebraiczna lub modelem A sygnatury ¥ = {fi,..., fs,71,...,7} nazy-
wamy krotke <A, A AR ,r;4>, gdzie A to dowolny zbiér nazywany tez
no$nikiem struktury, natomiast pozostate elementy to dowolne funkcje i relacje za-
chowujace nastepujaca wlasnosé. Jesli f; jest symbolem funkcyjnym n-argumento-

wym, to fi* jest funkcja n-argumentows
fAeAY— A

oraz jedli r; jest symbolem relacyjnym n-argumentowym, to r7* jest relacja n-argu-

mentowag
rit s A™ — {true, false}.

DEFINICJA 2.6. Zbiér termow

Zbiorem termoéw sygnatury ¥ = {fi,..., fs,71,...,r:} nad zbiorem zmiennych

Var = {x,... ,x,} nazywamy najmniejszy zbior napisow Ty *" spetniajacy warunki:

1. Var C Ty,
2. jeslity, ... t, €TV i f €%y, t0 fltr,... ,tn) € TY

DEFINICJA 2.7. Zbioér formut otwartych pierwszego rzedu

Zbiorem formul otwartych pierwszego rzedu sygnatury X = {fy,---, fs,r1, -+ , 714}
nad zbiorem zmiennych Var = {x;,---,z,} nazywamy najmniejszy zbioér napisow

FYor spelniajacy warunki:

1. L e Fyor,

2. jeslity, -+, t, € Ty, r € B8 tor(ty,... t,) € Fyo;
3. jedlity,ty € TYO to ty =ty € FHO;

4. jesli ¢, € FL, to =, ¢V U, Ap,p — b € FL .

DEFINICIJA 2.8. Wartosciowanie
Warto$ciowaniem w modelu A = <A, A AR ,r;“> ustalonej sygnatury

Y={fi,.-., fs,71,... 1} nad zbiorem zmiennych Var = {x,,... ,z,} nazywamy

dowolng funkcje
v Ty U FR — AU {true, false}
spetniajaca warunki:

Lou(f(ty,. . tn) = fAv(ty), ... ,v(t,)) dla kazdych ¢, ... ,t, € Ty " i kazde-
go n-argumentowego symbolu funkcyjnego f;
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2. v(L) = false;

3. 0(r(ty, -+, tn) = r(v(ty), ... ,v(t,)) dlakazdych t1, ... ,t, € Ty * i kazdego
n-argumentowego symbolu relacyjnego r;

4. dla kazdych ti,t, € To' %"

(h = ) true  gdy v(ty) = v(ts)
v = = y
e false w przeciwnym przypadku

5. dla kazdej pary formul otwartych pierwszego rzedu ¢, € Fy, "
true gdy v(¢) = false
o(~6) = { )

false w przeciwnym przypadku

true  gdy v(¢) = true lub v(¢)) = true

false w przeciwnym przypadku ’

v(qﬁvw):{

true  gdy v(¢) = true i v(y) = true

v(qﬁAw):{

false w przeciwnym przypadku

true  gdy v(¢) = false lub v(¢)) = true

false w przeciwnym przypadku

o=

W dalszej czesci pracy bedziemy zaktadac, ze sygnatura ¥ = {fi,... , fo,71,... , 74}

jest ustalona. Nastepna cze$¢ definicji to klasy programow rozwazane w pracy.

DEFINICJA 2.9. Program prosty

Programem prostym fd = (Ins,Var) nazywamy zbior instrukeji Ins posiadajacych
unikalne etykiety i dziatajacych na ustalonym skonczonym zbiorze zmiennych Var.
Kazda instrukcja przyjmuje jedna z nizej wyszczeg6lnionych postaci, w ktérych f
oznacza dowolny symbol funkcyjny, » — dowolny symbol relacyjny, zmienne z; to

dowolne zmienne ze zbioru Var, a id, id’ oraz id” to dowolne etykiety instrukcji:

(a) id: START (z1,...,xy); GOTOid'

(b) id: xy = x9; GOTOid'

(c) id: xo = f(x1,...,2,); GOTOd

(d) id: IFz, = 2o THEN id ELSE id"

(e) id: IFr(zy,...,x,) THEN id ELSEid"
() id: STOP(xy)

W kazdym programie wystepuje dokladnie jedna instrukcja typu (a) oraz doktadnie
jedna instrukcja typu (f). Zmienne zy,...,z, wystepujace w instrukeji typu (a)
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nazywamy zmiennymi wejSciowymi programu, a xy w instrukcji typu (f) zmienng

wyjsciows.

Program prosty dziala w ustalonym modelu A = <A, A A ,r;4> w
nastepujacy sposob. Jako wejscie dostaje ciag wartosci ay, ... ,a, € A, ktore zostaja
przypisane odpowiednio na zmienne wejsciowe zy,. .. , z, z instrukcji startowej (a),

pozostate zmienne pozostaja nieokreslone. Stany obliczen po kolejnych krokach
mozemy opisac przez pare (id;, v;), w ktorej id; oznacza etykiete nastepnej instrukeji
do wykonania, a v; : Var — A U {L} to warto$ciowanie zmiennych w biezacym
kroku. Symbol | oznacza, ze warto$¢ zmiennej jest nieokreslona. Stan obliczen po

wykonaniu poszczeg6lnych instrukeji okreslamy nastepujaco:

1. po instrukcji startowe;j
id : START (z1,... ,x,); GOTO id

program przechodzi do instrukcji o etykiecie idy = id’, a wartoSciowanie vy

okreslamy tak:

() a; dlax = x;
vo(x) = :
0 1 dlazx #z, -,

2. po instrukcji
id: x1 == x9; GOTOid'

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id; = id', a wartoSciowanie v;

okreslamy tak:

vi(z) = { vale) diaz# 2,

vio1(xe) dlax =14
3. po instrukcji
id: xo:= f(x1,...,2,); GOTOid

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id; = id', a wartoSciowanie v;

okreslamy tak:

v 1(7) dla x # x
Uz(«’f) = fA(Uiq(xl), < ;Uifl(xn)) dla x = zo, gdy Uz’ﬂ(h), < ,0171(%) # 1
L dla © = zy, gdy v;_1(z;) = L dla pewnego j

4. po instrukcji

id: IFx, =2, THEN id ELSE id"
11
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etykieta nastepnej instrukcji w przypadku, gdy v;_i(z1),v;i_1(x2) # L oraz
vi1(z1) = v;_1(22), jest id; = id', w przeciwnym przypadku jest id; = id",
wartodci zmiennych pozostaja bez zmian:
Ui = Vi-1;
5. po instrukcji

id: IFr(zy,...,2,) THEN id ELSE id"

etykieta nastepnej instrukcji w przypadku, gdy v;_1(x1),...,v;_1(2,) # L
oraz (v 1(21),...,v; 1(zn)) = true, jest id; = id', w przeciwnym przy-
padku jest id; = id”, warto$ci zmiennych pozostaja bez zmian:

Vi = Vi-1;
6. po instrukcji konicowe;j
id : STOP(x)

program konczy dziatanie, wynikiem programu jest biezaca warto$¢ zmiennej

wyjsciowej v; 1 (zp).

Podobnie jak maszyna licznikowa, program prosty moze nigdy nie osiagna¢ instrukcji
koricowej. W tym przypadku analogicznie powiemy, ze wynik dziatania programu

jest nieokreslony.

Funkcje definiowana w modelu A przez program prosty fd o p zmiennych wejs-

ciowych definiujemy jako funkcje
fdA AP — AU{L}

w ten sposob, ze dla ay, ... ,a, € A wartodcia funkcji fd4(ay, ... ,a,) jest wynik dzi-
alania programu fd dla tych wartosci, jesli program konczy dziatanie, w przeciwnym
przypadku fd4(ai,... ,a,) = L.

Klase wszystkich programéw prostych oznaczamy F'D.

DEFINICJA 2.10. Program z licznikami dwukierunkowymi

Program z k licznikami dwukierunkowymi fde = (Ins, Var, Cnt) definiujemy podob-
nie jak program prosty, z ta roznica, ze oprdcz zbioru zmiennych Var posiada on
zbior k licznikow C'nt i poza instrukcjami typu (a), (b), (c), (d), (e) i (f) moze jeszcze
zawiera¢ nastepujace instrukcje licznikowe, w ktorych, jak poprzednio, id, id' oraz
id" oznaczaja dowolne etykiety instrukcji, natomiast ¢ € Cnt oznacza dowolny
licznik:
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(g) id: cy:=co+1; GOTOd
(h) id: ¢y:=co—1; GOTOd
(i) id: IF¢y=0THEN id' ELSE id"

Kolejne stany obliczen programu opisywane sg tym razem przez trojki (id;, v;, ve;),
gdzie id; oraz v; jak poprzednio oznaczaja etykiete nastepnej instrukcji oraz wartosci
zmiennych Var, natomiast ve; : Cnt — N to wartoéci licznikow w danym kroku
obliczen. Po wszystkich instrukcjach typu (a), (b), (c), (d), (e) i (f) kolejne in-
strukcje ¢d; wykonywane przez program oraz warto$ci zmiennych v; definiowane sg
identycznie jak w programie prostym, natomiast wartosci licznikow po instrukcji

startowej przyjmuja wartosé 0:
vep(c) =0 dlac € Cnt
i przy wykonywaniu instrukcji nielicznikowych nie zmieniaja sie:

vC; = VCi—1.

Dziatanie instrukcji licznikowych jest nastepujace:

1. po instrukcji
id: co:=cy+1; GOTO id

program przechodzi do instrukcji o etykiecie id; = id', warto$ciowanie v; sie

nie zmienia:
Vi = Vi—1,
natomiast wartosci licznikow ve; okreslamy tak:

(© ve;1(c) dla ¢ # ¢
ve;(c) =
vei—(c)+1 dlac=¢

2. po instrukcji
id: cg:=cy—1; GOTOid

program przechodzi do instrukeji o etykiecie id; = id', warto$ciowanie v; sie

nie zmienia:
Vj = Vi1,
natomiast wartosci licznikow ve; okreslamy tak:

ves(c) = vei_q(c) dlac#cdlac=c=0
‘ vei—(c) =1 dlac=1¢y >0

Y
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3. po instrukeji
id: IFco=0THEN id ELSE id"

etykieta nastepnej instrukcji w przypadku, gdy ve;_1(co) = 0, jest id; = id’,
w przeciwnym przypadku jest id; = id”, wartosci zmiennych oraz licznikow

pozostaja bez zmian:
Vi = Ui
vec; = VCi_q.

Wynikiem programu z licznikami dwukierunkowymi podobnie jak w programie pros-
tym jest warto$¢ zmiennej wystepujacej w instrukcji koncowej (f) w momencie za-

konczenia programu lub wynik jest nieokreslony, jesli program nie zatrzymuje sie.

Funkcje definiowana przez program z licznikami dwukierunkowymi w ustalonym

modelu A definiuje sie identycznie jak dla programu prostego.

Klase wszystkich programéw z licznikami dwukierunkowymi oznaczamy FDC'!, a
dla ustalonego k£ naturalnego klase wszystkich programow, ktore maja nie wiecej niz

k licznikow dwukierunkowych, oznaczamy FDC}'.

DEFINICJA 2.11. Program z licznikami jednokierunkowymi

Program 7 k licznikami jednokierunkowymi fde = (Ins,Var,Cnt) definiuje sie
analogicznie jak program z k licznikami dwukierunkowymi. Roézni sie on jedynie
zestawem instrukcji licznikowych, ktore moga wystepowaé w programie. Zamiast
dodawania (g), odejmowania (h) oraz testu na zero (i), mamy dodawanie (g), ze-

rowanie (j) i porownanie dwoch licznikow (k):

(g) id: co:=co+1; GOTOid'
(J) id: co:=0; GOTOd
(k) id: IF ¢, = coy THEN id ELSE id"

Symbole ¢, ¢; 1 ¢y oznaczaja dowolne liczniki ze zbioru Cnt, a id, id' oraz id”,
jak zawsze, etykiety dowolnych instrukcji. Dzialanie instrukeji (g) jest takie jak w

liczniku dwukierunkowym, a dwie pozostale dzialaja w nastepujacy sposob:
1. po instrukcji
id: co:=0; GOTOid

program przechodzi do instrukeji o etykiecie id; = id', warto$ciowanie v; sie

nie zmienia:

U = Uj—1,
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natomiast wartosci licznikow ve; okreslamy tak:

ves(e) = vei () dlac# ¢
) o dla ¢ = ¢

2. po instrukcji
id: IFci = coTHEN id ELSE id"

etykieta nastepnej instrukcji w przypadku, gdy ve; 1(¢1) = ve;1(ea), jest
id; = id', w przeciwnym przypadku jest id; = id”, wartosci zmiennych oraz

licznikéw pozostaja bez zmian:
Vi = Vi1
ve; = VCi—1q.

Klase wszystkich programéw z licznikami jednokierunkowymi oznaczamy FDC!, a
dla ustalonego k£ naturalnego klase wszystkich programow, ktore maja nie wiecej niz

k licznikow jednokierunkowych, oznaczamy FDCYL.

Ze wzgledu na zupelnie inng strukture programéw oddzielnie zdefiniujemy klase
definicji efektywnych - uwazang za intuicyjnie definiujaca wszystkie funkcje obli-

czalne w dowolnych strukturach.

DEFINICJA 2.12. Definicja efektywna

Definicjg efektywna p-argumentows nazywamy funkcje rekurencyjng ed : N —
F x T, gdzie F — zbior formul otwartych pierwszego rzedu nad zbiorem p zmi-
ennych wejsciowych Var, a T — zbior termoéw nad tym samym zbiorem zmiennych
Var. Funkcja rekurencyjna, to taka funkcja, dla ktorej istnieje maszyna Turinga
wypisujaca kolejne pary argument-warto$¢ na tasmie w ten sposob, ze dla kazdego

argumentu odpowiadajaca mu para zostanie wypisana dokladnie raz.

Funkcja definiowana przez p-argumentows definicje efektywna ed w ustalonym mod-

elu A = <A, A A ,r;“> nazywamy funkcje ed4 : AP — AU {L}
okreslona nastepujaco: niech Var = {y,...,z,} — zbiér zmiennych wejsciowych
ed, v — warto$ciowanie w A takie, ze v (z;) = a; dlai=1,--- ,p, wtedy

1. jesli istnieje n € N takie, ze ed(n) = (¢,t) i vg(p) = true oraz n jest
najmniejsze spelniajace ten warunek, to ed*(@) = vy (t)

2. w przeciwnym przypadku ed? (@) = L.

Wynikiem obliczenia definicji efektywnej ed dla wartosci wejsciowych

@ = (ay,...,a,) € AP

15



nazywamy wartosé¢

edA(ay, ... a,).

Klase wszystkich definicji efektywnych oznaczamy ED.

Dotychczas wprowadzilismy definicje roznych klas programéw: FD, FDC}, FDC',
FDCH FDCM ED. W kolejnych rozdzialach bedziemy pokazywaé rozne za-
lezno$ci zachodzace pomiedzy klasami, dlatego zdefiniujemy zwigzki, ktorymi sie

bedziemy postugiwaé¢ w opisie hierarchii klas programow.

DEFINICJA 2.13. Sprowadzalno$¢ pomiedzy klasami programow

Powiemy, ze klasa programo6w P, jest co najmniej tak silna jak klasa programow Py :
P 2Py

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego p-argumentowego programu P, € P; istnieje

p-argumentowy program P, € P, taki, ze w kazdym modelu
A= <A,f{4,... ,f:‘,rfl,... ,7“24>
dla kazdych wartosci wejsciowych @ = (ai,. .. ,a,) € AP
1. albo wyniki obliczen P, i P, sa oba okreslone i réwne
P{(@) = P5(@);
2. albo oba nieokreslone
PA@)=LAPMN@) = L.

DEFINICJA 2.14. Rownowazno$¢ pomiedzy klasami programéow

Powiemy, ze klasy P;, P2 sa rownowazne:
7Dl = PZ;
Jeéll P1 j PQ i PQ j Pl.

DEFINICJA 2.15. Ostra sprowadzalnosé pomiedzy klasami programow

Powiemy, ze klasa P, jest istotnie silniejsza od klasy Pi:
P < Py

wtedy i tylko wtedy, jesli P < P, oraz istnieje program P, € P, taki, ze zaden
program z klasy P; nie definiuje identycznej funkcji we wszystkich strukturach, tzn.
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dla kazdego P, € P, istnieje struktura A, w ktorej funkcje definiowane przez oba

programy sie r6znia:

PA # P
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ROZDZIAL 3

MASZYNY LICZNIKOWE DWUKIERUNKOWE

W pierwszej czesci tego rozdzialu bedziemy zmierzali do tego, aby pokazaé, ze
maszyna z 2 licznikami dwukierunkowymi potrafi symulowaé maszyne Turinga, wy-

nik sformutowany i udowodniony przez Marvina Minsky’ego [11].

Aby jednak mozna byto méwié¢ o symulacji jednej maszyny przez druga, musimy
rozwigza¢ problem réznych dziedzin wartosci wejéciowych, gdyz maszyna Turinga
operuje na stowach, natomiast maszyna licznikowa na liczbach naturalnych. Niech
MT = (Q,%,T,4,qo, b, F) — maszyna Turinga. Skonczone stowo w = wyws - - - wy,
zapisane na tasmie maszyny MT mozemy interpretowaé jako zapis liczby naturalnej
w systemie liczbowym o podstawie m = [T, jesli ustalimy wzajemnie jednoznaczne

przyporzadkowanie o : T' — {0,... ,m — 1}:
o*(w) = a(wy) + mo(ws) + -+ - +m" to(w,).

Aby mozna bylo traktowaé slowa wejsciowe dla maszyn Turinga jako skoriczone,

ustalmy, ze symbol pusty b ma kod o(b) = 0.

Na poczatku pokazemy, ze maszyna licznikowa potrafi zasymulowac¢ proste oper-
acje maszyny Turinga na liczniku ¢; zawierajacym kod ciggu symboli przy pomocy

jednego dodatkowego licznika c,.

Dodanie nowego symbolu na poczatek ciggu realizujemy w ten sposob, ze przepisu-
jemy wartos¢ c¢; na co zerujac jednoczesnie ¢y, nastepnie na ¢; wstawiamy warto$c co
pomnozong przez m w ten sposob, ze przy kazdym zmniejszeniu ¢, o 1 zwiekszamy
c; o0 m. Wykonujemy to, az cy osiagnie 0. Na koniec dodajemy do ¢; wartos¢ bedaca

kodem nowego symbolu.

Usuniecie symbolu z poczatku ciggu realizujemy podobnie. Przepisujemy c¢; na cy
zerujac cq, nastepnie probujemy zmniejszyé co o m i jesli nam sie uda, to zwiekszamy

c1 0 1, jesli zas ¢, osiaggnie 0, to koriczymy dziatanie.

Aby rozpoznaé, jaki symbol jest zakodowany na poczatku ciggu symboli w, musimy
policzy¢ o*(w) mod m, wynik bedzie kodem pierwszego symbolu. Robimy to w
ten sposob, ze przepisujemy c; na co zerujac ci, a nastepnie w cyklu przechodzimy
po m stanach maszyny, zwiekszajac w kazdym kroku c¢; o 1 i zmniejszajac ¢y o 1.
Jesli w momencie wyzerowania cy osiggniemy j-ty stan w cyklu m stanéw, to j jest
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kodem pierwszego symbolu ze stowa w. Zauwazmy, ze w tym momencie na c¢; znéw

bedziemy mieé¢ taka wartos¢, jak przed wyliczaniem kodu.

LEMAT 3.1. Dla kazdej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna trojlicznikowa
dwukierunkowa ML, Ze uruchomiona z kodem dowolnego stowa wejsciowego dla
maszyny Turinga, symuluje jej dziatanie i albo na wyjsSciu zwraca kod wyniku dziata-
nia maszyny Turinga, jesl ta konczy dziatanie, albo podobnie jak maszyna Turinga

nie zatrzymuje sie.

DowOD. Dla ustalonej maszyny Turinga MT zdefiniujemy, jak bedzie dziataé

maszyna trojlicznikowa. Jesli przyjmiemy, ze biezacy stan obliczen MT ma postaé
ap-:-0a;-149a; - aj,

to na pierwszym liczniku ¢; bedziemy przechowywaé liczbe kodujaca ciag symboli

zaczynajacy sie od klatki wskazywanej przez biezace potozenie gtowicy czyli
¢ = o(a;) + mo(agy) + -+ +m/lo(ay),

a na liczniku ¢y bedziemy przechowywac liczbe kodujaca ciag symboli przed glowica

tasmy, z ta roznica, ze bedziemy go traktowac¢ jako zapis liczby od kornica, czyli
cy = o(a;_1) + mo(ai_y) + - +m'2c(ay).

Trzeci licznik c3 bedzie stuzyt jako pomocniczy do symulacji przej$¢ maszyny MT.
Poniewaz poczatkowe potozenie glowicy w maszynie Turinga jest na pierwszej klatce
tasmy, wiec wartos$¢ licznika c¢; odpowiada kodowi stowa wejsciowego maszyny Tu-
ringa MT'. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjac, ze maszyna MT, ktorg bedziemy
symulowa¢, po obliczeniu wyniku na tasmie, najpierw zamienia wszystkie symbole
za stowem wynikowym na symbole puste b, a nastepnie wraca gtowica na poczatek
tasmy. W ten sposob, na koncu dzialania maszyny licznikowej, licznik ¢; bedzie

zawierat doktadnie kod stowa wynikowego MT.

Teraz musimy pokazac, jak maszyna licznikowa symuluje kroki maszyny Turinga, w
taki sposob, by liczniki ¢ i ¢y zawieraly zawsze aktualny opis stanu obliczenn maszyny
MT. Zat6zmy, ze maszyna licznikowa musi zasymulowac przejscie maszyny Turinga

opisane w nastepujacy sposob:

0(q,a) = (¢, d', d).

Stan symulowanej maszyny Turinga bedziemy pamieta¢ na stanach maszyny liczni-
kowej, tzn. kazdemu stanowi ¢ maszyny Turinga bedzie odpowiada¢ osobna grupa
stanow w maszynie licznikowej, ktora bedzie symulowaé¢ przejscie z tego stanu gq.
Robimy to w nastepujacy sposob. Najpierw rozpoznajemy, jaki symbol jest pod
glowica przez rozponanie pierwszego symbolu stowa kodowanego przez c¢;. Wtedy
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maszyna juz wie, ze ma zapisa¢ symbol o', poruszyé¢ sie w kierunku d i przejsé¢ do
stanu ¢'. W tym celu symulujemy usuniecie pierwszego symbolu z ¢; i dolgczenie
symbolu o’ na poczatek, nastepnie, jesli mieliSmy poruszy¢ sie w lewo, symulujemy
usuniecie pierwszego symbolu z ¢y i dodanie go do ¢y, jesli za§ w prawo, to robimy
odwrotnie. Na koncu symulujemy przejscie do stanu ¢'.

Przy wszystkich symulacjach tych prostych operacji uzywamy c3 jako licznika po-

mocniczego. 0

TWIERDZENIE 3.2. Dla kazdej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna dwu-
licznikowa dwukierunkowa ML, Ze jesli na wejsciu dostaje wartosé 27 ) gdzie w
—dowolne stowo wejsciowe dla maszyny MT, to symuluje dziatanie maszyny MT 1
albo na wyjsciu zwraca wartosé 27" | jesli ta koriczy dziatanie z wynikiem wu, albo

podobnie jak maszyna MT nie zatrzymuge sie.

DowoOD. Pokazemy, ze maszyna dwulicznikowa potrafi symulowaé¢ maszyne troj-
licznikows. Niech M L' — maszyna trojlicznikowa symulujaca maszyne MT. Za-
lozmy, ze ¢i, ¢3 1 ¢3 — liczniki maszyny M L' oraz ¢4 i ¢5 — liczniki maszyny M L.
W kazdym kroku symulacji maszyny M L' licznik ¢, bedzie przechowywaé wartosci
licznikow cq, co 1 c3 w wyktadnikach liczb pierwszych przypisanych do tych licznikow,

wystepujacych w rozktadzie wartosci ¢4 na czynniki pierwsze:

¢y = 201325,

Zauwazmy, ze W momencie rozpoczecia symulacji wtasno$é ta jest zachowana, gdyz
c1 = o*(w), ca = 01 c3 = 0. Oznaczmy przez p; liczbe pierwsza zwiazana 7 i-tym
licznikiem: 2 dla ¢y, 3 dla co 15 dla c3. Poszczegdlne operacje maszyny trojlicznikowe;j
na i-tym liczniku bedziemy symulowaé nastepujaco. Sprawdzenie, czy wartoscé ¢; jest
0, realizujemy tak. W kazdym kroku zmniejszamy ¢, o 1 jednoczes$nie zwiekszajac cs
o 1. Wykonujemy to w cyklach p; krokow. Jeshi ¢4 osiggnie wartoéé¢ 0 w srodku cyklu,
to oznacza, ze jego poczatkowa wartosé nie dzielilta sie przez p;, a wiec zapamietujemy
na stanach maszyny, ze test ¢; na 0 wypadl pozytywnie, jesli za$ osiggnie 0 na koricu
cyklu, to pamietamy, ze test na 0 byl negatywny. Nastepnie odtwarzamy poprzednia
wartos$é licznika ¢4 z ¢5. Aby zasymulowaé podniesienie i-tego licznika o 1, musimy
pomnozy¢ ¢4 przez p;. Realizujemy to przez przepisanie ¢4 na cs 1 wyzerowanie cy, a
nastepnie przy kazdorazowym zmniejszeniu c; o 1 zwiekszamy c4 0 p;, az c5 osiagnie
wartos$¢ 0. Zmniejszenie i-tego licznika symulujemy tak: najpierw robimy test c;
na 0 i jesli pozytywny, to nic wiecej nie robimy, bo odejmowanie na wyzerowanym
liczniku nic nie robi, jesli zas negatywny, to dalej analogicznie jak przy podniesieniu
licznika, tylko teraz musimy podzieli¢ ¢, przez p;. Zatem przepisujemy c, na cs
zerujac ¢4 1 w kazdym kroku zmniejszamy c5 o p; zwiekszajac jednocze$nie ¢4 0 1.
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W ten sposob potrafimy symulowaé operacje maszyny trojlicznikowej. Zauwazmy, ze
przy symulacji maszyny Turinga MT maszyna trojlicznikowa M L' konczy dzialanie
7z wyzerowanymi licznikami ¢, i c3. To oznacza, ze po zakonczeniu dziatania maszyny
dwulicznikowej ML, warto$¢ cy bedzie réwna 2° i w ten sposdéb udowodnilismy

twierdzenie 3.2. O

Formutujac powyzsze twierdzenie zalozyliSmy, ze maszyna dwulicznikowa dostaje
warto$¢ odpowiedniej funkcji kodujacej stowa wejsciowe maszyn Turinga. Pokazemy,
ze mozna efektywnie oblicza¢ wartosé tej funkcji ze stowa wejsciowego, a takze gen-
erowaé stowo wyjsciowe z wartosci takiej funkcji uzywajac tasm: wejéciowej i wyjs-

ciowej, o bardzo ograniczonych mozliwosciach.

Zauwazmy, ze wystarczy pokazac, jak maszyna trojlicznikowa ze stowa wejsciowego
w dla maszyny Turinga wylicza warto$¢ o*(w) na swoim pierwszym liczniku, a
nastepnie w jaki sposob generuje slowo wyjsciowe u z wartosci o*(u). Wtedy
maszyna dwulicznikowa, symulujac maszyne trojlicznikowa identycznie jak to jest
opisane w dowodzie twierdzenia 3.2, bedzie umiata ze stowa wejéciowego w wyliczy¢
warto$é 27 (®) na swoim pierwszym liczniku, a na koniec dziatania z wartosci 27 (%)

wygenerowac¢ stowo wyjsciowe u.

Skoncentrujmy sie zatem na maszynie trojlicznikowej. Jak juz wspomnieliémy, do-
dajemy jej dwie tasmy: tasme wejéciowa, ktora mozemy jedynie czytac i po ktorej
mozemy sie poruszaé jedynie w prawo czytajac kazdy symbol tylko raz, oraz tasme
wyjsciowa, ktora mozemy jedynie zapisywac i po ktorej rowniez mozemy poruszac sie
jedynie w prawo kazda klatke zapisujac tylko raz. Przyjmijmy, ze na wej$ciu, zami-
ast kodu stowa wejsciowego w = wyws - - - w, na pierwszym liczniku, dostajemy jego
oryginalng posta¢ na tasmie wej$ciowej, natomiast wszystkie liczniki majg wartosé

poczatkows 0.
Przyjmujac, ze m = |T'|, najpierw na liczniku ¢y obliczymy wartos¢
o (Wpwp_y -+ wy) = o(wy) + mo(wp_1) + -+ +m"™ to(w).

Zauwazmy, ze jesli na c¢; bedzie 0, to ten stan symuluje stan maszyny Turinga, ktora
przeczytata stowo wejsciowe i glowice ma ustawiona na pierwszej klatce za stowem
wejsciowym. Wtedy wystarczy, ze zasymulujemy powr6t gtowicy na poczatek tasmy

i otrzymamy warto$¢ o*(w) na liczniku ¢;.

Wartos$é o*(w,wy,_1 - -+ wy) na ¢y obliczamy w nastepujacy sposob. Czytamy pier-
wszy symbol w i wyliczamy jego kod na c¢,. Nastepnie w kazdym kroku, czytamy
kolejny symbol z tasmy wejsciowej, i jesli nalezy do stowa wejsciowego, to symulu-
jemy operacje dodania symbolu na poczatek stowa zakodowanego na c,. Koriczymy,

21



gdy z tasmy wejsciowej odczytamy symbol pusty b. Potem musimy jeszcze zasymu-

lowa¢ powr6t glowicy na poczatek tasmy.

Generowanie stowa wyj$ciowego z wartosci ¢; wykonujemy poprzez proces odwrotny.
W kazdym kroku rozpoznajemy kod pierwszego symbolu ze stowa zakodowanego na
c1, wypisujemy symbol na tasmie wyjsciowej i symulujemy usuniecie pierwszego

symbolu z kodowanego stowa. Konczymy, kiedy ¢; osiagnie wartosé 0.

Pokazalismy, ze maszyny dwulicznikowe potrafia symulowa¢ maszyny Turinga. Posi-
adaja one jeszcze jedng wazng ceche maszyn Turinga. Problem stopu dla maszyn
dwulicznikowych jest nierozstrzygalny [11]. Aby udowodnié ten fakt, musimy na-
jpierw precyzyjnie zdefiniowa¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, w jaki sposoéb bedziemy
kodowa¢ maszyne licznikowa na tasmie maszyny Turinga, po drugie, jak interpre-

towa¢ maszyne Turinga jako maszyne rozwigzujaca problem decyzyjny.

Zatozmy, ze w alfabecie maszyny Turinga mamy symbole 0 i 1. Liczby naturalne
mozemy kodowaé jako ciag zer i jedynek. Mozemy przyjac, ze stany kodowanej
maszyny licznikowej to sa kolejne liczby naturalne od 0 do n—1, a stany akceptujace,
to m najmniejszych liczb naturalnych (oczywiscie m < n). Symbole +, — i 0
niech oznaczaja odpowiednio operacje opuszczenia, podniesienia i testu licznika na

0. Maszyne licznikowa kodujemy nastepujaco:

#n#m#k#(oa.]f)a OPo, Po, q0)(17j17 op1, P1, Q1) e (TL - lajn—la OPn—1,Pn—1, qn—l)#'

Kolejne fragmenty kodu oddzielamy specjalnym symbolem #. Najpierw kodujemy
liczbe standéw n, potem liczbe standéw akceptujacych m, nastepnie liczbe licznikow
maszyny k, a dalej kodujemy operacje maszyny wykonywane w poszczeg6lnych
stanach jako ciag krotek (i, j;, op;, pi, ¢;). Kazdemu stanowi maszyny od 0 do n — 1
odpowiada dokladnie jedna krotka, w ktoérej 2 to numer tego stanu, j; to numer
licznika, na ktorym jest wykonywana operacja, op; to symbol wykonywanej operacji,
a p; 1 ¢; to numery stanéow, do ktorych maszyna przechodzi w nastepnym kroku: do
stanu p; w przypadku operacji <—, — lub gdy test na 0 jest pozytywny, a do stanu

¢, gdy operacja op; jest testem na 0 i wynik jest negatywny.

Umiemy juz kodowa¢ maszyne licznikowa, oméwimy teraz, jak bedziemy interpre-
towa¢ maszyne Turinga jako maszyne rozwiazujaca problem decyzyjny. PrzyjeliSmy,
ze w alfabecie maszyny wystepuje symbol 1. Jedli maszyna sie zatrzymuje, to
powiemy, ze odpowiada: tak, jesli na pierwszej klatce tasmy zwraca 1, a odpowiada:

nie, jesli na pierwszej klatce znajduje sie dowolny inny symbol.

Mozemy teraz problem stopu dla maszyn dwulicznikowych sformutowaé precyzyjnie:
czy istnieje maszyna Turinga, ktora dostawszy na wejsciu kod maszyny dwuliczni-
kowej M L oraz liczbe naturalng n odpowiada: tak, jesli maszyna ML zatrzymuje

22



sie dla wejécia n, i odpowiada: nie, jesli maszyna M L nie zatrzymuje sie dla wejscia

n.

Nieistnienie takiej maszyny mozna w prosty sposob pokazaé opierajac sie na znanym

fakcie o nierozstrzygalnosci problemu stopu dla maszyn Turinga [15].

Po drodze postuzymy sie dodatkowym lematem:

LEMAT 3.3. Nie istnieje maszyna Turinga, ktora na wejsSciu dostawszy kod maszyny
trojlicznikowej dwukierunkowej ML oraz liczbe naturalng n odpowiada: tak, jesli
maszyna ML zatrzymuge sie dla wejScia n, a odpowiada: nie, jesli maszyna ML nie

zatrzymuge sie dla wejscia n.

DowOD. Zalozmy, ze taka maszyna istnieje. Jesli pokazemy, ze istnieje maszyna
Turinga, ktora kod dowolnej maszyny Turinga MT zamienia na kod maszyny licz-
nikowej M L symulujacej maszyne MT', a stowo wejsciowe na kod tego stowa, to po
potaczeniu tych dwoch maszyn dostalibySmy maszyne rozstrzygajaca problem stopu

dla maszyn Turinga.

Maszyne Turinga kodujemy podobnie jak maszyne licznikowa. Najpierw liczbe
stanéw n, potem liczbe stanéw akceptujacych m, liczbe symboli alfabetu £ i na

koricu funkcje przejéc ¢:

#nF#Hm#E#(0,0, 500, q00) - (n— 1,k — 1, Sp_1 =1, o1 k1) F-

W tym miejscu musimy przyjaé, ze symbole alfabetu bedziemy roéwniez kodowaé
przez kolejne liczby naturalne. Tym razem krotki (7, , s, j, ¢;.;) przebiegaja po wszys-
tkich kombinacjach stanéw ¢ od 0 do n — 1 i symboli 57 od 0 do £ — 1. Kazda krotka
okresla nowy symbol s; ;, ktory ma by¢ zapisany na miejsce poprzedniego, oraz stan

gi,j, do ktorego maszyna Turinga przechodzi w nastepnym kroku.

Kod maszyny trojlicznikowej symulujacej zakodowana maszyne Turinga bedziemy
budowaé zgodnie z ideg zawarta w dowodzie lematu 3.1. Poszczeg6lne stany maszyny
Turinga bedziemy zamienia¢ na duze fragmenty maszyny licznikowej, a te beda
sktadane z mniejszych fragmentéw symulujacych proste operacje sktadajace sie na
caty krok maszyny Turinga. Te podstawowe operacje to dodanie, usuniecie oraz
rozpoznanie symbolu z poczatku ciggu. Dodanie symbolu to petla standéw, w ktorej
przepisujemy wartos¢ z pierwszego licznika ¢y na drugi ¢y testujac, czy c; sie wyze-
rowal, potem znéw petla, w ktorej mnozymy warto$¢ co przez k odkladajac ja z
powrotem na ¢y, na korncu ciagg stanéw, ktory dodaje do ¢; kod dodawanego sym-
bolu. Usuniecie symbolu to na poczatku tak samo — petla przepisujaca c¢; na co,
potem w drugiej petli zmniejszamy wartosS¢ co k razy przepisujac ja z powrotem na
ci;- Rozpoznanie symbolu to zndéw przepisanie ¢; na cp, a potem w petli £ stanéw
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przywracamy poczatkowa wartos¢ ¢; pamietajac, w ktorym z nich skoniczylismy. W

ten sposob na stanach pamietamy, jaki symbol rozpoznalismy.

Zauwazmy, ze w niektorych petlach liczba stanéw jest stala, a w niektoérych jest
zalezna tylko od liczby symboli alfabetu kodowanej maszyny. Zatem majac dana
liczbe symboli wszystkie te operacje mozemy efektywnie wygenerowaé¢ w postaci
kodu stan6éw i operacji maszyny trojlicznikowej, a te mozemy potaczy¢ w kod symu-
lujacy cale kroki maszyny Turinga, ktore z kolei mozemy potaczy¢ w kod maszyny
trojlicznikowej symulujacej cala maszyne Turinga. Ostateczng liczbe stanéw musimy
policzy¢ po wygenerowaniu wszystkich fragmentéow maszyny. Stany akceptujace
maszyny trojlicznikowej zaznaczamy zgodnie z odpowiadajgcymi im stanami akcep-
tujacymi maszyny Turinga. Potem musimy przenumerowaé je tak, aby spelnialy

zatozenie, ze zbior standéw akceptujacych tworza najmniejsze liczby naturalne.

Roéwnie prosto mozemy efektywnie zamieni¢ stowo wejsciowe na jego kod. Jest to
po prostu zamiana liczby zapisanej w systemie liczhowym o podstawie k na liczbe

zapisang w systemie dwojkowym.

Poniewaz wszystkie operacje opisane powyzej mozna wykonaé¢ efektywnie, wiec ist-
nieje maszyna Turinga, ktéra potrafi zamienia¢ kod dowolnej maszyny Turinga na
kod maszyny trdjlicznikowej, a stowo wej$ciowe na kod tego stowa, wiec gdybysmy
mieli maszyne Turinga rozstrzygajaca problem stopu dla maszyn trojlicznikowych,
to potrafiliby$émy zbudowa¢ maszyne Turinga rostrzygajaca problem stopu dla ma-
szyn Turinga. 0

TWIERDZENIE 3.4. Nie istnieje maszyna Turinga, ktora na wejsciv dostawszy kod
maszyny dwulicznikowe] dwukierunkowej ML oraz liczbe naturalng n odpowiada:
tak, jesl maszyna M L zatrzymuge sie dla wejscia n, a odpowiada: nie, jesli maszyna
ML nie zatrzymuge sie dla wejscia n.

DowOD. Schemat dowodu jest analogiczny jak w dowodzie lematu 3.3. Roznica
polega na tym, ze teraz pokazujemy, jak efektywnie zamieni¢ kod maszyny trojliczni-
kowej na kod symulujacej ja maszyny dwulicznikowej. W ten sposob, jesli istniataby
maszyna Turinga rostrzygajaca problem stopu dla maszyn dwulicznikowych, to po-
trafilibySmy przy jej pomocy zbudowaé¢ maszyne Turinga rozstrzygajaca problem

stopu dla maszyn trojlicznikowych, co bytoby sprzeczne z lematem 3.3.

Przypomnijmy, ze maszyna dwulicznikowa przechowuje wartosé licznikow maszyny
trojlicznikowej ¢y, ¢o 1 c3 w nastepujacej postaci
2°13%25%,
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Zauwazmy, ze operacje podniesienia, opuszczenia i testu licznika na 0 w maszynie
trojlicznikowej maszyna dwulicznikowa symuluje odpowiednio poprzez pomnozenie
przez ustalong liczbe pierwsza, podzielenie przez nig i sprawdzenie podzielnosSci
wartosci licznika przez ta liczbe. Sa to proste petle o niezmiennej liczbie standw,
wystarczy wiec zamieni¢ kazda operacje maszyny trojlicznikowej na odpowiadajaca
jej petle maszyny dwulicznikowej i uzupelni¢ je o operacje przej$¢ pomiedzy nimi
zgodnie z przej$ciami maszyny trojlicznikowej. Podobnie jak poprzednio, na koncu
musimy zliczy¢ liczbe wszystkich stanéw oraz odpowiednio je przenumerowad, tak,
aby spetniaty zalozenia kodu maszyny licznikowej. Zamiana kodu stowa wejsciowego

polega na wyliczeniu wartosci 2°' na podstawie wartosci ¢;. O

W ten sposob przedstawiliémy najwazniejsze znane fakty na temat maszyn liczni-
kowych dwukierunkowych: wystarczalno$¢ dwoch licznikéw do symulacji maszyny
Turinga oraz nierozstrzygalnosé problemu stopu juz dla maszyn dwulicznikowych.
Pozwalaja one nam postugiwac sie maszyng dwulicznikowa dwukierunkowsa jako uni-

wersalnym modelem obliczen przy odpowiednio zakodowanych danych wejsciowych.
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ROZDZIAY, 4

PROGRAMY Z LICZNIKAMI DWUKIERUNKOWYMI

Dziedzing maszyn Turinga jest zawsze zbior stow nad skonczonym alfabetem, dziedz-
ing maszyn licznikowych — liczby naturalne. W tym rozdziale zajmiemy sie inna,
bardziej ogdlng i abstrakcyjna koncepcja obliczen wykorzystujaca mechanizm licz-
nikéw dwukierunkowych. Bedziemy bada¢ moc obliczeniowa modeli obliczen operu-
jacych na dowolnych strukturach algebraicznych. Tego typu modelem jest program
z licznikami dwukierunkowymi. Pokazemy, jak ilo$¢ licznikoéw, z ktorej program
moze korzystaé, wplywa na jego mozliwosci obliczeniowe i przedstawimy zaleznosci
pomiedzy réznymi klasami programow, ktore wprowadzaja usystematyzowana hier-
archie obrazujaca moc obliczeniowa kazdej z nich. To w tym celu przedstawilismy

definicje klas programo6w prostych F'D oraz definicji efektywnych ED.

W tym rozdziale bedziemy zakladaé, ze sygnatura ¥ = {fi,..., fs,71,..., 7} jest
ustalona.

Najpierw pokazemy twierdzenie Garlanda i Luckhama [4], ktore mowi, ze liczniki

dwukierunkowe istotnie zwiekszaja moc obliczeniowa programoéow.

TWIERDZENIE 4.1. Klasa programow z licznikami dwukierunkowymi F DO jest is-

totnie silniejsza od klasy programow prostych F D

FD < FDC™,

DowoOD. Zwiazek

FD < FDC

jest oczywisty, poniewaz kazdy program prosty jest rowniez programem z licznikami.

Musimy zbudowaé¢ program z licznikami o takiej wlasnosci, ktorej nie ma zaden

program prosty.

Najpierw pokazemy, ze klasa programoéw prostych F'D ma rozstrzygalny problem

stopu na skoriczonych strukturach.

Program prosty kodujemy na tasmie jako ciag instrukcji z etykietami, natomiast
skonczong strukture w ten sposéb, ze podajemy ilosé elementéw, a nastepnie po
kolei kodujemy wszystkie funkcje i relacje wyliczajac wszystkie mozliwe kombinacje
argumentow z wartosciami.
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Zalozmy, ze program prosty ma k instrukcji i n zmiennych, a struktura ma c elemen-
tow. Problem stopu rozwiazujemy nastepujaco. Symulujemy dziatanie programu
przez kc" + 1 krokow, jesli symulacja zakoriczyta sie, to odpowiadamy: tak, jesli nie,
to odpowiadamy: nie. Zauwazmy, ze istnieje tylko kc" roznych stanéw programu,
wiec w kc™ + 1 krokach ten sam stan musi powtorzy¢ sie dwa razy. A to wskazuje,

ze program bedzie sie petlil.

Zdefiniujemy teraz cigg struktur algebraicznych nad jednoelementows sygnatura

Y ={f}. Niech 4, = ({0,...,n — 1}, f,,) z funkcjami okreslonymi nastepujaco:
fn(i) =1 mod n,

a zbior Z niech bedzie zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, ale nie rekurencyjnym.
Nie istnieje program prosty, ktory dla dowolnych wartosci wejsciowych zatrzymuje
sie doktadnie tylko w tych strukturach A,, dla ktorych n € Z. Gdyby tak bylo, to
zbior Z bytby rekurencyjny. Niech fd — program prosty zatrzymujacy sie doktadnie
tylko w tych strukturach A,, dla ktérych n € Z. Maszyna Turinga rozpoznajaca
zbior Z dzialalaby tak. Najpierw z liczby wejéciowej n generuje kod interpretacji
A,,, nastepnie kod programu fd, a potem uruchamia maszyne rozwigzujaca problem

stopu dla programoéw prostych i odpowiada tak samo.

Pokazemy, ze istnieje program z licznikami dwukierunkowymi posiadajacy te szcze-

go6lng wlasno$é, ze zatrzymuje sie tylko w strukturach A,,, dla ktérych n € Z.

W lemacie 3.1 pokazaliémy, ze maszyny licznikowe dwukierunkowe potrafia symu-
lowa¢ maszyny Turinga. Zatem maszyny licznikowe réwnie dobrze jak maszyny
Turinga potrafia wylicza¢ kolejne elementy zbiorow rekurencyjnych. Ale programy
7z licznikami moga wykonywaé¢ doktadnie te same operacje na licznikach co maszyny

na tasmach licznikowych, wiec one réwniez potrafia generowac zbiory rekurencyjne.

Korzystajac z tego mozemy juz zdefiniowa¢ nasz program z licznikami. Najpierw na
liczniku ¢; wylicza on wielkosé¢ struktury A,, na ktorej operuje, obliczajac kolejne
wartosci f¥(i) az do momentu, gdy po raz drugi natknie sie na warto$¢ i. Nastepnie
generuje kolejne liczby ze zbioru Z i sprawdza, czy sa réwne wartosci ¢q, uzywajac

dodatkowego licznika. Jesli znajdzie taka liczbe, zatrzymuje sie. O

Wykazalismy ogolny fakt, ze programy z licznikami dwukierunkowymi potrafig liczy¢
wiecej niz programy proste. Teraz pokazemy twierdzenie Plaisteda [13], ktore
mowi, ze dodanie jednego licznika do programow prostych nie zmienia ich mocy
obliczeniowej. Twierdzenie to zostalo udowodnione dla programoéw bez instrukeji
poroOwnania wartosci zmiennych. Poniewaz programy zdefiniowane w tej pracy
dopuszczaja ta instrukcje, wiec nam wystarczy prostsza wersja tego twierdzenia.
Whpierw jednak pokazemy jeden lemat.
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LEMAT 4.2. Niech sygnatura ¥ = {f,r} zawiera symbol funkcyjny jednoargumen-
towy f 1 symbol relacyjny jednoargumentowy r. Zdefiniujmy program z jednym

licznikiem dwukierunkowym fdc € FDCT! nastepujgco:

0: START(z); GOTO1
l:ci=c+1,GOTO?2

2: [Fr(z)THEN 5 ELSE 3
3:ci=c+1;,GOTOA4

4: x:= f(z); GOTO?2
5:¢c:=c—1;GOTO6G6

6: [Fc=0THENS8FELSET7
7:x:=f(x); GOTO?2

8: STOP(x).

Istnieje program prosty fd € F'D obliczajocy tg samq funkcje co fdc w kazdym
modelu A.

DowOD. Program fdc dziata nastepujaco: zatrzymuje sie dla wejscia a z wartos-
cia f™(a) w momencie, w ktorym liczba elementow w ciagu a, f(a),..., f™(a) spel-
niajacych relacje r jest wieksza niz liczba elementéw niespetniejacych jej. Wartosé
m jest najmniejsza z mozliwych speliajacych warunek zatrzymania. Zauwazmy, ze

warto$¢ koncowa licznika ¢ jest nie wieksza niz m + 1.

Licznik w programie prostym fd bedziemy symulowaé przez wartosci ciagu a, f(a),
f?(a),... na dodatkowej zmiennej y. Test na 0 to sprawdzenie, czy y zawiera a.

Zwickszenie licznika realizujemy przez wykonanie instrukcji

y = f(y),

natomiast opuszczenie robimy tak: najpierw sprawdzamy, czy y # a i wtedy oblicza-
my f~'(y) w ten sposob, ze na dodatkowych zmiennych liczymy kolejne pary f(a)
i f*1(a) do momentu, kiedy y = fi*1(a). Wtedy f%(a) przepisujemy na zmienna
y. Moga wystapi¢ dwie sytuacje. Pierwsza, to kiedy wszystkie elementy ciggu
a, f(a), f?(a),... sa rozne, druga, kiedy w ciagu pojawia sie petla, tzn. istnieja k,

[ takie, ze

[ (a) = *(a).

Jednak w przypadku, w ktorym zmienna symulujaca licznik y osiaga taka powtarza-
jaca sie warto$é¢, pokazemy, ze symulowany program fdc musi sie petli¢. Przyjmi-
jmy, ze k i [ sa najmniejszymi mozliwymi liczbami okreslonymi jak wyzej, tzn. ciag
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a, f(a),..., f¥a),..., f¥""1(a) jest maksymalnym ciagiem réznych elementow i
przyjrzyjmy sie momentowi, w ktorym licznik y po raz pierwszy osiaga wartosé
f¥*(a). Do tego momentu symulacja licznika byla poprawna. Zalézmy, ze w
tym momencie z = f™(a). Wiemy, ze k +1 < m + 1. To znaczy, ze kolejna
warto$¢ x = f™!(a) juz raz wystapila w obliczeniu, przy czym warto$¢ licznika
przy poprzednim wystapieniu byta mniejsza. Stad dalej program bedzie dziatal

cyklicznie na petli f™*1"!(a),..., f™(a) stopniowo zwickszajac wartos¢ licznika.

Wystarczy wiec rozpozna¢ moment, kiedy zmienna symulujaca licznik pierwszy
raz wchodzi w petle. W tym celu trzymamy dotychczasowa maksymalna wartosé
licznika f™"(a) na dodatkowej zmiennej i za kazdym razem, kiedy ja przekraczamy,
sprawdzamy, czy nowa warto$¢ licznika f™¥*!(a) nie wystapita juz wezeéniej w

ciagu a, f(a),---, f™(a). Jesli wystapila, to symulujemy zapetlenie fd. O
Korzystajac z lematu 4.2 udowodnimy twierdzenie Plaisteda.

TWIERDZENIE 4.3. Dla kazdego programu z co najwyzej jednym licznikiem dwukie-
runkowym fdc € FDCI istnieje program prosty fd € FD obliczajocy tqg samg
funkcje w kazdym modelu A.

DowoOD. Idea dowodu jest nastepujaca. Zdefiniujemy strukture Ay stanéw
programu fdc oraz pewne operacje w niej, ktére tatwo symulowaé¢ przy pomocy
elementow programu prostego, a nastepnie zbudujemy program prosty dzialajacy

na strukturze Ajq., ktory symuluje dzialanie programu fdc.

Mozemy zatozy¢, ze program fdc nigdy nie opuszcza licznika o wartoséci 0. Wystarczy

wstawic¢ test na 0 przed kazdym opuszczeniem licznika.
Strukture Afge = (Ayge, f, g, ) okreslamy nastepujaco.

Drziedzina A4, zawiera wszystkie pary (i,v), gdzie i — numer instrukcji licznikowej

c:=c+1lubc:=c—1, av — wartoSciowanie zmiennych w programie fdc.

Operacje f definiujemy tak: f(i,v) = (j,w), jesli j jest nastepna instrukcja opusz-
czenia lub podniesienia licznika, do ktérej program fdc dochodzi po uruchomieniu
od instrukcji ¢ ze stanem zmiennych v, przy zalozeniu, ze wartosé¢ licznika jest rézna
od 0. Wartoéciowanie w to stan zmiennych programu w momencie osiagniecia in-
strukecji j. W przypadku, gdy tak uruchomiony program nie osiagga zadnej instrukeji

licznikowej, wartosé funkcji jest nieokreslona.

Operacje g definiujemy tak samo jak f z ta roznica, ze teraz zaktadamy, ze wartosé

licznika jest rowna 0.
Test r ma wartos¢ true na (i,v), jesli instrukcja i jest opuszczeniem licznika, zas
false, jesli i jest podniesieniem licznika.
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Niech dec € FF'D — program prosty symulujacy program z licznikiem jak w lemacie
4.2 7 operacjami f i r jak wyzej. Jesli uruchomimy go na dowolnym stanie obliczen
(i0,v0) € Apqe programu fde, to przyjmujac, ze uruchamiamy go w momencie, w
ktorym stan licznika ¢ ma warto$¢ 1, symuluje on przechodzenie fdec do kolejnych

instrukcji licznikowych

(if)avf))a (ilavl)a"' ) (inavn)

do momentu, w ktérym licznik ¢ zostanie wiecej razy opuszczony niz podniesiony,
a wiec, kiedy pierwszy raz osiagnie warto$¢ 0. Jesli w trakcie dzialania zostanie
wywotane obliczenie nieokreslonej wartosci f, to znaczy, ze program fdc konczy

dziatanie lub petli sie nigdy nie osiaggajac nastepnej instrukcji licznikowe;j.

Zatem dec symuluje faze obliczenn programu fdc od wartosci licznika 1 do wartosci

0. Teraz mozemy ztozy¢ to w jeden program fdq. € F'D symulujacy dziatanie fde:

0: START (z); GOTO1
1: dec; GOTO?2
2: 2:=g(x); GOTO1.

Wartoécia poczatkowa jest stan obliczert programu fdc z momentu osiagniecia pier-
wszej instrukcji podniesienia licznika. Dalej w petli wykonuje na przemian faze
przejscia od wartosci licznika 1 do wartoscei 0 i odwrotnie. Istotne jest tu zalozenie,
ze program fdc nie opuszcza zerowego licznika. Dzieki temu mamy pewno$c¢, ze op-
eracja r := g(x) symuluje zawsze przejscie do instrukeji podniesienia, gdyz symuluje
zawsze faze od wartodci licznika rownej 0. Wywolanie obliczenia niezdefiniowanej
wartosci funkcji f w podprogramie dec lub niezdefiniowanej wartosci g wskazuje na
to, ze w danej fazie program fdc koniczy dziatanie lub petli sie nie osiagajac nigdy

nastepnej instrukcji licznikowe;j.

Mamy wiec program prosty fdsq nad struktura Asg stanéw obliczenn fdc symu-
lujacy jego dziatanie. Wystarczy teraz zamieni¢ instrukcje startowa oraz instrukeje
zawierajace wotanie operacji z tej struktury na odpowiednie fragmenty programu fdc
i otrzymamy program prosty obliczajacy taka sama funkcje jak fdc. Stany obliczen
(i,v) € A4 pamietamy nastepujaco: numery instrukcji licznikowych pamietamy
w strukturze programu fd — oddzielne fragmenty dla kazdej instrukcji, natomiast

warto$ciowanie v bedziemy trzymali na zmiennych.

Instrukcje startowa zastepujemy fragmentem fdc od instrukcji startowej do in-
strukcji podniesien licznika usuwajac wszystkie opuszczenia oraz testy na 0, ktore
zastepujemy przez polaczenia pozytywne.
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Funkcje f zastepujemy dla kazdej instrukcji licznikowej przez fragment fdc prowa-
dzacy od tej instrukcji do innych instrukcji licznikowych. Testy na 0 zastepujemy

przez polaczenia negatywne.
Funkcje ¢ tak samo, tylko testy na 0 zastepujemy przez polaczenia pozytywne.

Test r zastepujemy przez poltaczenie negatywne lub pozytywne zaleznie od tego, czy
odnosimy sie do instrukcji podniesienia czy opuszczenia licznika. To mozemy okreslié¢

w momencie definiowania programu, gdyz ta informacja zawarta jest w strukturze
fd.
W ten sposob otrzymalismy program prosty fd, ktory oblicza ta sama funkcje co

program z jednym licznikiem fdc w kazdym modelu A. O

WNIOSEK 4.4. Klasy programow prostych FD i programow z jednym licznikiem

dwukierunkowym FDCT sq réwnowazne

FD = FDCI.

Udowodniliémy, ze jeden licznik dodany do klasy programoéw prostych nie zwieksza
jej mocy obliczeniowej. Dopelnieniem tego faktu jest twierdzenie Marvina Min-
sky’ego [11], ktore mowi, ze dwa liczniki juz wystarcza, by zastapi¢ ich dowolna

ilos¢.

TWIERDZENIE 4.5. Klasa programéw z dwoma licznikami dwukierunkowymi F DCH

jest rownowazna klasie programow z dowolna iloscig licznikow dwukierunkowych
FDCM

FDC} = FDCO',

DowOD. Pomyst dowodu jest identyczny jak w dowodzie twierdzenia 3.2, w

ktorym maszyna dwulicznikowa symulowaliémy maszyne trojlicznikowa.

Niech fdec € FDC' bedzie programem z n licznikami. Bedziemy go symulowaé
za pomoca programu fdec, € FDCI" 7z dwoma licznikami d; i dy, w ten sposob, ze
na liczniku d; bedziemy przechowywaé¢ warto$ci wszystkich licznikow cq, ¢, ... , ¢y

programu fdc:
dy =293%...prm.

Tak, jak w dowodzie twierdzenia 3.2, test na 0 licznika ¢; robimy w cyklu p; in-
strukcji sprawdzajac, czy przepisywanie zakoniczylo sie na ostatniej. Podniesienie ¢;
to pomnozenie d; przez p;, a opuszczenie licznika ¢; to zrobienie testu na 0, i jesli
negatywny, to dzielimy d; przez p;,. We wszystkich tych operacjach uzywamy d, jako
licznika pomocniczego.
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Do kompletnosci symulacji potrzeba jeszcze podnie$é raz d; na poczatku programu

fdcs, aby nada¢ mu poczatkowa wartosé 1. O

Wskazali$my zaleznosci programéw z licznikami dwukierunkowymi FDCH w sto-
sunku do stabszej klasy programéw prostych F'D. Teraz w oparciu o prace Fried-
mana [3] i Kfoury’ego 7| pokazemy, jaka zalezno$¢ zachodzi pomiedzy klasa pro-
graméw FDC'! a klasg efektywnych definicji ED.

TWIERDZENIE 4.6. Klasa definicji efektywnych ED jest istotnie silniejsza od klasy

programow z licznikami dwukierunkowymsi F DC!!

FDC'"" < ED.

DowOD. W pierwszej cze$ci pokazemy, ze dla kazdego programu z licznikami
fdc € FDCM istnieje efektywna defnicja ed € ED definiujaca ta sama funkcje.

Budujemy ja w nastepujacy sposob. Najpierw rozwijamy graf programu fdc w
nieskonczony program drzewiasty fdc' zaczynajac od instrukeji startowej w wierz-
chotku drzewa. Kazdej instrukcji w drzewie odpowiada jedna instrukcja w grafie
programu i ma ona zero, jeden lub dwa nastepniki zaleznie od tego, czy jest to in-
strukcja zakonczenia, przypisania, czy wyboru. Do kazdej instrukcji na poziomie
1 tworzymy nowe instrukcje na poziomie ¢ + 1 o identycznej tresci jak nastepniki
odpowiadajace jej w grafie programu fdc, tylko z nowymi identyfikatorami. Tak

zbudowane drzewo dziala identycznie jak odpowiadajacy mu program.

Z drzewa fdc mozemy teraz usungé wszystkie instrukcje licznikowe w nastepujacy
sposob. Wiedzac, ze wartosci licznikow na poczatku sa rowne 0, mozemy w kazdej
instrukcji drzewa okresli¢ doktadnie ich warto$é¢, zatem znamy wyniki wszystkich
testow na 0. Odcinamy galezie, ktore nie zostang wybrane i pozostawiamy reszte.
W ten sposob dzialanie juz nie zalezy od licznikéw. Usuwamy instrukcje licznikowe

otrzymujac nowe drzewo fdc”.

Przyjmijmy, ze zmiennymi wej$ciowymi programu byly zmienne x|, zo, ..., x,. Za-
tozmy przez chwile, ze program zostal uruchomiony w strukturze terméw 7% nad
zbiorem zmiennych wejsciowych zy, x5,..., T, z tymi zmiennymi na wejsciu. Idac
w dot struktury drzewa mozemy dla kazdej instrukcji okreslié¢, jakie termy sa ak-
tulanie przypisane na zmienne. W ten sposob w kazdej instrukcji wyboru mozemy
zaleznosé od biezacych wartosci zmiennych zastapié¢ zaleznoscig od termow i w ten
sposob uzyskamy warunki w formie formut otwartych pierwszego rzedu FV nad
zbiorem zmiennych xy, xs,..., x,. Podobnie w instrukcjach zakonczenia zmienna
wyjsciowa mozemy zastapi¢ termem bedacym jej biezaca wartoscig.
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Teraz mozemy juz zdefiniowaé definicje efektywna. Bedzie to zbior par (¢,t), przy
czym kazdej skoriczonej §ciezce drzewa odpowiada dokladnie jedna para (¢, t) w ten
sposoOb, ze formuta ¢ jest koniunkcja wszystkich warunkow testowych wystepujacych
na $ciezce, wtaczonych bez lub z negacja zaleznie od tego, czy Sciezka wychodzi przez
wynik pozytywny czy przez negatywny z instrukcji testowej. Term t jest wartoscia

zmiennej wyjsciowej z instrukcji STOP na koricu $ciezki.

Pozostalo jeszcze do wyjasnienia, w jaki sposob efektywnie generujemy pary (o, t).
Zalozmy, ze na tasmie mamy kod programu fdc w postaci ciggu jego instrukcji.
Mozemy generowac¢ kolejne stany obliczenn programu przeszukujac drzewo wszerz.
W kazdym stanie pamietamy stan obliczen (i, v, ¢), w ktorym i to numer aktualnej
instrukcji, v to termy bedace aktualnymi wartosciami zmiennych, a ¢ to formuta
opisujaca koniunkcje warunkoéw testowych, ktore obliczenie musiato spehié, aby do-
jé¢ do aktualnego stanu. W kazdym kroku bierzemy kolejny stan obliczeri, generu-
jemy nowe stany zgodnie ze strukturg programu i wstawiamy je na koniec kolejki.
Jesli ¢ jest instrukcja wyboru, to powstaja dwa nowe stany obliczeni, w pierwszym
dodajemy warunek testowy do formuly ¢, a w drugim jego negacje. Jesli ¢ jest
przypisaniem, to zmienia si¢ warto$¢ jednej ze zmiennych w wartosciowaniu v. Jesli
za$ natrafiamy na instrukcje konicowa, to wypisujemy pare (¢, t), gdzie ¢ to formuta
z aktualnego stanu, a t to term bedacy biezaca wartoscia zmiennej wyjsciowej. W

tym przypadku nie generujemy nowego stanu obliczeri.

Udowodnilismy, ze
FDC' < ED.

Pokazemy teraz, ze istnieje definicje efektywna ed € E'D nier6wnowazna zadnemu

programowi z licznikami dwukierunkowymi .

Niech sygnatura ¥ = (¢, [, r, g, p) zawiera jedna stala ¢, dwie funkcje jednoargumen-
towe [ i r, jedng funkcje dwuargumentows ¢ oraz relacje jednoargumentows p, A,
— ciag algebr term6w nad sygnatura >, w ktorych dla ustalonego n relacja p jest
spelniona dla wszystkich termow algebry A, z wyjatkiem c, I(c), [*(c), ..., "7 '(c).
Definicje efektywna ed definiujemy w ten sposob, ze w algebrze A, pierwsza spel-
nialng formuly bedzie n-ta formuta definicji ed, natomiast term ¢, bedzie drzewem
binarnym wysokosci n zbudowanym z symbolu funkcyjnego ¢, w kazdym lisciu za-
wierajacym unikalny podterm o dtugosci n zbudowany z unarnych symboli [ i r
tak, ze wyznacza on Sciezke z korzenia do danego liscia, przy interpetacji, ze [ to
skret w lewo, a r — w prawo. Pierwsze trzy formuly definicji efektywnej wygladaja
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nastepujaco:

(do,t0) = (p(c),c)
(P1,t1) = (p(l(e)),g(U(e),r(c)))
(P2, t2) = (p(L(I(c))),9 (g (Uc)),(r(c))),g(r(le)),r(r(c)))))

i dalej budujemy je analogicznie. Tak zdefiniowane formuly sa efektywnie gen-

)
(

erowalne. Pokazemy, ze nie istnieje program z licznikami, ktory w kazdej algebrze

A, dawalby w wyniku term ¢,.

Zauwazmy, ze kazdy podterm termu ¢, zawierajacy przynajmniej jedng petna $ciezke
unarng ztozong z symboli [ i r jest unikalny wsrod wszystkich podtermoéw t,. Przez
indukcje pokazemy, ze obliczenie kazdego termu ¢,, wymaga n+1 zmiennych. Doktad-
niej, ze w obliczeniu istnieje moment, w ktorym program musi na swoich zmien-
nych przechowywaé¢ n + 1 r6znych podtermoéw ¢,. Przyjmijmy dodatkowo, ze zadne
obliczenie nie wykonuje zbednych krokow.

Dla n = 0 teza zachodzi.

Zatozmy, ze obliczenie ¢, wymaga n + 1 zmiennych. Rozwazmy dowolne obliczenie
tp+1. Niech !

n? 77,

oznaczaja odpowiednio lewe i prawe poddrzewo ¢, :

tn+1 = g(tgw t;)

Aby policzyé t,,1, musimy policzy¢ oba poddrzewa t! Zauwazmy, ze od termu

n’ ’I‘L
t, roznig sie tylko tym, ze t. ma na poczatku kazdego liscia jeden dodatkowy sym-
bol [, a ] ma r, wiec ich obliczenie réwniez wymaga n + 1 zmiennych. Niech ¢,
— pierwszy unikalny term obliczony w procesie liczenia ¢,,,. Zal6zmy, ze to jest
podterm poddrzewa t!. Zauwazmy, 7e juz do korica obliczania ¢, program musi
przechowywaé jeden z termoéw drzewa t! znajdujacych sie na $ciezce pomiedzy ¢,
i korzeniem poddrzewa t.. Ponadto kazdy z tych terméw jest unikalny, wiec nie
moze by¢ wykorzystany w obliczeniu poddrzewa t]. 7Z drugiej strony, w wyliczaniu
termu ¢ musi istnie¢ moment, w ktérym program przechowuje n + 1 podterméow
tr. To oznacza, ze w tym momencie program musi przechowywac¢ n + 2 termy. To
samo dowodzimy symetrycznie w przypadku, gdy pierwszym unikalnym podtermem,

ktory jest wyliczany, jest podterm ¢,. W ten sposob pokazaliSmy krok indukcyjny.

Udowodniliémy, ze program, ktory wylicza term ¢, w algebrze termoéw, musi mie¢

n + 1 zmiennych.

Zalozmy, ze istnieje program z licznikami dwukierunkowymi fdc € FDC!!| ktory
definiuje identyczng funkcje. Niech program fdc ma n zmiennych. Wynikiem ed
w algebrze A, jest term t,. Aby go policzy¢, fdec musiatby mie¢ n 4+ 1 zmiennych.
Sprzeczno$é. ]

34



Mozemy teraz zebraé wszystkie twierdzenia z tego rozdziatu w jeden ogo6lny wniosek.

WNIOSEK 4.7. Istnieje nastepujqgcy taricuch zaleznosci pomiedzy klasami programow:

FD=FDC|" < FDC,’ = FDC" < ED.

Wiemy, ze klasa definicji efektywnych ED, ktora jest uwazana za klase definiujaca
wszystkie obliczalne funkcje w dowolnych strukturach, jest istotnie silniejsza od klasy
programéw z licznikami dwukierunkowymi FDC'!. Pokazemy teraz jeszcze jedng
wazng wlasnosé klasy FDC'! sformulowana przez Kfoury’ego 7], a udowodniona
przez Friedmana [3], ktora opisuje te struktury, na ktorych programy z licznikami

dwukierunkowymi sg uniwersalne.

TWIERDZENIE 4.8. Dla kazdej definicji efektywnej ed € FED istnieje program 2z
licznikami dwukierunkowymi fde € FDC', ktéry oblicza identyczng funkcje jak
ed we wszystkich strukturach algebraicznych A spetniajgcych nastepujocy warunek:
dla kazdego catkowitego k > 1 istnieje catkowite n > k takie, zZe dla kazdych
a, ..., a, € Aidla kazdego termu b nad zbiorem zmiennch x1, ... , xj istnieje pro-
gram prosty fd € FD k-argumentowy z n zmiennymi, ktory oblicza warto$é termu

v(b) dla wartosci wejsciowych ay, . .. , a 1 warto$ciowania v takiego, ze v(x;) = a;.

DowOD. Dowdd tego twierdzenia jest dtugi i przedstawimy tylko jego szkic.

Chcemy symulowaé definicje efektywna ed przy pomocy programu z licznikami
dwukierunkowymi. Skonstruujemy program fdec € FDC'!, ktory bedzie mial ta
wtasnosé, ze bedzie obliczal identyczna funkcje jak ed na wszystkich strukturach

spelniajacych warunek twierdzenia, natomiast na pozostalych moze sie zapetlic¢.

Pierwsza rzecz, ktora zrobimy, to przyjmiemy, ze zamiast licznikéw bedziemy postu-
giwaé sie taséma maszyny Turinga. Mozemy tak zatozy¢, bo z lematu 3.1 z trzeciego

rozdziatu wiemy, ze liczniki potrafia symulowa¢ maszyne Turinga.

Dowolny term ¢ mozemy bezpos$rednio zapisa¢ na tasmie. Zaldézmy przez moment,
7e istnieje program z licznikami fdc’, ktéry majac zakodowany term ¢ nad zbiorem
zmiennych xq,..., x;, potrafi obliczyé¢ jego warto$¢ dla argumentéw aq, ..., ag.
Wtedy definicje efektywna symulujemy tak. Generujemy kolejno pary (¢;,t;) i w
kazdym kroku liczymy najpierw wartos¢ ¢; w ten sposob, ze wyliczamy indukcyjnie
wartosci kolejnych podformut. Jesli musimy policzyé wartosé relacji r(ty, ... ,t,), to
obliczamy kolejno wartosci termow t, ... , t,, zapamietujac wyniki na kolejnych m
zmiennych i na koncu liczymy wartoéc relacji r zapamietujac wynik. Jesli otrzymamy
pozytywna wartosé¢ formuly ¢;, to wyliczamy wartos¢ termu ¢; i zwracamy wynik,
w przeciwnym przypadku przechodzimy do nastepnej pary (¢;i1,t;11). Wartosci
termow liczymy przy pomocy podprogramu fdc'. Zauwazmy, ze potrzebujemy tylko
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tyle dodatkowych zmiennych, ile wynosi maksymalna arnosé¢ relacji struktury, a wiec

ustalong liczbe.
To, co musimy pokazaé, to jak liczy¢ warto$¢ zakodowanego termu 2.

Najpierw powiemy, jak policzy¢ warto$é¢ termu ¢ o zlozonoéci rejestrowej n, tzn.
takiego, ktorego wartos¢ mozna policzy¢ programem prostym o n zmiennych w al-
gebrze termow. Bedziemy wyliczaé¢ term ¢ indukeyjnie z warto$ci kolejnych podter-
moéw. Najpierw indukcyjnie w glab drzewa ¢ wyliczamy, ile zmiennych zajmuje
wyliczenie poszczegolnych podterméw, a nastepnie wyliczamy je w kolejnosci od
tych, ktore wymagaja najwiecej zmiennych do tych, ktére wymagaja najmniej. O
kolejnosci wyliczania podtermow decydujemy tak w kazdym poddrzewie f. Taki
sposob wyliczania termu zajmuje minimalng liczbe zmiennych, wiec w szczegolnosci
nie wiecej niz n.

Teraz pokazemy, jak obliczy¢ warto$¢ dowolnego termu ¢. Niech n jak w tredci
twierdzenia bedzie taka liczba, ze dla kazdej warto$ci b € A obliczalnej z argu-
mentow aq, ..., ar € A w strukturze A istnieje program prosty fd o n zmiennych
obliczajacy warto$¢ b. To znaczy, ze istnieje term ¢ o zlozonoSci rejestrowej mn,
ktorego warto$¢ dla tych argumentow w strukturze A jest rowna b. Szukamy go
nastepujaco. Najpierw ze struktury ¢ generujemy cigg wszystkich jego podtermow
t1,..., t, w ten sposob, ze dla t; = f(t;,...,t;, ) termy t;,..., t; wystepuja
juz wezesniej w tym ciggu. Ostatni element ¢, jest rowny t. Teraz szukamy takiego
ciggu termoéw 14, ... , t, o ztozonosci rejestrowej n, ze warto$é¢ kazdego 7 jest rowna
wartodci t. W ten sposob otrzymamy term 7, o zlozonosci rejestrowej n, ktorego
wartoé¢ w strukturze A bedzie rowna wartosci t. Poniewaz kazda wartogé ¢t jest
obliczalna przez program prosty o n zmiennych, wiec taki ciag istnieje. Szukamy
go w nastepujacy sposob. Generujemy po kolei wszystkie mozliwe ciggi termow
ti, ..., t, o zlozonosci rejestrowej n — to jest zbior rekurencyjny, wiec mozemy tak
zrobi¢ — i sprawdzamy po kolei, czy kazda wartosé t_iA jest rowna t. Jegli chcemy
sprawdzié¢ term t; = f(t;,, ... ,1;, ), to wiemy juz, ze warto$ci podtermow t;‘}, el t;‘:ﬂ
sa rOwne odpowiednio ﬂA, ce EA, wiec wyliczamy te wartosci, a takze wartoscé

7. i sprawdzamy, czy

—A —A —A
AT, 8 1

Jesli tak, to sprawdzamy zgodno$¢ nastepnej pary termoéw t;,q, tir1, jeSli nie, to

generujemy nastepny ciag ti, ..., t,. O

Poniewaz klasa programéw z dwoma licznikami dwukierunkowymi FDCH potrafi
symulowa¢ klase programéw z dowolng iloécig licznikéw dwukierunkowych FDC,
wiec identyczny wniosek mozemy sformutowaé dla programéw z dwoma licznikami.
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WNIOSEK 4.9. Dla kazdej definicyi efektywnej ed € ED istnieje program z dwoma
licznikami dwukierunkowymi fdec € FDCIL, ktory oblicza identyczng funkcje jak ed
we wszystkich strukturach algebraicznych A spetniajgcych nastepujocy warunek:

dla kazdego catkowitego k > 1 istnieje catkowite n > k takie, zZe dla kazdych
ay, ..., a € Aidla kazdego termu b nad zbiorem zmiennch x1, ... , xy istnieje pro-
gram prosty fd € FD k-argumentowy z n zmiennymi, ktory oblicza warto$é termu

v(b) dla wartodci wejsciowych ay, . .. , ag i warto$ciowania v takiego, ze v(x;) = a;.

W ten sposob zebraliSmy najwazniejsze znane fakty o licznikach dwukierunkowych.
Zauwazmy, ze dziedziny maszyn Turinga mozemy traktowaé jak szczegOlne struk-
tury oparte na zbiorach stow nad skonczonym alfabetem z prostymi operacjami
dodania, usuniecia i rozpoznania symbolu na poczatku stowa. Podobnie dziedziny
maszyn licznikowych dwukierunkowych to liczby naturalne z dzialaniami nastepnika,
poprzednika i testu na 0. W tym kontekscie definicje efektywne mozemy traktowac
jako uogoélnienie maszyn Turinga na wszystkie struktury i analogicznie programy z
licznikami jako uogolnienie maszyn licznikowych. I o ile w tych szczegblnych przy-
padkach maszyny Turinga i maszyny licznikowe maja takie same mozliwosci, to w
ogb6lnym przypadku mechanizm definicji efektywnych jest silniejszy od mechanizmu
licznikow. Uogdlnieniem tego faktu jest ostatnie twierdzenie 4.8 opisujace struktury,

na ktorych mozliwo$ci obu modeli obliczenn pozostaja takie same.
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ROZDZIAL 5

TWIERDZENIE O LICZNIKACH
JEDNOKIERUNKOWYCH

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ innym modelem licznikéw — licznikami jednokierunk-
owymi. Podstawowymi operacjami licznikoéw dwukierunkowych byty podniesienie,
opuszczenie i test na 0. W licznikach jednokierunkowych mamy do dyspozycji wyze-
rowanie licznika, podniesienie i poréwnanie wartosci dwoch licznikow. Zauwazmy, ze
sa to operacje z prostej struktury liczb naturalnych ze staly 0, operacja nastepnika

i roOwnoscig.

Pokazemy nowe twierdzenie, ktére mowi, ze dwa liczniki jednokierunkowe potrafia
symulowa¢ dowolna liczbe licznikow dwukierunkowych. Nastepny rozdzial przed-
stawi, w jaki sposob na bazie tego twierdzenia wszystkie znane fakty o licznikach

dwukierunkowych mozna odnie$é¢ do licznikéw jednokierunkowych.

TWIERDZENIE 5.1. Dwa liczniki jednokierunkowe potrafig symulowaé dowolny pro-
gram pc zbudowany z operacji na dowolnej liczbie licznikow dwukierunkowych w ten
sposob, ze jesl pc zn licznikami dwukierunkowymsi startuje z wartoScig poczgtkowq k
na pierwszym liczniku 1 daje w wyniku warto$é | na pierwszym liczniku, to program
z dwoma licznikami jednokierunkowymi majgc na pierwszym liczniku wartosé 2%
koniczy dziatanie z wynikiem 2lp§ll1+1p§lf+2 .- -pgg na pierwszym liczniku, gdzie pq, ...,
Dny Pntis--- > Dan to kolejne liczby pierwsze, a dy, do, ..., d, s¢ pewnymi liczbami

naturalnymi.

DowoOD. Przyjmijmy, ze program pc operuje na n licznikach dwukierunkowych

c1, Co,. .., Cp. Bedziemy go symulowé¢ przy pomocy dwoch licznikow jednokierunk-
owych c1, ¢2 w ten sposob, ze licznik ¢l bedzie przechowywaé wartosci ¢, ¢, ..., ¢y
w wyktadnikach kolejnych liczb pierwszych 2, 3,..., p, w nastepujacy sposob

wodi o d dn

C]_ — 201302 . .pTC‘L pTL1+1pTL2+2 . .pZn_
W powyzszym wzorze pojawia sie n dodatkowych czynnikéw, ktore bedziemy wyko-
rzystywaé przy symulacji opuszczania licznikow ¢;. Poniewaz nie mamy operacji
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opuszczenia na liczniku jednokierunkowym, wiec bedziemy ja symulowadé przez prze-
niesienie jedynki z wyktadnika ¢; do wyktadnika d;. Zauwazmy, ze dzieki temu op-
eracje opuszczenia bedziemy mogli symulowaé poprzez zwiekszanie cl. Licznik ¢2

bedziemy wykorzystywac¢ jako pomocniczy do obliczen na cl.

Operacje testu na 0
id: IFc; =0THEN id ELSE id"

symulujemy przez sprawdzenie, czy cl jest podzielne przez p;. Robimy to w ten
sposob, ze w petli p; instrukeji podnosimy ¢2 az do momentu, kiedy osiagnie wartosé
cl. Jedli ja osiagnie na ostatniej instrukeji petli, to ¢; jest rozne od 0, jesli w $rodku,
to jest rowne 0. Caly podprogram ZEROTEST (c;,id,id',id") symulujacy test na
0 wyglada zatem tak:

id:  2:=0; GOTOd,

( idy 2:=c2+4+1, GOTOidy

idy : IFc2=clTHEN id ELSE id;
2p; — 2 Do
idop,—3 : c2:=c2+1; GOTO idgp, 2
idop,—o IFc2=clTHEN id ELSE idy,, 4
idop,—1 c2:=c2+1; GOTO idy,

idyp, : IFc2=cl1THEN id" ELSEid;.

\

Podniesienie licznika
id: ¢;:=c;+1; GOTO id

symulujemy przez pomnozenie cl przez p;. Robimy to tak, ze w kolejnych krokach
zwiekszamy cl o p; — 1, a €2 o p; i konczymy w momencie, gdy wartosci cl i ¢2 sie
wyrownaja. Caly podprogram INCREMENT (¢;,id,id') symulujacy podniesienie
licznika wyglada tak:
id: 2:=0; GOTOid;
idi: IF2=clTHENid ELSE id,
idy cl:=cl+1; GOTO id;

idp, :  cl:=cl+1; GOTOid, +1
idp, 41 2:=c2+1; GOTO idp, 12
Pi N
idoy, : c2:=c2+1; GOTO ud;.
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Niech r oznacza ilo$¢ wykonanych krokéw. Z warunku zakonczenia
cl+(p—1)-r=p;-r

dostajemy, ze podprogram wykonuje liczbe krokéw r réwnag wartoéci poczatkowe;j
cl. Poniewaz w kazdym kroku cl zwieksza swoja wartosé o p; — 1, zatem jego nowa

wartosc¢ jest p; razy wieksza:

cl:=cl+(pi—1)-cl =p;-cl.
Jesli wartoscig poczatkowsa cl byto

el =27 pft o plrpily - D,
to po wykonaniu symulacji otrzymamy

_ 9c1 c;+1 Cn A1 dn
01—2 .pl ...pnpn+1...p2n_

Opuszczenie licznika
id: ¢i:=c;—1; GOTOid

symulujemy przez jednoczesne podzielenie ¢l przez p; i pomnozenie przez p,;. Na-
jpierw jednak sprawdzamy, czy wartosc c¢; nie jest przypadkiem roéwna 0, wyko-
rzystujac podprogram ZFEROTEST. Jedli tak, to nic juz nie robimy, jesli nie, to
postepujemy nastepujaco. W kolejnych krokach zwiekszamy cl o p,; — pi, a c2 o
Pni 1 koniczymy w momencie, gdy wartosci cl i ¢2 sie wyrdéwnaja. Caly podprogram
DECREMENT(c;,id,id") symulujacy opuszczenie licznika wyglada tak:

id:  ZEROTEST (¢;,id,id ,idy)

idy c2:=0; GOTOidy

ide: IFc2=clTHEN id ELSE id;

idy:  cl:=cl+1;, GOTOd,
Pnti — Di S
idy, i—pi+2: cl:=cl+1;GOTOdy, , _p+3
iy, i—pir3:  €2:=c2+1;GOTOdy,, _p,4a
P : :

idop, i—piy2: €2 =c2+1; GOTOd,.

Niech r oznacza ilo$¢ wykonanych krokéw. 7 warunku zakonczenia

cl + (pn+z' _pi) T =Pntit T

dostajemy, ze podprogram wykonuje liczbe krokow r, ktora jest doktadnie p; razy
mniejsza od wartosci poczatkowej cl. Poniewaz w kazdym kroku cl zwieksza swoja
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wartos¢ o p,i; — pi, zatem jego nowa wartos$¢ jest ’% razy wieksza:
(2

cl Pn+i
cl:=cl+ (ppyi—pi) - — = .
DPi DPi

cl.

Jesli wartoscia poczatkowa cl byto
i n d d; dn
61:201.-.p;:.-.p;pnl_'_l-.-pn+i.-.p2nj
to po wykonaniu symulacji otrzymamy
d;+1 .

__ ocC1 c;i—1 Ccn d1 d
61—2 ...pi ...pnnpn+1...pn+i ..pQ;;_

Symulujac w wyzej opisany sposob dziatanie licznikow dwukierunkowych z wartoscia

poczatkowa 2¥ na pierwszym liczniku cl otrzymamy w wyniku dokladnie to, co mowi

twierdzenie:
21p25r1pi24-2 " -pgz,
gdzie [ jest wartosciag wynikowa dziatania licznikéw dwukierunkowych. O
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ROZDZIAL 6

WNIOSKI DLA LICZNIKOW JEDNOKIERUNKOWYCH

Opierajac sie na twierdzeniu 5.1 z poprzedniego rozdziatu przedstawimy wyplywa-
jace z niego wnioski dla maszyn licznikowych oraz programéw z licznikami i uzu-
pelnimy powszechnie znana hierarchie klas programéw sformutowana w rozdziale
czwartym. Whnioski te pozwalaja ocenié, ktore elementy struktury automatow i pro-
gramow z licznikami istotnie przyczyniaja sie do zwiekszenia ich mocy obliczeniowej,

a ktore shuza jedynie do uproszczenia zapisu.

Whpierw sformutujemy wnioski dotyczace maszyn licznikowych jednokierunkowych.

WNIOSEK 6.1. Dla kazdej maszyny Turinga MT istnieje taka maszyna dwuliczni-
kowa jednokierunkowa ML, ze jesli na wejsciu dostaje wartosé 2°° W), gdzie w —
dowolne stowo wejsciowe dla maszyny MT, to symuluje dziatanie maszyny MT i
albo na wyjsciu zwraca wartosé 20 W7h11%213% | gdzie d, ds, ds sq pewnym liczbami
naturalnymi, jesli ta konczy dziatanie z wynikiem w, albo podobnie jak maszyna MT

nie zatrzymuje sie.

DowOD. Wniosek ten mozna pokaza¢ korzystajac z twierdzenia o dwoch liczni-
kach jednokierunkowych oraz lematu 3.1 o maszynach trojlicznikowych dwukierunk-
owych. Lemat ten moéwi, ze maszyna trojlicznikowa potrafi symulowaé¢ maszyne
Turinga M'T' w ten sposob, ze na pierwszym liczniku dostaje kod stowa wejsciowego
o*(w) maszyny MT i w wyniku zwraca kod stowa wynikowego o*(u). Jesli teraz te
trzy liczniki dwukierunkowe bedziemy symulowa¢ dwoma licznikami jednokierunk-
owymi tak jak to jest opisane w twierdzeniu 5.1, a wiec na pierwszym liczniku
dostaniemy wartos¢ 27" ) to w wyniku maszyna dwulicznikowa jednokierunkowa
zwroci nam wartogé 20 (W7 11%13%  odzie dy, ds, ds sa pewnymi liczbami natural-

nymi. O

W rozdziale trzecim opisaliSmy jeszcze inny sposob symulacji maszyny Turinga.
Mianowicie wyposazyliSmy maszyne dwulicznikows dwukierunkowa ML w jednok-
ierunkows tasme wejsciowa tylko do odczytu oraz jednokierunkowsa tasme wyjsciowa
tylko do zapisu i pokazaliSmy, ze mozemy symulowa¢ maszyne Turinga MT w ten
sposOb, ze maszyna ML otrzymuje stowo wejéciowe w na jej tasmie wejéciowej i
wynik u dziatnia maszyny MT wypisuje na swojej tasmie wyjsciowe;j.
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Skorzystalismy wtedy z tego, ze maszyna trojlicznikowa dwukierunkowa M L' potrafi
symulowa¢ maszyne Turinga w ten sposob. Ale jesli tak, to symulujac maszyne M L'
tak jak w twierdzeniu 5.1 o dwoch licznikach jednokierunkowych mozemy identyczny
wniosek sformutowaé¢ dla maszyny z licznikami jednokierunkowymi. Mianowicie, dla
kazdej maszyny Turinga M L istnieje maszyna dwulicznikowa jednokierunkowa M L
z jednokierunkowa tasma wejsciowa tylko do odczytu oraz jednokierunkowsa tasma
wyjsciowa tylko do zapisu, ktora, otrzymawszy na tasmie wejéciowej stowo wejsciowe

w dla maszyny MT zwraca na tasmie wyjsciowej wynik w dzialania maszyny MT.

W rownie prosty sposéb mozemy pokazaé, ze problem stopu dla maszyn dwuliczni-

kowych jednokierunkowych jest nierostrzygalny.

WNIOSEK 6.2. Nie istnieje maszyna Turinga, ktora na wejsciu dostawszy kod ma-
szyny dwulicznikowej jednokierunkowej ML oraz liczbe naturalng n odpowiada: tak,
jesli maszyna ML zatrzymuje sie dla wejScia n, a odpowiada: nie, jesli maszyna

ML nie zatrzymugje sie dla wejscia n.

DowOD. Lemat 3.3 moéwi nam, ze nie istnieje maszyna Turinga rostrzygajaca
problem stopu dla maszyn trojlicznikowych dwukierunkoych. Gdyby istniata taka
maszyna MT dla maszyn dwulicznikowych jednokierunkowych, to analogicznie jak
w dowodzie twierdzenia 3.4 o nierostrzygalnosci problemu stopu dla maszyn dwu-
licznikowych dwukierunkowych, mogliby$my zbudowa¢ maszyne, ktora najpierw kod
maszyny trojlicznikowej zamieniataby na kod maszyny z dwoma licznikami jendok-
ierunkowymi, a potem uruchamiataby maszyne M7T i dawata w wyniku identyczna
odpowiedz. W ten sposob otrzymaliby$émy maszyne Turinga rostrzygajaca problem

stopu dla maszyn tréjlicznikowych dwukierunkowych. O

Whnioski, ze dwa liczniki kazdego typu wystarcza do symulacji maszyn Turinga i
oba modele sg nierozstrzygalne wskazuja na to, ze moc obliczeniowa tych dwoch

mechanizmoéw jest bardzo podobna.

Teraz przejdziemy do drugiej, bardziej abstrakcyjnej koncepcji obliczen — pro-
gramow 7z licznikami. Bedziemy zmierzali do uzupetienia hierarchii sformutowanej
we wniosku 4.7 z rozdzialu czwartego o klasy oparte na licznikach jednokierunk-
owych. W tym celu przedstawimy kilka prostych faktow stanowiacych dopetnienie

wiedzy na temat licznikow jednokierunkowych.

WNIOSEK 6.3. Dla kazdego programu z licznikami dwukierunkowymsi fdc € FDC'
istnieje program z dwoma licznikami dwukierunkowymi fdc, € FDCY definiujgcy
identyczng funkcje jak fdc.
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DowOD. Wniosek ten wyplywa bezposrednio z twierdzenia 5.1 z poprzedniego
rozdzialu. Wystarczy symulowaé operacje n licznikéw dwukierunkowych tak jak to
jest opisane w dowodzie tego twierdzenia. Dopowiedzenia wymaga jedynie fakt,
ze na poczatku programu podnosimy raz pierwszy licznik cl, aby zasymulowaé

poczatkowa zerowa wartosé¢ licznikéw dwukierunkowych. 0

FAKT 6.4. Dla kazdego programu z co najwyzej jednym licznikiem jednokierunkowym
fdc € FDCY istnieje program prosty fd € FD definiujgcy identyczng funkcje jak
fdc.

DowOD. Wystarczy zauwazy¢é, ze jedyng instrukcja licznika jednokierunkowego,
ktora wplywa na sterowanie w programie, jest instrukcja poréwnania wartosci licz-
nikow. W tym przypadku, poniewaz jest tylko jeden licznik, wiec poréwnanie go z
samym soba da zawsze wynik pozytywny. Mozemy wiec z programu usunaé wszys-
tkie instrukcje licznikowe wyboru, a w konsekwencji rowniez wszystkie pozostate
instrukcje licznikowe. W ten sposob otrzymamy program prosty dzialajacy tak
samo. 0

FAKT 6.5. Dla kazdego programu z licznikami jednokierunkowymi fdc € FDC? ist-
nieje program z licznikami dwukierunkowymi fdd € FDC!! definiujgcy identyczng
funkcje jak fdc.

DowoOD. Wartosci licznikow jednokierunkowych bedziemy trzymaé¢ na odpo-
wiadajacych im licznikach dwukierunkowych i uzyjemy dodatkowego licznika ¢ do
symulacji operacji poréwnania wartosci. Operacje podniesienia licznika wykonujemy
tak samo, operacje wyzerowania realizujemy przez petle, ktéra zmniejsza wartosé
licznika az do osiggniecia wartosci 0, natomiast poréwnanie dwoch licznikoéw jednok-
ierunkowych ¢;, ¢; robimy tak. W kazdym kroku opuszczamy wartosci odpowiada-
jacych im licznikow dwukierunkowych ¢}, c;- i podnosimy warto$¢ ¢ az do momentu,
w ktorym jeden 7 licznikow cf, ¢} osiagnie wartos¢ 0. Jesli na drugim tez jest
0, to zapamietujemy, ze réwne, w przeciwnym przypadku pamietamy, ze nie. Na
koficu musimy przywroci¢ wartosé c;, ¢; uzywajac ¢ w ten sposob, ze przy kazdym

opuszczeniu ¢ podnosimy ¢;, ¢; az do momentu, w ktorym c osiagnie 0. O

Powyzsze wnioski pozwalaja sformutowac nastepujace zaleznosci

FDC" < FDC!
FDC! FD
FDC" < FDC",

Uwzgledniajac te zalezno$ci mozemy juz uzupetni¢ nasza hierarchie klas programéw.
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WNIOSEK 6.6. Istnieje nastepujgcy taricuch zaleznosci pomiedzy klasami programow:

FD=FDCI =FDC! < FDCL = FDCI = FDCT = FDCM < ED.

W ten sposob udalo sie zbudowaé¢ bogaty pomost pomiedzy jedna z najbardziej
podstawowych, stosunkowo prosta klasag programoéw prostych F'D, a klasa definicji
efektywnych ED, ktora jest uwazana powszechnie za klase intuicyjnie definiujaca
wszystkie funkcje obliczalne we wszystkich strukturach. Umozliwia on ocene, ktore
elementy struktury programéw istotnie przyczyniaja sie do zwiekszenia mocy obli-
czeniowej, a ktore stuza jedynie do uproszczenia ich zapisu. Jednocze$nie udostepnia
bogatszy wybor rownowaznych mechanizméw obliczeniowych w badaniu i poréwny-

waniu mocy modeli licznikowych z innymi modelami obliczen.

W ostatniej czedci rozdziatu czwartego przedstawiliSmy twierdzenie 4.8, ktore po-
daje warunek, jaki musi spelnia¢ struktura algebraiczna, aby klasa programoéow z
licznikami dwukierunkowymi FDC'! byla w tej strukturze uniwersalna. Warunek

uniwersalnoéci mozemy odniesé¢ do wszystkich klas réwnowaznych klasie FDC'!.

WNIOSEK 6.7. Klasy programéw FDCL, FDCH, FDC! i FDCHY sq uniwersalne,
to znaczy sq rownowazne klasie definicyi efektywnych ED we wszystkich strukturach
algebraicznych A spetniajgcych nastepujgcy warunek:

dla kazdego catkowitego k > 1 istnieje catkowite n > k takie, zZe dla kazdych
ay, ..., a € Aidla kazdego termu b nad zbiorem zmiennch x1, ... , xy istnieje pro-
gram prosty fd € F'D k-argumentowy z n zmiennymi, ktory oblicza warto$é termu

v(b) dla wartosci wejsciowych ay, . .. , a 1 wartoSciowania v takiego, ze v(x;) = a;.

Whiosek ten umozliwia uproszczenie badan nad obliczalnoscia w duzej klasie struk-
tur, wsrod ktorych znajduja sie wszystkie podstawowe struktury algebraiczne uzy-
wane w matematyce, poprzez ograniczenie sie¢ do badania obliczalnosci klasy pro-
graméw 7z dwoma licznikami jednokierunkowymi FDC! lub klasy programéw z
dwoma licznikiami dwukierunkowymi FDC3!. Ze wzgledu na uniwersalnos¢ tych
dwoch klas w tych strukturach uzyskane rezultaty beda dotyczy¢ wszystkich funkcji
obliczalnych w takich strukturach.

Whiosek ten to rowniez uogoélnienie faktu, ze maszyny dwulicznikowe jednokierunk-
owe i dwukierunkowe potrafia symulowa¢ maszyny Turinga. Dziedziny tych maszyn
to tak naprawde struktury spetniajace warunek uniwersalnosci programéw z liczni-

kami.

Rozwiniecie teorii obliczen, zaréwno ogoélnej jak i tej dotyczacej modeli licznikowych,

mozna znalez¢ w literaturze wyszczegolnionej w ostatniej czesci pracy. Tre$¢ pracy

zostala oparta na artykutach Turinga [15], Minsky’ego [11], Friedmana [3], Plaisteda
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[13], Garlanda i Luckhama [4] oraz Kfoury’ego [7]. Odwotania do nich mozemy
znalezé przy odpowiednich twierdzeniach i faktach. Teoria modeli licznikowych
przedstawiona jest rowniez w pracach Fischera, Meyera i Rosenberga [1], [2]. Prace
Hewitta i Patersona [5] oraz Shepherdsona i Sturgisa [14] dotycza klasy programow
rekurencyjnych. Praca doktorska McKaya [10] rozwaza problem réwnowaznosci
programéw w roznych klasach. Natomiast ksiazki Minsky’ego [12], Hopcrofta i Ull-
mana [6], Lewisa i Papadimitriou [9] oraz Kozena [8| to podreczniki zawierajace
og6lne wprowadzenie do teorii obliczenn pochodzace z roznych okreséw rozwoju tego

kierunku.
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