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Rodzaje zadan dla sieci bayessowskiej

Zapytania proste: oblicz brzegowag wartos¢ warunkowa P(X;|E =e)
np. P(NoGas|Gauge =empty, Lights =on, Starts = false)

Zapytania koniunkeyjne: P(X;, X;|[E=¢e) = P(X;|E=¢)P(X,|X;,E=¢e)

Decyzje optymalizacyjne: sie¢ zawiera informacje o uzytecznosci;
np. wnioskowanie probabilistyczne dla P(outcome|action, evidence)

Wartos¢ informacji: ktéra przestanke sprawdzi¢ jako nastepna?

Analiza wrazliwosci: ktére wartosci prawdopodobienstwa s3 najbardziej kryty-
czne?!

Whyjasnienie: Dlaczego potrzebuje nowego rozrusznika?
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Whnioskowanie w sieci bayesowskiej

> Whioskowanie doktadne

— Przez wyliczanie wartosci
— Przez eliminacje zmiennych

< Whioskowanie aproksymacyjne
— Przez symulacje stochastyczna
— metoda Monte Carlo z tancucha Markowa
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Whnioskowanie przez wyliczanie wartosci

Sumowanie iloczynéw z prawdopodobienstw brzegowych bez faktycznego kon-
struowania ich jawnej reprezentacji, przy uzyciu prawdopodobienstw warunk-
owych z sieci bayessowskie;

Proste zapytanie w sieci z alarmem domowym:

P(B|j,m) 2

= P(B, j,m)/P(j,m) ’\}E{@
— aP(B,j, m)

— OKZ‘QZQP(B,@,CL,]., m) @ @

Przechodzac po zmiennych w kolejnosci zgodnej z siecia (np. B, E, A, J, M)
wyciggamy sumowanie po kolejnych zmiennych na zewnarz wyrazenia

| uzywamy wartosci prawdopodobienstw z tablic TPW:

P(Blj,m)

= a2.2.,P(B)P(e)
= aP(B)X.P(e)X,
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Wyliczanie wartosci: algorytm

function ENUMERATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X, the query variable

e, observed values for variables E

bn, a Bayesian network with variables {X} U E U Y

Q(X) < a distribution over X, initially empty
for each value z; of X do

extend e with value z; for X

Q(z;) < ENUMERATE-ALL(VARS[bn], €)
return NORMALIZE(Q(X))

function ENUMERATE-ALL(vars, €) returns a real number
if EMPTY?(vars) then return 1.0
Y+« FIRST(vars)
if Y has value yin e
then return P(y | Parent(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars),e)
else return Zy P(y | Parent(Y')) x ENUMERATE-ALL(REST(vars), e,)
where e, is e extended with Y = y
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Wyliczanie wartosci: dzialanie

P(| —a)
.05

P(m| - a)
.01

P(—alb,e)
.05

O

O

P(alb,—e)
.94

.06

P(|—a)
.05

P(m| - a)
.01

P(—albe)

O

Rekurencyjne wyliczanie zmiennych w gtab sieci: O(n) pamieci, O(d") czasu
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Wyliczanie wartosci: dzialanie

P(alb,e) P(—alb,e) P(alb,—e)
.95 .05 .94
P(la) P(|—a) P(la)
.90 .05 .90
O O O
P(m|a) P(m|—a) P(m|a)
.70 01 .70
O O O

Wyliczanie jest nieefektywne: powtarza obliczenia
np. liczy P(j|la)P(mla) dla kazdej wartosci e

.06

P(|—a)
.05

P(m| - a)
.01
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Whnioskowanie przez eliminacje zmiennych

Eliminacja zmiennych: wykonuje sumowanie z prawej do lewej,
pamieta wyniki posrednie (czynniki) w celu unikniecia powtérzen
P(B|j,m) = aP(B) 2. P(e) 2, P(a| B, e) P(j|a) P(m|a)

———

L P(e)SuP(alB.e)Pjla) farla)
P(a,\B,e)fJM(a)

T TR
Q
/\E/—\/—\

fu(A) = (é%@) ) : fiu(A) = fr(A)x fur(A) = p@ﬂiiigm?@

fa(A, B, E) jest macierza 2 x 2 x 2 dla wszystkich wartosci A, B, E
fflJM(BaE> — fA<vaBvE> X fJM(CL> + fA(_'aanE> X fJM<_'CL>

feam(B, E) = fele) X fau(B,e)+ fe(—e) X fiu(B,—e)
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Eliminacja zmiennych: algorytm

function ELIMINATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X, the query variable

e, evidence specified as an event

bn, a belief network specifying joint distribution P( X1, ..., X},)

factors«—[|; vars<— REVERSE(VARS[bn])
for each varin vars do

factors «— [MAKE-FACTOR (var, e)|factors]

if varis a hidden variable then factors«— SUM-OUT(var, factors)
return NORMALIZE(POINTWISE-PRODUCT(factors))
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Eliminacja zmiennych: zmienne nieistotne

Je
PUIID) = aP(b)5, P(e)Sy Plalb, ) P(J]a) Sy P(m]a) JO§

Suma po m jest réwna 1; M jest nieistotne dla zapytania @ @
= Mozna pomina¢ sumowanie po zmiennych nieistotnych

Rozwazmy zapytanie P(JohnCalls|Burglary = true)

Tw 1: Y jest nieistotne jesli Y & Ancestors({ X} UE)

Tutaj X = JohnClalls, E={Burglary}, i
Ancestors({ X} UE) = {Alarm, Farthquake}
wiec M jest nieistotne
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Eliminacja zmiennych: zmienne nieistotne

Def: moralny graf sieci bayessowskiej (nieskierowany): zawiera krawedzie z
oryginalnej sieci bez kierunku oraz krawedzie pomiedzy kazda para rodzicéw
majaca wspolne dziecko

Def: A jest m-odseparowane od B przez C wtw gdy jest odseparowane przez
C w grafie moralnym

Tw 2: Y jest nieistotne jesli jest m-odseparowane od X przez E

Dla P(JohnClalls|Alarm = true), obie (A)
Burglary i Earthquake sa nieistotne 0 @
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Zlozonosc dokladnego wnioskowania

Sieci pojedynczych potaczen (polidrzewa):
— kazde dwa wierzchotki potaczone s3 co najwyzej jedng Sciezka
— ztozonos¢ czasowa i pamieciowa algorytmu eliminacji zmiennych O(d"n)

Sieci wielokrotnych potaczen:
— mozna zredukowa¢ 3SAT do doktadnego wnioskowania =- NP-trudne
— réwnowazne zliczaniu modeli 3SAT = #P-zupetne

1. AvBv C
2. CvDv-A
3. Bv Cv-D
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Whnioskowanie przez symulacje stochastyczna

Podstawowy pomyst:
1) Losuj N prébek z rozktadem prébkowym S

2) Oblicz aproksymacyjne prawdopodobienstwo wynikowe P
3) Udowodnij zbieznos¢ do prawdopodobienstwa faktycznego P @

Whioskowanie stochastyczne bezwarunkowe (bez przestanek):
— Probkowanie bezposrednie

Whioskowanie stochastyczne warunkowe (z przestankami):
— Probkowanie z odrzucaniem: odrzuca préobki niezgodne z przestankami
— Wazenie prawdopodobienstwa prébek:
uzywa przestanek do wazenia prawdopodobienstwa probek
— Monte Carlo z tancucha Markowa (MCMC):
probkuje z procesu stochastycznego, w ktérym proawdopodobiensto
stacjonarne jest rzeczywistym prawdopodobienstwem warunkowym
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Probkowanie bezposrednie

function DIRECT-SAMPLING(X, bn, N) returns an estimate of P(X)
local variables: N, a vector of counts over X, initially zero

for j=1to N do

X < PRIOR-SAMPLE(bn)

N{[z] < N{[2]+1 where x is the value of X in x
return NORMALIZE(N[X])

function PRIOR-SAMPLE(bn) returns an event sampled from bn
inputs: bn, a belief network specifying joint distribution P(X1, ..., X},)

X «—an event with n elements
fori = 1tondo

x; < a random sample from P(X; | Parents(X;))
return x
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Probkowanie bezposrednie: przyklad

C [P(SIC)
T .10
F| .50

P(C)

.20

S R|P(W|SR)
T T| .99
T F| .90
F T| .90
F F| .01

C [P(R|C)
T .80
F| .20
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Probkowanie bezposrednie: przyklad
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Probkowanie bezposrednie: przyklad
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Probkowanie bezposrednie: przyklad
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Probkowanie bezposrednie: przyklad

C |P(SIC)
T| 10
F| .50

P(C)

.50

C [P(RIC)
T | .80
F| .20

S R[P(WISR)
T T| 99
T F| 90
F T| .90
F F| .01
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Probkowanie bezposrednie: wlasnosci

Prawdopodobienstwo, ze PRIORSAMPLE generuje dane zdarzenie
Sps(xy...x,) = II]_ P(z;| Parents(X;)) = P(x; ... x,)
to odpowiada prawdopodobienstwu faktycznemu tego zdarzenia

Np. Spsl(t, f,t,1) =0.5x0.9x 0.8 x 0.9 = 0.324 = P(¢, f, 1)

Npg(xy...xz,) — liczba probek wygenerowanych dla zdarzenia x4, ..., x,
Wtedy
lim P(xy,...,x,) = lim Nps(a,...,z,)/N
= Spg(:lfl, C e ,xn)
= P(xy...1,)

Powyzsza wtasnosé algorytmu DIRECTSAMPLING nazywamy spdjnoscia

Notacja: P(x1,...,x,) ~ P(z1...2,)
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Probkowanie z odrzucaniem

P(X|e) szacowane z prébek zgodnych z przestankami e

function REJECTION-SAMPLING(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: N, a vector of counts over X, initially zero

for j=1to N do
X < PRIOR-SAMPLE(bn)
if x is consistent with e then
N[z] < N[2]4+1 where z is the value of X in x
return NORMALIZE(N[X])

Np. oszacowanie P(Rain|Sprinkler =true) przy uzyciu 100 prébek
27 probek ma Sprinkler =true
/ tego, 8 ma Rain=true i 19 ma Rain= false.

AN

P(Rain|Sprinkler =true) = NORMALIZE((8,19)) = (0.296, 0.704)
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Probkowanie z odrzucaniem: wlasnosci

P(Xle) = aNps(X,e)  (wynik algorytmu REJECTIONSAMPLING)
ps(X,e)/Npg(e) (normalizowane przez Npg(e))
X,e)/Ple) (wtasnos¢ PRIORSAMPLE)

Xle) (prawdopodobienstwo faktyczne)

Zatem prébkowanie z odrzucaniem ma wtasnosé spéjnosci
tzn. oszacowanie zbiega do faktycznego prawdopodbienstwa warunkowego

Problem: bardzo kosztowne jesli P(e) jest mate

P(e) rozpada sie wyktadniczo wraz z liczbg zmiennych!
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Wazenie prawdopodobienstwa probek

Pomyst: ustala zmienne z przestanek, probkuje tylko zmienna spoza przestanek,
| wazy prawdopodobienstwo kazdej probki stosownie do przestanek

function LIKELIHOOD-WEIGHTING(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: W, a vector of weighted counts over X, initially zero

for j=1to N do

X, w+<— WEIGHTED-SAMPLE(bn)

W/z| — W{z] + w where z is the value of X in x
return NORMALIZE(W[X])

function WEIGHTED-SAMPLE(bn, €) returns an event and a weight

X <— an event with n elements: w1
for ;=1tondo
if X; has a value z; in e
then w«— w x P(X;= xz; | Parents(X;))
else x; < a random sample from P(X; | Parents(X;))
return x, w
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Wazenie prawdopodobienstwa probek: przyklad

C |P(S[0)
T| 10
F| 50

P(C)
50

P(RIC)

.80
20

S R[P(WISR)
T T| .99
T F| .90
F T| .90
F F| .01
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Wazenie prawdopodobienstwa probek: przyklad

C |P(S[0)
T| 10
F| 50

w=1.0x0.1

P(C)
50

P(RIC)

.80
20

S R[P(WISR)
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Wazenie prawdopodobienstwa probek: przyklad

P(C)
50

C |P(S|IC) C [P(RIC)
T| .10 T| .80
F| .50 Fl .20

S R[P(WISR)
T T| .99
T F| .90
F T| .90
F F| .01

w = 1.0x0.1x0.99 = 0.099
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Wazenie prawdopodobienstwa probek: wlasnosci

Prawdopodobienstwo préobki wazonej WEIGHTEDSAMPLE wynosi
Sws(z,e) =1, P(z|Parents(Z;))
Uwaga: Syrs uwzglednia tylko przestanki z przodkéow z;
= daje prawdopodobienstwo posrednie pomiedzy
prawdopodobienstwem a priori i a posteriori

Waga dla danej prébki z, e wynosi
w(z,e) = I, P(e;|Parents(E;))

Wazone prawdopodobienstwo prébkowe:
Sws(z,e)w(z,e)
:H§:1P(Z¢\Pa7“ents(2¢)) " P(ej|Parents(E;))
= P(z,e) (ze standardowej, globalnej semantyki sieci)

Stad wazenie prawdopodobienstwa tez ma wtasnos¢ spéjnosci
ale efektywnos¢ nadal maleje przy duzej liczbie przestanek
poniewaz bardzo mato prébek ma duza wage
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Monte Carlo dla lancucha Markowa

"Stan” sieci: biezace przypisanie wszystkich zmiennych

tancuch Markowa: cigg stanéw sieci, nastepny stan jest generowany
poprzez probkowanie jednej zmiennej nie bedacej przestanka
na podstawie jej koca Markowa

function MCMC-ASK(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: N[X], a vector of counts over X, initially zero
7, the nonevidence variables in bn
X, the current state of the network, initially copied from e

initialize x with random values for the variables in Y
for j=1to N do
Nlz| < N[z] + 1 where z is the value of X in x
for each Z; in Z do
sample the value of Z; in x from P(Z;|M B(Z;))
given the values of M B(Z;) in x
return NORMALIZE(N[X])
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Koc Markowa

Kazdy wezet jest warunkowo niezalezny od wszystkich pozostatych przy danym
jego kocu Markowa: rodzice + dzieci + inni rodzice dzieci
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Koc Markowa: przyklad

Koc Markowa dla C'loudy:
Sprinkler i Rain
Koc Markowa dla Rain:

Cloudy, Sprinkler i WetGrass

Prawdopodobienstwo warunkowe przy danym kocu Markowa:
Pzl |MB(X;)) = P(a:g\Pcw“ents(XZ-))HZjeghildren(Xi)P(zj|Pa7“ent3(Zj))
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Lancuch Markowa

Przy przestankach Sprinkler =true, WetGrass =true
tancuch Markowa zawiera 4 stany:

s

e
%

FKTE
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Monte Carlo dla lancucha Markowa: przyklad

Szacowanie P(Rain|Sprinkler =true, WetGrass =true)

Algorytm powtarza prébkowanie zmiennych Clloudy i Rain na podstawie
ich koca Markowa. Zlicza, ile razy Rain byto true i false w kolejnych
stanach sieci.

Np. odwiedza 100 stanéw
31 ma Rain=true, 69 ma Rain= false

AN

P(Rain|Sprinkler =true, WetGrass =true)
= NORMALIZE((31,69)) = (0.31, 0.69)
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Monte Carlo dla lancucha Markowa: wlasnosci

Twierdzenie: tancuch zbiega do rozktadu stacjonarnego (& spéjnosc):
proporcja czasu spedzonego w danym stanie w czasie dtugiego dziatania
sieci jest dokfadnie propocjonalna do faktycznego prawdopodobienstwa
warunkowego

O Zalety

— Metoda nie jest wrazliwa na topologie sieci
— Mozna stosowa¢ do zmiennych dyskretnych i ciggtych

& Wady
— Zbieznos¢ moze by¢ wolna
— Trudno okreslic moment, w ktérym algorytm daje juz bliskie rozwigzanie
— Moze by¢ czasowo rozrzutny, jesli wystepuja duze koce Markowa:
P(X;|M B(X;)) nie zmienia sie duzo (Prawo Wielkich Liczb)

a jest liczone za kazdym razem
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