
Zadania o rozmaitościach zespolonych

Zadania z ♠ sa
↪
zrobione.

1 Obliczyć Aut(P1). Czy sa
↪
automorfizmy bez punktów sta lych?

2 ♠ Dany a ∈ D. Opisać wzorem wszystkie automorfizmy f : D→ D takie, że f(a) = 0.

3 Wykazać, że każda zwarta krzywa zespolona genusu 1 jest izomorficzna z C/Λ

4 ♠ Znaleźć wielomian Weierstrassa dla (z1, z2) 7→ z3
1z2 + z1z2 + z2

1z
2
2 + z2

2 + z1z
3
2 .

5 ♠ Niech f, g ∈ OCn,0 i niech f be
↪
dzie funkcja

↪
nierozk ladalna

↪
. Wykazać, że jeśli Z(f) ⊂ Z(g), to

f |g.

6 Udowodnić, że jeśli U jest spójny, f : U → C holomorficzna, to U \ Z(f) spójny i ge
↪
sty.

7 ♠ Niech f : U → V be
↪
dzie funkcja

↪
holomorficzna

↪
, która jest bijekcja

↪
. Udowodnić, że f−1 jest

homomorficzna.

8 ♠ Opisać równaniem obraz z 7→ (z2 − 1, z3 − z). ([Remmert, 1957] zawsze sie
↪

da dla odwzorowa-
nia w laściwego.) Podać przyk lad odwzorowania (np Rn → Rm) takiego, że obraz nie da sie

↪
opisać

równaniem.

9 ♠ Niech f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x, xy, eyxy), A = {(x, y, z) ∈ R3 , x2 + y2 + z2 = 1}. Wykazać,
że zbiór f(A) nie może być opisany przez uk lad równości i nierówności funkcji analitycznych.

10 ♠ Powierzchnia Hopfa: ustalamy q ∈ C∗, |q| > 1, G = {qn | n ∈ Z} ⊂ C∗. Grupa C∗ dzia la na C2

przez mnożenie skalarne. Niech Hq = (C2 \ {0})/G. Wykazać, że Hq jest homeomorficzna z S3 × S1.
Wskazać odwzorowanie holomorficzne do P1. Czy Hq jest rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
?

11 (*) Niech Hq be
↪
dzie powierzchnia

↪
Hopfa. Wykazać, że funkcje meromorficzne na X (tzn określone

poza hiperpowierzchnia
↪
i holomorficzne na dziedzinie) faktoryzuja

↪
sie

↪
przez P1 = (C2 \ 0)/C∗.

12 ♠ Wykazać, że Aut0(D× D, 0) (sk ladowa identyczności grupy automorfizmów produktu dysków
jednostkowych D × D ⊂ C2) zachouja

↪
cych 0 jest abelowa. Wywnioskować, że D × D nie jest holomor-

ficznie równoważny z kula
↪
w C2.

13 ♠ (patrz Kirwan, Complex Algebraic Curves, roz 5) Niech Λ be
↪
dzie krata

↪
w C. Niech

℘(z) = z−2 +
∑

w∈Λ\{0}

(
(z − w)−2 − w−2

)
be

↪
dzie funkcja

↪
Weierstrassa. Sprawdzić, że

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3 ,

gdzie

g2 = 60
∑

w∈Λ\{0}

w−4 ,

g3 = 140
∑

w∈Λ\{0}

w−6 .

Udowodnić, że
z 7→ [1 : ℘(z) : ℘′(z)]

zadaje cia
↪
g le odwzorowanie C/Λ→ P2, zanurzenie, którego obrazem jest krzywa zadana forma

↪

4z3
1 − g2 z

2
0z1 − g3 z

3
0 − z0z

2
2 = 0 .
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14 ♠ Opisać równaniem obraz zanurzenia Plückera Gras2(C4)→ P(Λ2C4).

15 (tbc) Podać efektywna
↪

metode
↪

(wzór kombinatoryczny) na wymiar kohomologii grassmannianu
Grk(Cn).

16 Niech X be
↪
dzie g ladka

↪
krzywa

↪
stopnia d w P2. Obliczyć jej charakterystyke

↪
Eulera. Wsk: Zbadać

rzutowanie C ⊂ P2 − {pt} → P1 i skorzystać ze wzoru Riemanna-Hurwitza.

17 ♠ Niech M be
↪
dzie zwarta

↪
rozmaitościa

↪
zespolona

↪
, a X podrozmaitościa

↪
. Pokazać, że

χ(M) = χ(X) + χ(M −X) .

Dla rozmaitości rzeczywistych ta formu la jest prawdziwa mod 2.

18 Dane g ∈ N. Wykazać, że w P1 × P1 zanurza sie
↪
pewna krzywa genusu g.

19 Wykazać ∂
∂z (fg) = ∂

∂wf ·
∂
∂zg + ∂

∂w̄f ·
∂
∂z ḡ

20 Sprawdzić, że gdy f : C→ C jest holomorficzna, to df = f ′dz, gdzie f ′ jest pochodna
↪
funkcji f w

sensie zespolonym.

21 NiechM be
↪
dzie rozmaitościa

↪
zespolona

↪
, H hiperpowierzchnia

↪
zespolona

↪
lokalnie zadana

↪
równaniem

f = 0. Niech ω be
↪
dzie forma

↪
różniczkowa

↪
oktreślona

↪
na M \ A, taka

↪
, że fω przed luża sie

↪
do formy

g ladkiej na M . Wykazać, że ω można zapisać w postaći ω = df
f η + ξ, przy czym η i ξ sa

↪
formami na

M . Wykazać, że η|A nie zależy od dokonanych wyborów.

22 Sprawdzić, że Λ10 ⊥ Λ01

23 Wskazać naturalne przekszta lcenie przestrzeni ze struktura
↪

zespolona
↪

(V ∗, I) ' (Λ10, i), ale
iloczyny skalarne sie

↪
różnia o czynnik 2.

24 Dana jest parazwarta rozmaitość różniczkowa ze struktura
↪
symplektyczna

↪
(tzn dana jest zamknie

↪
ta

niezdegenerowana 2-forma różniczkowa ω. Wykazać, że istnieje struktura zespolona I na wia
↪
zce sty-

cznej oraz iloczyn hermitowski taki, że ω jest jego cze
↪́
scia

↪
urojona

↪
. Czy warunek zamknie

↪
tości jest

konieczny?

25 ♠ Wykazać
(i) ∗2 = (−1)k(d−k) na k-formach.
(ii) 〈α, ∗β〉 = (−1)k(d−k)〈∗α, β〉,

26 Sprawdzić, że rozk lad k-form na (p, q)-formy jest ortogonalny i * zachowuje ten rozk lad.

27 ♠ Definiujemy operator dzia laja
↪
cy na funkcjach określonych na otoczeniu jednostkowego dysku

w C
If(z) = 1

2πi

∫
D

f(ξ)
ξ−z dξ ∧ dξ̄.

Sprawdzić, że
∂

∂z̄
(If) = f.

28 Sprawdzić z definicji, że kohomologie Dolbeault Hk
Dol(C \ {0};OC\{0}) = 0 dla k > 0.

29 Obliczyć H∗(P1; Ωp) dla p ≥ 0.

30 Obliczyć H∗(Pn; Ωp) dla p ≥ 0, n > 1.

31 Zadanie o reprezentacjach sl2. Niech (V, I) be
↪
dzie przestrzenia

↪
ze struktura

↪
zespolona

↪
i iloczynem

skalarnym I-niezmienniczym. Roz lożyć Λ∗V ∗ na reprezentacje nierozk ladalne. (Lub poweiedzieć jaka
jest krotnoś:c Sk.)
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32 Jakie jest spektrum laplasjanu na Sn (n = 2, 3, . . . )? (To jest raczej temat na referat: patrz
funkcje sferyczne, spherical harmonics.)

33 Opisać formy harmoniczne na torusie Rn/Zn z p laska
↪
metryka

↪
.

34 ♠ Rozwia
↪
zac równanie ciep la na S1 = R/(2πZ) z warunkiem pocza

↪
tkowym α = δ

(n)
0 dx, gdzie

δ
(n)
0 jest n-ta

↪
pochodna

↪
delty Diracka. Czy α(t) jest forma

↪
g ladka

↪
dla t > 0?

35 Niech α(t), α(0) = α be
↪
dzie rozwia

↪
zaniem równania ciep la. Wykazać, że |α(t)| jako funkcja od t

jest nierosna
↪
ca. Pokazać, że jeśli dα = 0, do dla każdego t forma α(t) jest zamknie

↪
ta i reprezentuje te

↪

sama
↪
klase

↪
kohomologii.

36 Przyjmijmy, że Pn ma metryke
↪

riemannowska
↪
U(n + 1)-niezmiennicza

↪
. Niech X ⊂ Pn be

↪
dzie

zespolona
↪
hiperpowierzchnia

↪
stopnia d. Obliczyć vol(X) w zależności od vol(Pn).

37 Niech Xt ⊂ Pn be
↪
dzie cia

↪
g la

↪
rodzina

↪
zespolonych podrozmaitości (np X =

⋃
t∈DyskXt ⊂ Pn × C

jest zespolona
↪
podrozmaitościa

↪
). Wykazać, że obje

↪
tość vol(Xt) jest sta la

↪
.

38 Pokazać, że każda rozmaitość zespolona dopuszcza metryke
↪
hermitowska

↪
, ale sa

↪
rozmaitości, które

nie dopuszczaja
↪
metryki kählerowskiej tzn t.ż. dω = 0.

(Wsk: powierzchnia Hopfa (C2 \ {0})/qZ ).

39 Metryka Fubini-Study: iloczyn hermitowski w T[w]Pn jest zdefiniowana jako

< α, β >=
1

π

< w,w >< α̃, β̃ > − < α̃,w >< w, β̃ >

< w,w >2
,

gdzie α̃, β̃ ∈ TwCn+1 sa
↪

podniesieniami wektorów α, β ∈ T[w]Pn. Sprawdzić, że wzór nie zależy ow
wyboru poniesień i reprezentanta w.

Sprawdzić, że w lokalnych wspó lrze
↪
dnych na U0 forme

↪
symplektyczna

↪
można zapisać jako

ω =
i

2π
∂∂̄log(1 +

n∑
k=1

|wk|2)

Spe lniony jest warunek Kählera dω = 0.

40 Dana algebra  la
↪
czna z gradacja

↪
. Super-komutator elementów jednorodnych definiujemy jako

[a, b]s = ab− (−1)|a| |b|ba. Sprawdzić, że operator [a,−]s (dla a jednorodnego) spe lnia formu le
↪
Leibniza

z odpowiednimi znakami.

41 Dla formy kählerowskiej ω na rozmaitości zwartej i dla każdej formy harmonicznej α iloczyn ω∧α
jest forma

↪
harmoniczna

↪
. Czy iloczyn dowolnych form harmonicznych jest forma

↪
harmoniczna

↪
?

42 Niech KX ⊂ H1,1(X)∩H2(X;ω) be
↪
dzie zbiorem klas [ω] takich, że ω jest (minus) cze

↪́
scia

↪
uroljona

↪

metryke
↪

kählerowskiej. Udowodnić, że KX jest zbiorem otwartym, stożkowym, oraz żadna prosta
postaci {α+ tβ | t ∈ R} nie jest w nim zawarta.

43 Wykazać, że suma spójna P2#P2 nie może mieć struktury kählerowskiej.

44 Niech N ⊂ M be
↪
dzie podrozmaitościa

↪
zespolona

↪
kowymiaru c w rozmaitości Kählera. Wykazać,

że klasa dualna do klasy fundamentalnej PD−1([N ]) ∈ H2c(M ;C) jest typu (c, c) i jest niezerowa, gdy
N 6= ∅.

45 Znaleźć sygnature
↪
kwadryki (hiperpowierzchni zadanej forma

↪
kwadratowa

↪
) w P2n+1.

(Wsk. Najpierw zbadać przypadek n = 1. Naste
↪
pnie można przyja

↪
ć, że kwadryka jest zadana

wielomianem
∑2n−1

i=0 z2
i + z2nz2n+1 = 0 i rozważyć dzia lanie C∗ na X zadane wzorem t · [z0 : z1 :

. . . z2n : z2n+1] = [z0 : z1 : . . . tz2n : t−1z2n+1]. Uzasadnić, że X można roz lożyć na X0 tX1 tX2, gdzie
X0 = pt, X1 jest izomorficzne z wia

↪
zka

↪
liniowa

↪
nad kwadryka

↪
w P2n−1, a X2 ' C2n. Wykazać, że

Hn(X;C) = C2.)
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46 Znaleźć sygnature
↪
grassmanianu Grass2(Cn) (przestrzenie 2-wymiarowe w Cn).

47 Niech X → P1 be
↪
dzie rozw lóknieniem rozmaitości Kählerowskiej nad prosta

↪
rzutowa

↪
z w lóknem

F . Wykazać, że H∗(X) ' H∗(F × P1).
(To też jest prawda dla X → B, gdy B jest jednospójne.)

48 Rozk lad BB i kohomologie. Niech X be
↪
dzie zwarta

↪
zespolona

↪
rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
.

Przypuśćmy, że mamy filtracje
↪
podzbiorami algebraicznymi

X0 = ∅ ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ Xm = X

oraz rozw lóknienia pi : Xi \Xi−1 → Fi z w lókniem izomorficznym z Cni nad g ladka
↪

i zwarta
↪

baza
↪
Fi.

Udowodnić, że

Hk(X) '
m⊕
i=1

Hk−2ni
(Fi) .

Wskazówka: wykazać, że d lugie cia
↪
gi dok ladne par (Xi, Xi−1):

→ Hk(Xi−1)→ Hk(Xi)→ Hk(Xi, Xi−1)→

rozszczepiaja
↪

sie
↪

na krótkie cia
↪
gi dok ladne. ( Trzeba skonstruować rozszczepienie Hk(xi, Xi−1) →

Hk(Xi). Używaja
↪
c rozwia

↪
zania osobliwości można za lożyć, że Xi jest g ladkie. Rozwarzyć korespon-

dencje
↪
zadana

↪
przez domknie

↪
cie wykresu Xi \Xi−1 → Fi w Xi × Fi. )

49 Niech X = BlxP2. Grupa Pic(X) jest rozpie
↪
ta przez klasy H i E. Mamy H2 = 1, HE = 0,

E2 = −1. Dywizor kanoniczny jest równy KX = −3H + E. Niech L = 2H − E. Znaleźć H0(X,L).
Opisać przekszta lcenie φL : X → P(H0(X,L)). Czy jest zanurzeniem?

4


