
ROZMAITOŚCI ZESPOLONE
Plan wyk ladu

1 Wste
↪
p

1.1 Teoria lokalna:
– twierdzenia dla jednej zmiennej,
– operator ∂z̄
– holomorficznośc funkcji zespolonych wielu zmiennych
– formu la ca lkowa Cauchy’ego po wpó lrze

↪
dnych.

– tw. Hartogsa i zaagitowaem jak je uzasadni.

1.2 Definicja rozmaitości zespolone i ich morfizmy. jako rzeczywistte rozmaitości sa
↪

parzystowymi-
arowe i zorientowane.

1.3 Przestrzenie rzutowe.

1.4 Hiperpowierzchnie i zupene przecie
↪
cia sa

↪
podrozmaitościami ( tw. o funkcji uwik lanej).

1.5 Ilorazy przez ca lkowicie dyskretne dzia lanie grup, ilorazy.
– Cn/Λ, krzywe eliptyczne.

1.6 Autormorfizmy dysku i górnej póp laszczyzny H. Ilorazy H/G przez podgrupy SL2(R) dzia laja
↪
ce

w sposób ca lkowicie dyskretny na górnej pó lp laszczyźnie sa
↪
krzywymi zespolonymi genusu > 1.

1.7 Klasyfikacja krzywych zespolonych:
– Tw Riemanna o uniformizacji, z niego wynika, że każda krzywa zespolona jest izomorficzna z

X/Γ, gdzie X = C, P1 lub dysk D, a Γ ⊂ Aut(X) jest podgrupa
↪
automorfizmów dzia laja

↪
ca

↪
wolno.

– obliczenie Aut(C) = Aff(C), sta
↪
d zwarte ilorazy sa

↪
postaci C/ < 1, τ >. (Każda zwarta krzywa

zespolona genusu 1 jest izomorficzna z C/Λ.)
– Aut(P1) = PGL2(C) każdy automorfizm jest zadany formu la

↪
liniowa

↪
, każdy automorfizm ma

punkt sta ly. Nie ma nietrywialnych nakryć P1 ' S2 → C.
– Aut(D) = Aut(H+) = SL2(R) (Z lematu Schwarza: Dany a ∈ D. Ćw: opisać wzorem wszystkie

automorfizmy f : D→ D takie, że f(a) = 0.) Iloraz H+ przez Γ ⊂ SL2(R) jest krzywa
↪
genusu > 1.

2 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa i pierścień lokalny

(Odsy lacze do §1 Huybrechtsa.)

2.1 Formu la ca lkowa 1
2πi

∫
Sε

f ′(ξ)
/f(ξ)ξ

`dξ =
∑
|α|<ε, f(α)=0 α

`.

2.2 Elementarne funkcje symetryczne można wyrazić przez sumy pote
↪
g.

2.3 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa TPW (Th. 1.1.6)

2.4 Twierdzenia o funkcji uwik lanej jako szczególny przypadek TPW

2.5 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa w wersji dzieleniowej (Prop 1.1.17)

2.6 Ćw (Prop 1.1.12) Jeśli f : U → V jest holomorficzna
↪
bijekcja

↪
, to f−1 jest holomorficzna.

2.7 Pierścień lokalny OCn,0 i jego w lasności.

2.8 OCn,0 jest pierścieniem z jednoznacznym rozk ladem (Prop 1.1.15)

2.9 OCn,0 jest noetherowski
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3

3.1 Twierdzenie Hilberta o zerach dla funkcji analitycznych

3.2 GAGA J-P.Serre, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. Inst. Fourier 6: 1-42,
(1956)

– Niech (X,OX) be
↪
dzie rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
nad C. Stowarzyszamy z nia

↪
rozmaitość anali-

tyczna
↪
(Xan,OXan).

– Mamy morfizm przestrzeni upierścienionych ι : Xan → X. ι∗OX → OXan . To daje funktor
kategorii snopów

(−)an : Sh(X)→ Sh(Xan)

F 7→ Fan = OXan ⊗ι∗OX F .

– Niech (Y,OY ) be
↪
dzie przestrzenia

↪
upierścieniona

↪
. Mówimy, że snop OY modu lów F jest koher-

entny jeśli
1) Istnieje suriektywne odwzorowanie ONY → F dla pewnego N (tzn F jest skończenie generowany,
2) Dla każdego odwzorowanie OMY → F ja

↪
dro jest skończenie generowane.

– Twierdzenie Oki mówi, że F = OXan jest koherentny.

– Twierdzenie [GAGA]: Jeśli X jest rozmaitościa
↪

rzutowa
↪
, to (−)an ograniczone do podkategorii

snopów koherentnych jest równoważnościa
↪
kategorii.

– Wniosek: Każda podrozmaitość analityczna Pn jest opisana równaniami wielomianowymi.

3.3 Struktura zespolona I2 = −id. Przestrzenie w lasne struktury zespolonej

VC = Vi + V−i .

3.4 Rozk lad przestrzeni sprze
↪
żonej: Formy liniowe typu (1,0) i (0,1) (tzn C liniowe i antyliniowe).

V ∗10 := (V ∗)i = HomC(V,C) ,

V ∗01 := (V ∗)−i = HomC(V,C) .

We wspó lrze
↪
dnych e1, e2, . . . , en, f1, f2, . . . , fn takich, że I(ek) = fk: baze

↪
dualna

↪
oznaczamy:

dxk := e∗k , dyk := f∗k .

Definiujemy
dzk := dxk + idyk , dzk := dxk − idyk .

Formy dzk sa
↪
baza

↪
V ∗10, a dzk sa

↪
baza

↪
V ∗01.

3.5 Formy antysymetryczne typu (p, q):

ΛkV ∗C =
⊕
p+q=k

Λpq .

– Λpq = Λqp.
– Operator I dzia la Λp,qV ∗ poprzez mnożenie przez i(p−q)

Hermitowska algebra liniowa

3.6 Iloczyn hermitowski 〈〈−,−〉〉 = 〈−,−〉 − iω(−,−) zadje:
– I-niezmienniczy iloczyn skalarny 〈−,−〉,
– forme

↪
symplektyczna

↪
ω(−,−) = 〈I(−),−〉 = −〈−, I(−)〉.
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3.7 Forma obje
↪
tości: we wspórze

↪
dnych ortonormalnych:

– gdy dimC(V ) = n

ω =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk = i
2

n∑
k=1

dzk ∧ dzk .

ωn = n!vol .

gdzie
vol = ( i2)n(dz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (dzn ∧ dz̄n) = (dx1 ∧ dy1) ∧ · · · ∧ (dxn ∧ dyn)

(Uwaga: forma ω nalży do Λ2V ∗ ∩ Λ11V ∗ ⊂ Λ2V ∗C .)

3.8 Ćw: sprawdzić, że Λ10 ⊥ Λ01

3.9 Ćw: (V ∗, I) ' (Λ10, i), ale iloczyny skalarne sie
↪
różnia o czynnik 2.

3.10 Operator Lefschetza L = ω ∧ − i izomorfizm (,,trudne Lefschetza w wersji liniowej”) Lk :
Λn−kV → Λn+kV .

3.11 Formy prymitywne: dla 0 ≤ k ≤ n definiujemy

Pn−k = {α ∈ Λn−kV ∗ | Lk+1α = 0}

P p,q = Λp,q ∩ P p+qC .

Mamy

Pn−kC =
⊕

p+q=n−k
P p,q .

3.12 Rozk lad Lefschetza:

Λn−kV ∗ = Pn−k ⊕ L(Pn−k−2)⊕ · · · ⊕ Lj(Pn−k−2j)⊕ . . . .

3.13 Relacje Hodge’a-Riemanna: Forme
↪
B(α, β) na P k określamy poprzez zależność

α ∧ β̄ ∧ ωn−k = B(α, β)dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn .

Twierdzenie: Forma
ip−q · (−1)(k)(k−1)/2B(α, β)

jest dodatnio określona na α, β ∈ P p,q(M), k = p+ q.

4

4.1 Dana forma maksymalnego stopnia vol ∈ ΛdimV V . Definiujemy gwiazdke
↪

Hodge’a α ∧ ∗β =
〈α, β〉 vol.

4.2 Ćw:
(i) 〈α, ∗β〉 = (−1)k(d−k)〈∗α, β〉,
(ii) ∗2 = (−1)k(d−k) na k-formach.

4.3 Dla przestrzeni hermitowskich vol = 1
n!ω

n

4.4 Ćw: rozk lad k-form na (p, q)-formy jest ortogonalny i * zachowuje ten rozk lad.

4.5 Operator sprze
↪
żony Λ = L∗ = ± ∗−1 L∗.

Dzia lanie sl2(Z) na formach.
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4.6 Operator H := [L,Λ] jest mnożeniem przez (k − n) na Λk. Mamy relacje

[H,L] = 2L, [H,Λ] = −2Λ, [L,Λ] = H .

4.7 Przestrzeń ΛV ∗C jest reprezentacja
↪
sl2(Z).

4.8 Przypomnienie z teorii reprezentacji:
– Reprezentacje proste (nie zawieraja

↪
ce w laściwych podreprezentacji) sa

↪
postaci Sk = Symk(R2).

– Każda
↪
reprezentacje

↪
sl2(Z) można roz lożyć na sume

↪
reprezentacji prostych.

Algebra liniowa → rozmaitoci różniczkowe

4.9 Rozmaitość niemal zespolona to para(X, I ∈ End(TX)), gdzie X jest rozmaitośćia
↪
(rzeczywista

↪
)

oraz I2 = −id.

4.10 Formy różniczkowe rozk ladaja
↪

sie
↪

na sume
↪

prosta
↪
Ak(X)C =

⊕
p+q=kA

p,q
( X). W ogólności

różniczka d ograniczona do form typu (1,0) może mieć sk ladowa
↪

typu (0,2). Gdy struktura niemal
zespolona pochodzi od holomorficznego uk ladu wspó lrze

↪
dnych, to nie ma ska

↪
dowej typu (0,2).

4.11 [Huybrechts 2.6.17] Warunek (dα)02 = 0 dla α ∈ A10(X) jest równoważny iwolutywności dys-
trybucji TX0,1 ⊂ TXC:

∀u, v ∈ Γ(TX01) [u, v] ∈ Γ(TX01).

Dowód z formu ly Cartana dα(u, v) = uα(v)− vα(u)− α([u, v]).

4.12 Niech P = 1
2(iI + id) be

↪
dzie rzutowaniem na formy typu (0,1). Warunek iwolutywności jest

równoważny:
∀u, v ∈ Γ(TX) P [Pu, Pv] = [Pu, Pv].

Po prostych przekszta lceniach otrzymujemy tensor Nijenhuisa:

4.13 Dla A ∈ End(TX) definiujemy tensor Nijenhuisa

NA(X,Y ) = −A2[X,Y ] +A([AX,Y ] + [X,AY ])− [AX,AY ] .

4.14 Warunek ca lkowalności (twierdzenie NewlanderaNirenberga): Struktura niemal zespolona I na
R2n pochodzi od wspó lrze

↪
dnych zespolonych wtedy i tylko wtedy gdy NI = 0.

4.15 Zwia
↪
zek z twierdzeniem Frobeniusa: cakowalność ⇔ inwolutywność dystrybucji.

4.16 Jeśli X jest rozmaitościa
↪
zepolona

↪
, to

d(Ap,q(X)) ⊂ Ap+1,q(X)⊕Ap,q+1(X)

d = ∂ + ∂, ∂2 = 0 = ∂
2
, ∂∂ + ∂∂ = 0 .

4.17 Kompleks Dolbeault: dla każdego 0 ≤ p ≤ dimCX mamy kompleks

0→ Ap,0(X)
∂→ Ap,1(X)

∂→ · · · ∂→ Ap,dimX(X)→ 0, ,

ker(∂ : Ap,0(X)→ Ap,1(X)) = Ωp(X) .

gdzie Ωp(X) . oznacza formy typu (p, 0) z holomorficznymi wspó lczynnikami.

4.18 Definiujemy kohomologie Dolbeault jako kohomologie tego kompleksu:

Hq
Dol(X; Ωp) := ker(∂ : Ap,q(X)→ Ap,q+1(X))/im(∂ : Ap,q−1(X)→ Ap,q(X)) .
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5

5.1 Holomorficzny Lemat Poincaré: cia
↪
g snopów

0→ OX → A0,0 → A0,1 → A0,2 → . . .

jest dok ladny. Ozacza to, że jeśli ∂̄α = 0, to loklnie istnieje forma β taka, że ∂̄β = α. Jeśli X jest
polidyskiem, forma α określona na otoczeniu jego domknie

↪
ciu, to można znaleźć forma

↪
β określona

↪
na

polidysku.
Dowód: Definiujemy operator

∫
1 dzia laja

↪
cy na funkcjach C∞(Dn)(∫

1
f

)
(z1, z2, . . . zn) = 1

2πi

∫
D

f(ξ,z2,...zn)
ξ−z dξ ∧ dξ̄.

Ćwiczenie:
∂

∂z̄

(∫
1
f

)
= f.

Sta
↪
d
∫

1( ∂
∂z̄1

f)− f jest funkcja
↪
holomorficzna

↪
ze wzgle

↪
du na z1.

Dla formy α = dz1 ∧ α1 + α2 ∈ A0,q(Dn) (gdzie α1 i α2 nie zawieraja
↪
dz̄1) definiujemy

I1(α) =

∫
1
α1

(ca lkujemy wspó lczynniki form). Sprawdzamy, że

(∂̄ ◦ I1 + I1 ◦ ∂̄)(α) = α− β1 ,

gdzie β1 jest holomorficzna za wzgle
↪
du na z1 i nie zawiera dz̄1. Jeśli ∂̄α = 0 to α = dI1α+β1. Stosuja

↪
c

operatot I do kolejnych zmiennych otrzymujemy, że α = ∂̄βn+γ, gdzie γ jest holomorficzna ze wzgla
↪
du

na wszystkie zmienne i nie zawiera żadnego dz̄i (zatem jeśli q > 0, to γ = 0).

5.2 Kohomologie o wspó lczynnikach w snopie (patrz podre
↪
cznik z algebry homologicznej)

Hk(X;F) = Hk(Γ(A•)) ,

gdzie
F ← A0 → A1 ← A2 ← . . .

jest dostatecznie ,,dobra
↪
” rezolwenta

↪
F . Można zak ladać warunek mie

↪
kkości: dla każdego przekroju F

na zbiorze domknie
↪
tym można przed lużyć do przekroju globalnego. (Zak ladamy, że X jest przestrzenia

↪

parazwarta
↪
.)

5.3 Snop A0
X funkcji C∞ na rozmaitości różniczkowej jest mie

↪
kki.

5.4 Każdy snop A0
X–modu lów jest mie

↪
kki.

5.5 Rezolwenta
OX → A0,•

jest mie
↪
kka, zatem

Hk(X;OX) = Hk(A0,•(X))

tzn kohomologie Dolbealt sa
↪
kohomologiami snopowymi w sensie algebry homologicznej.

5.6 W kategoryjnej definicji kohomologii jako funktora pochodnego funktora przekrojów globalnych
istotny jest pierścień bazowy. Jednak, skoro kohomologie można liczyć z rezolwent mie

↪
kkich, kohomolo-

gie nie zależa
↪
od tego pierścienia.
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5.7 Jeśli E jest lokalnie wolnym OX snopem (aka wia
↪
zka

↪
wektorowa

↪
) to

E ← E ⊗OX A
0,•

jest rezolwenta
↪
mie

↪
kka

↪
, zatem

Hk(X;E) = Hk(Γ(E ⊗OX A
0,•)) ,

w szczególności
Hk(X; Ωp) = Hk(Ap,•(X))

5.8 Kompleks A• = {R→ A0 → A1 → . . . } jest mie
↪
kka

↪
rezolwenta

↪
snopa funkcji lokalnie sta lych na

rozmaitości różniczkowej. Sta
↪
d

Hk(X;R) = Hk(A•(X)) .

Hk(X;C) = Hk(A•(X)C) .

5.9 Gdy X jest rozmaitościa
↪
zespolona

↪
, to AkC =

⊕
p+q=kAp,q. Dla p ≥ 0 definiujemy pdkompleks

F pAk =
⊕

p′+q=k, p′≥p
Ap′,q .

Definiujemy filtracje
↪
Hodge’a w kohomologiach

F pHk(X) = im(Hk(F pA•(X))→ Hk(A•(X)C)) .

5.10 Mamy
F pAk/F p+1Ak ' Ap,k−p .

Hp+q((F pAk/F p+1Ak)(X)) = Hq(X; Ωp) .

5.11 W ogólności kohomologie Hq(X; Ωp) sa
↪

zwia
↪
zane z Hk(X;C) cia

↪
giem spektralnym. W dalszej

cze
↪́
sci wyk ladu wykarzemy, że gdy X jestr rozmaitoćia

↪
rzutowa

↪
(ogólniej — Kählera) to

Hk(X;C) =
⊕
p+q=k

Hp,q(X) .

Hp,q(X) = F pHk(X) ∩ F qHk(X) ' Hq(X; Ωp) .

5.12 Addytywny Proplem Cousina: Dane pokrycie X zbiorami otwartymi X =
⋃
Ui. Na kzżdym

Ui dana funkcja meromorficzna fi taka, że różnice gij = (fi)|Ui∩Uj − (fj)|Ui∩Uj sa
↪

funkcjami holomor-
ficznymi. Czy istnieje globalna funkcja meromorficzna f taka, że f|Ui = fi?

Odpowiedź w je
↪
zyku kohomologii: uk lad funkcji {gij} spe lnia warunek kocyklu: gij−gik+gjk = 0,

zatem zadaje element kohomologii Čecha pokrycia {Ui}, tzn w Hk({Ui};OX). Jeśli ten element jest
zerowy (tzn kocykl jest kobrzegiem) to problem Cousina ma rozwia

↪
zanie. Dok ladniej: jeśli istnieja

↪
takie

funkcje holomorficzne hi na Ui, że gij = hi − hj , to funkcje meromorficzne f̃i = fi − hi sa
↪

zgodne na
przecie

↪
ciach i zadaja

↪
funkcje

↪
globalna

↪
. Dla rozwia

↪
zania problemu Cousina można za lożyć, że pokrycie

jest dowolnie drobne.

5.13 Jeśli pokrycie jest acykliczne, tzn Hk(Ui1 ∩ Ui2 ∩ · · · ∩ Ui` ;F) = 0 dla każdego k, ` > 0, to

Hk({Ui};F) ' Hk(X;F).

O kohomologiach Čecha można przeczytać też w [Szabat, Wste
↪
p do analizy zespolonej, jest też wydanie

angielskie: B. V. Shabath, Introduction to complex analysis].

5.14 Wniosek: skoroH1(Pn;OX) = 0, wie
↪
c na Pn problem Cousina ma zawsze pozytywne rozwia

↪
zanie.

Dla krzywych rodzaju > 0 problem Cousina nie zawsze ma rozwiaa
↪
zanie pozytywne.

5.15 Multiplikatywny Problem Cousina — zak ladamy, że fi/fj jest funkcja
↪
holomorficzna

↪
na Ui∩Uj

i szukamy globalnej f takiej, że f/fi jest holomorficzna na Ui. Odpowiedź zależy od klasy kocyklu w
H1(X;O∗X).
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6 Teoria Hodge’a

6.1 Operator formalnie sprze
↪
żony d∗ = −(−1)d(k+1) ∗ d∗ : Ak(M)→ Ak−1(M).

6.2 Laplasjan ∆ = dd∗ + d∗d, formy harmoniczne H = ker∆.

6.3 Dla zwartych C∞-rozmaitościach mamy:
– H = ker(d) ∩ ker(d∗) = ker(d) ∩ im(d)⊥

– podprzestrzenie H, im(d) i im(d∗) sa
↪
prostopad le.

6.4 Rozk lad Hodge’a A∗(M) = im(d)⊕H⊕ im(d∗).
Rozk lad Hodge’a wynika z ogólnej w lasności samosprze

↪
żonych operatorów eliptycznych, której nie

be
↪
dziemy dowodzić:

A∗(M) = ker(∆)⊕ im(∆) .

Ponadto dim(ker(∆)) <∞.

6.5 Wniosek 1: H → H∗(M) jest izomorfizmem.

6.6 Wniosek 2: Dualność Poincaré: dla każdej klasy kohomologii [α] 6= 0 istnieje klasa [β] w
dope lniaja

↪
cym wymiarze taka, że

∫
M α ∧ β 6= 0.

Zak ladamy, że α jest harmoniczna i przyjmujemy β = α∗.

6.7 Forma harmoniczna jest forma
↪
o najmniejszej normie w swojej klasie kohomologii.

6.8 Równanie ciep la d
dtα(t) = −∆α(t), α(0) = α (bez dowodów, patrz Arapura §7)

– równanie ciep la ma rozwia
↪
zanie dla t ≥ 0

– limt→∞α(t) istnieje i jest forma
↪
harmoniczna

↪
, oznaczamy αH ,

– α = αH + ∆G(α), gdzie G(α) =
∫∞

0 (α(t)− αH)dt jest operatorem Greena.

6.9 Ćw: Rozwia
↪
zać równanie ciep la gdy M = S1

Teoria Hodge’a na rozmaitościach käklerowskich

6.10 Dla rozmaitości zespolonej z iloczynem hermitowskim ∂∗ = − ∗ ∂̄∗, ∂̄∗ = − ∗ ∂∗

6.11 Rozmaitości kählerowskie: warunek dω = 0

6.12 Inna charakteryzacja rozmaitości kählerowskiej: w każdym punkcie istnieje uk lad wspó lrze
↪
dnych

taki, że metryka hermitowska jest standardowa z dok ladnościa
↪

do wyrazów rze
↪
du O(||x||2). [Voisin 1,

Prop 3.14]

6.13 Metryka Fubini-Study na Pn

< α, β >=
1

π

< w,w >< α̃, β̃ > − < α̃,w >< w, β̃ >

< w,w >2
,

gdzie α̃, β̃ ∈ TwCn+1 sa
↪

podniesieniami wektorów α, β ∈ T[w]Pn. W lokalnych wspó lrze
↪
dnych na U0

forme
↪
symplektyczna

↪
można zapisać jako

ω =
i

2π
∂∂̄log(1 +

n∑
k=1

|wk|2)

Spe lniony jest warunek Kählera dω = 0.

6.14 Dla n = 1

ω =
i

2π

1

(1 + ww̄)2
dw ∧ dw̄ =

1

π

1

(1 + x2 + y2)2
dx ∧ dy

oraz
∫
P1 ω = 1.
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6.15 Zespolona podrozmaitość Pn jest kählerowska.

6.16 Tożsamości Hodge’a:
i) [∂̄, L] = [∂, L] = 0 (bezpośrednio z warunku dω = 0)
i’) równoważnie komutowanie Λ z ∂∗ i ∂̄∗]
ii) [∂̄∗, L] = i∂, [∂∗, L] = −i∂̄
ii’) równowżnie [Λ, ∂̄] = −i∂∗, [Λ, ∂] = i∂̄∗ (to istota dowodu wszystkich tożsamości)
iii) [∂, ∂̄∗]s = [∂∗, ∂̄]s = 0 (to już formalne konsekwencje ii))
iv) ∆∂ = ∆∂̄ = 1

2∆ i jest przemienny z ∂, ∂̄, ∂∗, ∂̄∗, L i Λ (dowód formalny)

7

7.1 Dowód tożsamości Hodge’a: jeśli dω = 0 to w każdym punkcie istnieje uk lad wspólrze
↪
dnych, w

którym ω jest standardowa
↪

forma
↪

z dok ladnościa
↪

do wyrazów rze
↪
du conajmniej 2, tzn < ei, ej >z=

δi,j +O(||z||2).
Dowodzimy [∂̄∗, L] = i∂, gdzie ∂∗ = − ∗ ◦∂̄ ◦ ∗. Należy roz l ożyć ∂̄ =

∑
∂̄k, ω =

∑
ωk, gdzie

ωk = k
2dzkdz̄k. Operatory ωk i ∂∗` sa

↪
przemienne dla k 6= `. Pozostaje zbadać dzia lanie [ωk, ∂

∗
k ] na

α = fdzI ∧ dz̄J , i rozważaja
↪
c cztery przypadki k ∈ lub 6∈ I lub J .

Kohomologie rozmaitości Kählera

7.2 Wniosek: H∗(M) ' H jest reprezentacja
↪
sl2(Z).

7.3 Reprezentacje sl(2) sa
↪
opisane przez (4.8). Sta

↪
d

Lk : Hn−k(M)→ Hn+k(M)

jest izomorfizmem (Trudne twierdzenie Lefschetza).

Sygnatura

7.4 Dla ΛC mamy ∗dz = ∗(dx+ idy) = dy − idx) = −i(dx+ idy). Sta
↪
d ∗Λ1,0 = Λ1,0 i

Hp,q
sprze

↪
żenie
←→ Hq,p

∗ l l ∗

Hn−q,n−p
sprze

↪
żenie
←→ Hn−p,n−q

7.5 Relacje Hodge’a-Riemanna, wzór na sygnature
↪
: Forma

B(α, β) = ip−q · (−1)(k)(k−1)/2

∫
M
α ∧ β̄ ∧ ωn−k

jest dodatnio określona dla prymitywnych klas kohomologii α, β ∈ P p,q(M), k = p+ q.
Wszystko wynika z analogicznego stwierdzenia dla pote

↪
gi zewne

↪
trznej przestrzeni liniowej (3.13) i

naste
↪
puja

↪
cej równości dla α ∈ P k:

Ln−kα = (−1)
k(k−1)

2 (n− k)! ∗ I(α)

dowodzonej indukcyjnie

Ljα = (−1)
k(k−1)

2
j!

(n− k − j)!
∗ Ln−k−jI(α).

Wtedy:

α ∧ ᾱ ∧ ωn−k = α ∧ Ln−k(ᾱ) = α ∧ (−1)
k(k−1)

2 (n− k)! ∗ I(α) =

= (−1)
k(k−1)

2 α ∧ ∗(n− k)!I(α) = iq−p(−1)
k(k−1)

2 (n− k)! < α,α > vol

8



7.6 Mamy równości dimP p,q(M) = hp,q − hp−1,q−1 i z równości hp,q = hq,p = hn−p,n−q. Punktowo
iloczyn zewne

↪
trzny

(α, β) 7→ α ∧ β̄ ∧ ωn−p−q = φ(α, β)ωn

można wyrazić przez forme
↪
, która jest określona

↪
φ na każdej przestrzeni P p,q dla p + q parzystego.

Wynika sta
↪
d wzór na sygnature

↪

sgn(M) =
∑

p+q=dim(M)

∑
j≥0

ip−q · (−1)
dim(M)

2 −j dim(P p−j,q−j) =

dim(M)∑
p,q=0

(−1)php,q .

Wystarczy sumować sk ladniki dla których p− q jest parzyste. Dla rozmaitości wymiaru 4:

sgn(M) =
+p4,0 −p3,1 +p2,2 −p1,3 +p0,4

+p2,0 −p1,1 +p0,2

+p0,0

=
+h4,0 −h3,1 + h2,0 +h2,2 − h1,1 −h1,3 + h0,2 +h0,4

+h2,0 −h1,1 + h0,0 +h0,2

+h0,0

=

+h4,4

+h4,2 −h3,3 +h2,4

+h4,0 −h3,1 +h2,2 −h1,3 +h0,4

+h2,0 −h1,1 +h0,2

+h0,0

7.7 Dla spójnych powierzchni: forma przecie
↪
ć jest typu (2h2,0 + 1, h1,1 − 1).

8

8.1 Kohomologie rozmaitści Kählera - podsumowanie
– Hk(M) =

⊕
p+q=kH

p,q(M), gdzie Hp,q(M) ' Hp,q ' Hq(X; Ωp)

– Hp,q = Hq,p (sprze
↪
żenie zespolone)

– ∗Hp,q = Hn−q,n−p, gdzie n = dimX (Dualność Serre’a)
– Jeśli k = n− (p+ q) ≥ 0 to Lk : Hp,q(X)→ Hp+k,q+k(X) jest izomorfizmem
– rozk lad Lefschetza jeśli p+ q ≤ n

Hp,q(M) = P p,q(M)⊕ L(P p−1,q−1(M)⊕ L2(P p−2,q−2(M)⊕ . . .

8.2 Diament Hodge’a hp,q = hn−p,n−q = hq,p. Np dla n = 3

h33

h32 h23

h31 h22 h13

h30 h21 h12 h03

h20 h11 h02

h10 h01

h00

=

1
♠ ♠

♦ ♣ ♦
� ♥ ♥ �
♦ ♣ ♦
♠ ♠

1

h00 ≤ h11, h10 ≤ h21

8.3 Dla rozmaitości Calabi-Yau tzn gdy Ωn ' OX (i dodatkowo zak ladamy, że H0(X,Ωp) = 0 dla
0 < p < n) diament Hodge’a wygla

↪
da tak (n = 3)

1
0 0

0 ♣ 0
1 ♥ ♥ 1

0 ♣ 0
0 0

1
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Mówimy, że X∗ jest kohomologicznym lustrem X gdy hpq(X∗) = hn−p,q(X). Dla 3-rozmaitości oznacza
to h12(X∗) = h11(X) i h11(X∗) = h12(X). Symetria lustrzanej to geometryczny sposób znajdowania
X∗.

8.4 C∞ Teoria Morse’a [Milnor – Morse theory, 1963]
– funkcja Morse’a f : M → R to funkcja w laściwa, taka że jeśli Df(p) = 0, to D2f(p) jest forma

↪

niezdegenerowana
↪
. Zak ladamy też, że w przeciwobrazie wartości krytycznej jest tylko jeden punkt

krytyczny.
– ind(p)=indeks punktu krytycznego = ilość minusów w formie D2f(p), wtedy M≤p+ε powstaje z

M≤p−ε poprzez doklejenie Iind(p) × In−ind(p) wzd luż ∂Iind(p) × In−ind(p), czyli homotopijnie doklejamy
komórke

↪
wymiaru ind(p).

– niech M ⊂ RN , fq(x) = dist(q, x)2 dla ustalonego q ∈ RN \M : dla prawie wszystkich q jest
funkcja

↪
Morse’a

– za lóżmy, że q = 0, p jest krytyczny, TpM = {xn+1 = xn+2 = · · · = 0}; zatem M lokalnie jest
wykresem funkcji g : Rn → RN−n, Dg(0) = 0; możemy za lożyć, że g(0. . . . , 0) = (a, 0, . . . , 0) dla a > 0;
wtedy

fq(x) =
n∑
i=1

x2
i + (a+ g1(x1, . . . , xn))2 +

N−n∑
j=2

gj(x1, . . . , xn)2 =
n∑
i=1

x2
i + 2ag1(x1, . . . , xn) +O(||x||4) ,

sta
↪
d

D2fq(p) = 2(I + aD2g1(0)) .

oraz
ind(p) = #{λ ∈ specD2g1(0) | λ < − 1

a}

8.5 Jeśli M ⊂ CN podrozmaitość zespolona, q 6∈ M , p punkt krytyczny funkcji fq, to indeks tego
punktu jest conajwyżej dimC(M).

– możemy za lożyć jak wyżej, że q = 0, a ∈ R+.

Krok pomocniczy: Niech Q be
↪
dzie niezdegenerowana

↪
forma

↪
zespolona

↪
dwuliniowa

↪
na Cn. Jeśli u

jest wektorem w lasnym rzeczywistej formy re(Q) z wartościa
↪
w lasna

↪
λ, to I(u) jest wektorem wa

↪
snym

z wartościa
↪
w lasna

↪
−λ.

Indeks formy 2(I + a re(D2g(0)) jest conajwyźej 1
2 dimR(M).

8.6 Jeśli M ⊂ CN podrozmaitość zespolona wymiaru n, to M ma typ homotopijny n-wymiarowego
CW-kompleksu/kompleksu symplicjalnego. Zatem Hk(M ;R) = 0 dla k > n (wspó lczynniki dowolne).

8.7  Latwe twierdzenie Lefschetza [Milnor §7]: Jeśli X ⊂ PN podrozmaitość zespolona wymiaru n,
Y = X ∩ PN−1, to Hn−k(X \ Y ) ' Hk(X,Y ) = 0 dla k < n. Zatem i∗ : Hk(X) → Hk(Y ) jest
izomorfizmem dla k < n− 1, monomorfizmem dla k = n− 1.

8.8 Podobnie: Hn−k(X \ Y ) ' Hk(X,Y ) = 0 dla k < n. Zatem i∗ : Hk(Y ) → Hk(X) jest izomor-
fizmem dla k < n− 1, epimorfizmem dla k = n− 1.

8.9 Ponadto i∗ : π1(Y )→ π(X) jest izomorfizmem gdy 1 < n− 1, epimorfizmem dla 1 = n− 1.

8.10 Jeśli X ⊂ PN , oraz M jest g ladka
↪

hiperpowierzchnia
↪

stopnia d, to M ∩ X ' ι(X) ∩ H, gdzie
ι : PN → P(Symd(CN+1)) jest zanurzeniem Plückera, i H jest hiperp laszczyzna

↪
w P(Symd(CN+1)).

Sta
↪
d dla zupe lnego przecie

↪
cia dostajemy informacje

↪
o wszystkich liczbach Bettiego X ⊂ PN oprócz

środkowej:
X = XN−n ⊂ XN−n−1 ⊂ · · · ⊂ XN−1 ⊂ XN = PN

dim(Xi) = N − i, skoro k < n < dim(Xi) dla i < N − n, to mamy izomorfizmy Hk(Xi) ' Hk(xi+1).
Zatem

Hk(X) =

{
Z dla k parzystego

0 dla k nieparzystego

dla k < n, oraz z dualności Poincaré Hk(X) ' H2n−k(X) ten sam wzór mamy dla n > k.
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8.11 Dla zupe lnych przecie
↪
ć, poza środkowym wymiarem H∗(X;Q) sa

↪
generowane przez [ωk].

8.12 Ćw: znaleźć dim(Hn(Qn)) dla nieosobliwej kwadryki w Pn+1.

Teoria Picarda-Lefschetza

8.13 Niech X ⊂ PN rozmaitość rzutowa wymiaru n, H hiperpowierzchnia, Y = X ∩H. Definiujemy
cykle niezmiennicze i znikaja

↪
ce:

Inv = im(ι∗ : Hn−1(X)→ Hn−1(Y )) ,

V an = ker(ι∗ : Hn−1(Y )→ Hn+1(X))( = ker(ι∗ : Hn−1(Y )→ Hn−1(X)) ) ,

Korzystaja
↪
c z tożsamości [Y ] ∪ a = i∗i

∗a i trudnego twierdzenia Lefschetz dowodzimy, że

Hn−1(Y ) = Inv ⊕ V an .

Ponadto z tożsamości (i∗a∪b, [Y ]) = (a∪i∗b, [X]) otrzymujemy, że Inv i V an sa
↪
prostopad le ze wzgle

↪
du

na forme
↪
przecie

↪
ć.

8.14 Pe
↪
k Lefschetza: niech X ⊂ PN , A podprzestrzeń rzutowa kowymiaru 2. Hiperp laszczyzny

H ⊂ PN zawieraja
↪
ce A sa

↪
parametryzowane przez P1. Oznaczenie: dla λ ∈ P1 odpowiadaja

↪
ca przestrzeń

to Hλ. Definiujemy
X̃ = {(x, λ) ∈ X × P1 | x ∈ Hλ} .

Mamy rzutowania
X ←− X̃ p−→ P1 .

Mówimy, że X jest pe
↪
kiem Lefschetza gdy X̃ jest g ladkie i rzutowanie na P1 ma tylko proste osobliwości

(postać lokalna
∑n

i=1 z
2
i ), conajwyżej jedna we w lóknie.

Twierdzenie: dla generycznego wyboru A otrzymujemy pe
↪
k Lefschetza.

8.15 Niech S ⊂ P1 be
↪
dzie zbiorem wartości krytycznych p, U = P1 \S. Wtedy p : X̃U = p−1(U)→ U

jest rozw lóknieniem lokalnie trywialnym w topologii C∞. Niech λ ∈ U . Grupa podstawowa π = π1(U, λ)
dzia la na kohomologie w lókna Xλ = X ∩ Hλ. Opiszemy podprzestrzenie Inv i V w Hn−1(Xλ) w
terminach dzia lania π.

8.16 Twierdzenie (równoważne Trudnemu Lefschetzowi) dla pe
↪
ku Lefschetza mamy

Inv = Hn−1(Y )π ,

gdzie π = π1(U, λ), oraz (−)π oznacza niezmienniki dzia lania. Ponadto cykle znikaja
↪
ce V an ⊂

Hn−1(Y ) ' Hn−1(Y ) sa
↪

generowane przez geometryczne cykle odpowiadaja
↪
ce punktom osobliwym

odwzorowania X → P1.

Patrz np: Klaus Lamotke, The topology of complex projective varieties after S. Lefschetz. Topology
20 (1981), no. 1, 15-51 lub

[Arapura §13.3] Donu Arapura, Algebraic Geometry over the Complex Numbers, Springer Univer-
sitext 2012

9 Monodromia

9.1 Ogólne wiadomości o monodromii: dla topologicznego rozw lóknienia F ⊂ E → B mamy odw-
zorowanie

π1(B, b)→ [Fb, Fb]

skonstruowane przez wasność podnoszenia homotopii oraz

π1(B, b)→ Aut(H∗(Fb)) .
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9.2 Cia
↪
g Wanga dla rozw lóknienia nad okre

↪
giem

→ Hk(F )
µ−1→ Hk(F )→ Hk(E)→ Hk−1(F )→

otrzymany z cia
↪
gu dok ladnego pary (E,E+), gdzie E+ jest przeciwobrazem pó lokre

↪
gu

→ Hk+1(E,E+)→ Hk(E+)→ Hk(E)→ Hk(E,E+)→

9.3 Inna sytuacja, gdzie monodromia ma kluczowe znaczenie: Niech f : Cn → C kie lek odwzorowania
holomorficznego z izolowana

↪
osobliwościa

↪
w zerze, f(0)− 0. Rozw lóknienie Milnora

f/|f | : S2n−1
ε \X → S1

i równoważne z nim
f : Bε ∩ f−1(S1

δ )→ S1 ,

0 < δ << ε << 1.

9.4 Lokalna topologia osobliwości
∑
z2
i : zbiór Yε = {

∑
z2
i = ε} jest homeomorficzny z TSn−1.

(Uwaga na zmiane
↪
orientacji o (−1)n(n+1)/2.)

Yε = {
∑

xiyi = 0,
∑

x2
i − y2

i = ε} ,

Yε = {(x, y) = 0, ||x||2 = ε+ ||y||2} ,

Yε = {(x, y) = 0, | |x/
√
ε+ ||y||2

∣∣|2 = 1
}
,

TSn−1 = {(u, y) = 0, ||u|| = 1}, gdzie u = x√
ε+||y||2

.

9.5 Niech
δ = [Sn−1], ` – klasa w lókna TSn−1 .

Lokalna monodromia osobliwości kwadratowej dzia la tak:

µ(`) = `+ δ

9.6 Formu la Picarda Lefschetza. Monodromia dzia lania γ na cyklach w Y :

µ(α) = α+ (−1)n(n+1)/2(α, δ)δ,

gdzie δ klasa ma lej sfery w otoczeniu i-tego punktu krytycznego.

9.7 Wracamy do pe
↪
ku Lefschetza: Dana podrozmaitość X ⊂ PN = P(CN+1) oraz A ⊂ PN = P(V ),

liniowa podprzestzreń kowymiaru 2. Prosta rzutowa P1 = P(CN+1/V ) parametryzuje hiperp laszczyzny
Hλ zawieraja

↪
ce A. Jeśli A jest transwersalne do X, to

X̃ = {(x, λ) ∈ X × P1 | x ∈ Hλ}

jest izomorficzne z rozdmuchaniem X w X∩A. W szczególności X jest rozmaitościa
↪
g ladka

↪
. Zak ladamy,

że rzutowanie X → P1 ma jedynie osobliwości typu Morse’a.

9.8 Mamy rozw lóknienie nad U = P1\S z w lóknem dyfeomorficznym z Y . Zbiór U możemy utożsamić
z dyskiem bez kilku punktów. Grupa podstawowa U jest wolna, generowana przez γ1, γ2, . . . , γk (po
jednym generatorze dla każdej wartości krytycznej. Jedyna relacja, to γ1γ2 . . . γk = 1 (można wyrzucić
γk i be

↪
da

↪
wolne generatory).

9.9 Twierdzenie Picarda-Lefschetza: w pe
↪
ku Lefschetza

– V an = ker(Hn−1(Y )→ Hn−1(X)) ' im(Hn(X,Y )→ Hn−1(Y )) jest generowane przez cykle δi
zwia

↪
zane z punktami krytycznymi odwzorowania X̃ → P1

– Inv = Hn−1(Y )π

– Hn−1(Y ) = Inv ⊕ V an, suma ortogonalna ze wzgle
↪
du na forme

↪
przecie

↪
ć

– rerezentacja π = π1(U) na V an jest prosta.

9.10 Przyk lad rodziny w P2 z monodromia
↪
, która nie jest pólprosta:

z0z
2
2 = 4z3

1 + (t− 3)z2
0z1 + (s− 1)z3

0 .

Monodromia jest postaci

(
1 1
0 1

)
. [Barth-Hulek-Van de Ven, Compact Complex Surfaces p.152]
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Formalność

(Tego nie omawiaem)

9.11 ∂∂̄–lemat: jeśli ∂̄α = 0 i α = ∂β, to istnieje γ taka, że α = ∂∂̄γ.

Dowód: Zak ladamy że α ∈ Ap,q, ∂α = 0, α = ∂̄β:

α = ∂̄β = ∂̄(βh + ∂γ + ∂∗δ) = ∂̄∂γ + ∂̄∂∗δ

0 = ∂α = ∂∂̄∂∗δ

0 = (∂∂̄∂∗δ, ∂̄δ) = (∂̄∂∗δ, ∂∗∂̄δ) = −||∂̄∂∗δ||2

9.12 Bliźniaczy ddc–lemat, gdzie
dc = I−1dI = i∂ − i∂̄

dc = −i(∂ − ∂̄), (dc)∗ = − ∗ dc∗

(trzeba sprawdzić, że [dc, d∗] = 0.) Korzystamy z z rozk ladu Hodge’a dla dc (sprze
↪
żenie rozk ladu dla

d).
dcα = 0 i α = dβ i ∃γ α = ddcγ .

9.13 CDGA modulo kwaziizomorfizmy i formalność

9.14 Formalność rozmaitości kählerowskich:
– Niech Z•dc(M) = ker(dc) ⊂ A•(M) w lożenie jest kwazi-izomorfizm (epi, bo H ⊂ Z•dc(M), mono

bo gdy dcα = 0, α = dβ to α = ddcγ
– Różniczka (H∗dc(M), d) jest trywialna.
– Niech H∗dc(M) = ker(dc)/im(dc), rzutowanie (Z•dc(M), d) → (H∗dc(M), d) jest kwaziizomor-

fizmem (oczywiste).

9.15 Wniosek: dla rozmaitości Kählera wszystkie produkty Masseya znikaja
↪
.

(Potrójny produkt Masseya klas kohomologii ([α], [β], [γ]) — definicja Huybrechts 3.A.31)

Prykad

9.16 Z teorii Hodge’a wynika, że α ∈ Ωp(X) jest holomorficzna
↪

forma
↪
, to dα = 0. Poniżej jest

przyk lad nietrywialnej 1-formy holomorficznej na krzywej eliptycznej zadanej równaniem.

9.17 Niech f = y2z − (x3 + pxz2 + qz3) = 0 zadaje g ladki stożek w cE ⊂ C3.
– Iloraz form α = vol

df lokalnie (tam gdzie f ′y 6= 0) równy

−dx ∧ dz
f ′y

=
dz ∧ dx

2yz

jest dobrze określona
↪
forma

↪
na cE \ {0}.

– cE \{0} rozw lóknia sie
↪
nad E z w lóknem C∗. W trywializacji x = uz, y = vz forma α jest równa

α =
dz ∧ (zdu+ udz)

2vz2
=
dz

z
∧ du

2v

– ca lkuja
↪
c te

↪
forme

↪
po wia

↪
zce okre

↪
gów dostajemy 1-forme

↪
na E

β =

∫
z
α = 2πiresz(α) = 2πi

du

2v

– Ta forma jest nietrywialna: gdy p, q ∈ R można obliczyć ca lke
↪
z tej formy po cyklu RP2 ∩ E∫

RP2∩E
β = 2 · 2πi

∫ ∞
u0

β = 2πi

∫ ∞
u0

1√
u3 + pu+ q

du 6= 0
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(zak ladamy, że RP2 ∩ E = {[u0, 0, 1], [1, 0, 0]})
Patrz Mathematica Wolfram ,,incomplete elliptic integral of the first kind” np. gdy

f = y2z − (x3 + x) ,

to ∫ ∞
0

1√
u3 + u

du =
8Γ
(

5
4

)2
√
π

10 Wia
↪
zki wektorowe

10.1 Aksjomatyczna definicja klas Cherna np wg Milnora-Stasheffa

Dalej Huybrechsa §4

10.2 Struktura hermitowska na wia
↪
zce zespolonej (nad dowolna

↪
baza

↪
)

10.3 Zak ladamy, że baza X jest rozmaitościa
↪
zespolona

↪
, E wia

↪
zka

↪
holomorficzna

↪
. Niech Ak(X,E) =

Γ(AkX ⊗ E), Ak(X,E) =
⊕

p+q=k A
p,q(X,E). Operator ∂̄E : Ap,q(X,E)→ Ap,q+1(X,E).

10.4 Gdy baza jest rozmaitościa
↪

zespolona
↪

ze struktua
↪

hermitowska
↪
, E wia

↪
zka

↪
ze struktura

↪
hermi-

towska
↪
definiujemy antyliniowy izomorfizm

∗̄E : Ap,q(X,E)
'−→ An−p,n−q(X,E∗)

oraz operator
∂̄∗E = −∗̄E∗ ∂̄∗̄E : Ap,q(X,E)→ Ap,q−1(X,E)

który jesat formalnie sprze
↪
żony do δ̄E .

10.5 Laplasjan ∆E = [∂̄E , ∂̄
∗
E ]s. Formy harmoniczne Hp,q = ker(∆E) ∩Ap,q(X,E).

10.6 Rozk lad Hodge’a i izomorfizm Hp,q(X;E) := Hq(X; Ωp ⊗ E) ' Hp,q.

10.7 Dulaność Serre’a

10.8 Koneksja na wia
↪
zce zespolonej nad C∞ rozmaitościa

↪
.

10.9 Koneksja zgodna ze struktura
↪

hermoitowska
↪

na wia
↪
zce (lokalnie w trywializacji ∇ = d + α,

gdzie α ∈ A1(X, u(E)) ⊂ A1(X,End(E)).

10.10 Koneksja zgodna ze struktura
↪
zespolona

↪
tzn ∇0,1 = ∂̄E .

10.11 Istnieje dok ladnie jedna koneksja zgodna ze struktura
↪
hermitowska

↪
i zespolona

↪
.

11 Klasy Cherna

11.1 Koneksja holomorficzna: lokalnie, gdy E ' Cn, D = ∂ ⊗ id + α, α ∈ Ω1 ⊗ End(E). Nie musi
zawsze istnieć. Przeszkoda

↪
jest klasa Atiyaha A(E) ∈ H1(X; Ω1 ⊗ End(E)). Klasa Atiyaha zadana

jest przez kocykl Cecha {dψij} (z z lożony z trywializacja
↪
wia

↪
zki), gdzie ψi,j jest kocyklem sklejaja

↪
cym

wia
↪
zke

↪
. Koneksja holomorficzna istnieje na E wtedy i tylko wtedy gdy A(E) = 0.

11.2 Przyk lad E = O(n)→ P1. Mamy

A(E) = dzn = n zn−1dz ∈ H0(C∗,Ω1) ' H1(P1; Ω1 ⊗ End(E)).

11.3 Rozszerzenie koneksji poprzez formu le
↪
Leibniza ∇E : Ak(X,E)→ Ak+1(X,E).
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11.4 Koneksja na E indukuje koneksje
↪
na End(E)

(∇f)(s) := ∇(f(s))− f∇s = [∇, f ]s .

11.5 Krzywizna F∇ = ∇2 ∈ A2(X,E) jest A1(X) liniowa, wie
↪
c zadaje przekrój A2(X,End(E)).

11.6 Jeśli lokalnie ∇ = d+ α, to F∇ = dα+ α ∧ α ∈ A2(X,End(E)).

11.7 Jeśli ∇ jest zgodna ze struktura
↪
hermitowska

↪
i zespolona

↪
, to F∇ ∈ A1,1(X;End(E, h)).

11.8 Dla wia
↪
zek liniowych End(E) = C, α ∧ α = 0, wie

↪
c F∇ = ∂α = ∂∂̄ log h, gdzie H = [h] jest

macierza
↪
iloczynu hermitowskiego.

11.9 Tożsamość Bianchi:
∇(F∇) = 0 ∈ A3(X,End(E)).

Lokalnie dla ∇ = d+ α

∇(F∇) = (d+ α)(dα+ α ∧ α) = d(α ∧ α) + [α, dα] = 0 .

Mamy też
dF∇ = d(dα+ α ∧ α) = dα ∧ α− α ∧ dα = [dα, α] = [F∇, α] .

11.10 Dla dowolnego wielomianu P : End(Cn)→ C niezmienniczego ze wzgle
↪
du na sprze

↪
żenie forma

P (∇2
E) ∈ A2 deg(P )(X) jest zamkie

↪
ta.

Dowód (wg Milnora-Stasheffa Appendix C) Dla A = (aij)i,j definiujemy macierz P ′(A) = ( ∂P
∂aji

)i,j .

Mamy dP (A) = tr(P ′(A) · dA). Ponadto, jeśli P jest Ad-niezmienniczy, to macierze P ′(A) i A sa
↪

przemienne.

dP (F∇) = P ′(F∇)dF∇ = P ′(F∇)[F∇, α] = P ′(F∇) ∧ F∇ ∧ α− P ′(F∇) ∧ α ∧ F∇ =

= F∇ ∧ P ′(F∇) ∧ α− P ′(F∇) ∧ α ∧ F∇ = [F∇, P
′(F∇) ∧ α] = 0 .

11.11 Uwaga: Przekszta lcenie

C[Mn×n(C)]GLn → C[macierze diagonalne]Σn = C[σ1, σ2, . . . , σn]

jest izomorfizmem. Jeśli P jest wielomianem Ad-niezmienniczym, to można go wyrazić przez wspó lczynniki
wielomianu charakterystycznego. Równoważnie: P (A) jest funkcja

↪
symetryczna

↪
od wartości w lasnych

macierzy A.

11.12 P (F∇) definiuje klase
↪
kohomologii, która nie zależy od wyboru koneksji. Biora

↪
c P =

(
i

2π

)k
σk

(gdzie σk jest k-tym wspó lczynnikiem wielomianu charakterystycznego) definiujemy klasy Cherna.

11.13 Sprawdzamy, że klasy Cherna spe lniaja
↪

aksjomaty. Unormowanie: OP1(−1) ⊂ Cn+1, na
zbiorze Cn = U0 = {z0 6= 0} ze wspó lrze

↪
dnymi wi = zi

z0
mamy przekrój s(w1, w2, . . . , wn) = (1, w1, w2, . . . , wn).

Sta
↪
d [c1(O(−1)] =

[
i

2π∂∂̄ log(1 + |w|2)
]
. Dla n = 1:

[c1(O(−1)] =

[
i

2π
∂∂̄ log(1 + w2)

]
=

[
i

2π

dz ∧ dz̄
(1 + |w|2)2

]
=

[
i

2π

−2idx ∧ dy
(1 + |w|2)2

]
Po sca lkowaniu po P1 dostajemy −1. Forma definiuja

↪
ca c1(OPn(1)) jest równa formie Fubini-Study.

11.14 Charakter Cherna ch(E): przyjmujemy P (A) =
∏n
k=1 exp( iλk2π ). Mamy

ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F )

ch(E ⊗ F ) = ch(E) · ch(F )
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11.15 Pierwsza klasa Cherna:

– aksjomatycznie:
* jest naturalna ze wzgle

↪
du na przekszta lcenia cia

↪
g le/g ladkie

* c1(L⊗K) = c1(L) + c1(K)
* c1(OP1(1)) = dodatni generator H2(P1)

– i
2π [F∇] = i

2π [∂∂̄ log h]

– poprzez teorie
↪
przeszkód

– V ect1(X) = [X,BC∗] = [X,P∞] = [X,K(Z, 2)] = H2(X;Z),
gdzie V ect1(X) = H1(X;C(X,C∗)) oznacza zbiór klas izomorfizmu wia

↪
zek liniowych.

–poprzez cia
↪
g dok ladny kohomologii stowarzyszony z krótkim cia

↪
giem dok ladnym snopów

0→ 2πiZ→ C(X,C)→ C(X,C∗)→ 0

0 = H1(X,C(X,C))→ H1(X,C(X,C∗))→ H2(X; 2πiZ)→ H2(X,C(X,C)) = 0

– poprzez teorie
↪
przeszkód: przeszkoda do istnienia niezerowego przekroju w

H2(X;π1(C∗)) ' H2(X;Z)

11.16 Dla rozmaitości zespolonych i wia
↪
zek holomorficznych:

– klasa Atiyaha A(X) ∈ H1(X; Ω1)
– dywizor zadany przez przekrój meromorficzny wia

↪
zki

– poprzez cia
↪
g dok ladny kohomologii stowarzyszony z krótkim cia

↪
giem dok ladnym snopów

0→ 2πiZ→ OX → O∗X → 0

H1(X,OX)→ H1(X,O∗X) = Pic(X)
c1−→ H2(X; 2πiZ)→ H2(X,OX)

12

[wg Griffiths-Harris z dostostosowana notacja
↪
, Ch.1,§2]

12.1 Mówimy, że forma ω ∈ A1,1(X)∩A2(X) ⊂ A2(X)C jest dodatnia, gdy jest minus cze
↪́
scia

↪
urojona

↪

iloczynu hermitowskiego 〈〈x, y〉〉 = 〈x, y〉 − iω(x, y), tzn

ω =
i

2

∑
hijdzi ∧ d̄zj ,

gdzie (hij) jest macierza
↪
iloczynu hermitowskiego.

12.2 Wia
↪
zki liniowa jest dodatnia gdy dopuszcza koneksje

↪
∇ taka

↪
, że i

2π F∇ jest dodatnia
↪
(1,1)-forma

↪
.

12.3 Stw: Jeśli [ω] = c1(L) ∈ H2(X), gdzie ω jest rzeczywista
↪

(1,1)-forma
↪
, to istnieje koneksja ∇

taka, że ω = i
2π F∇.

Dw: lokalnie w trywializacji F∇ = ∂∂̄ log(h(z)). Dla innego wyboru metryki mamy h′ = eρh. Sta
↪
d

F∇′ = ∂∂̄ log(eρh(z)) = F∇ + ∂∂̄ρ.

Chcemy by
F∇′ = −2πiω = F∇ + dβ

dla zadanej β ∈ A1(X). Zatem trzeba rozwia
↪
zać równanie

∂∂̄ρ = dβ .

Wtedy h′ = eρh i ∇′ jest zgodna
↪
koneksja

↪
. Zamiast tego rozwia

↪
zujemy równanie

ddcρ̃ = dβ

(bo ddc = −i(∂ + ∂̄)(∂ − ∂̄) = 2i∂∂̄). To jest dok ladnie ddc lemat 9.12
α = dβ i dcα = 0 ⇒ α = ddcγ
(za lożenie dcα = 0 jest spe lnione bo skoro α jest typu (1,1), dα = 0, to ∂α = 0 i ∂̄α = 0).
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12.4 Przyk lad wia
↪
zki dodatniej: OPn(1).

12.5 Jeśli L i K dodatnie, to L⊗K też. Jeśli K = L⊗n jest dodatnie, to L też. Obcie
↪
cie zachowuje

dodatniość.

12.6 Jeśli L jest generowana przez globalne przekroje, to L jest ,,pó ldodatnia”, tzn L dopuszcza
koneksje

↪
, której krzywizna definiuje forme

↪
póltora-liniowa nieujemnie określona

↪
. W lasność pó ldodatniości

jest zachowywana przez pull-backi.

12.7 Jeśli s0, s1, . . . , sm ∈ H0(X;L) nie maja
↪

wspólnych zer, to jest zdefiniowane odwzorowanie
φ : X → Pm, L = φ∗O(1). Indukowana koneksja ma pó ldodatnia

↪
krzywizne

↪
.

12.8 Tw Kodairy o zanurzeniu: Jeśli wia
↪
zka jest dodatnia, to dla dostatecznie dużego ν jest gen-

erowana przez globalne przekroje i odwzorowanie X → P(H0(X;Lν)) jest zanurzeniem. (Zak ladamy
tylko, że X jest zwarta, analityczna.)

12.9 Wniosek: Isnienie dodatniej wia
↪
zki implikuje, że jest algebraiczna.

Poniżej używamy E jako oznaczenie wia
↪
zki, bo L jest zarezerwowane na operator Lefschetza.

Zak ladamy, że X jest warta
↪
rozmairościa

↪
analityczna

↪
.

12.10 Z rozk ladu Hodge’a dla ∂̄

Hp,q(X;E) = Hp,q(E) = ker(∆E) .

– Operator L : Ap,q(X;E)→ Ap+1,q+1(X;E) i sprze
↪
żony Λ

– ∇ = ∇1,0 + ∂̄E oraz tożsamość

[Λ, ∂̄E ] = −i(∇1,0)∗

(uogólnienie tożsamośc Kählera [Λ, ∂̄] = −i∂∗)

12.11 (Znikanie Kodairy-Nakano) Jeśli E jest dodatnia, to Hp,q(X;E) = Hq(X; Ωp
X ⊗ E) = 0 dla

p+ q > dimX.
Niech η ∈ Hp,q(E),

∂̄Eη = 0, ∂̄∗Eη = 0

F∇η = ∂̄E∇1,0η

Sta
↪
d

i〈ΛF∇η, η〉 = i〈Λ∂̄E∇1,0η, η〉 = i〈(∂̄EΛ− i(∇1,0)∗)∇1,0η, η〉 = 〈(∇1,0)∗∇1,0η, η〉 = 〈∇1,0η,∇1,0η〉 ≥ 0

Podobnie
i〈F∇Λη, η〉 = i〈(∂̄E∇1,0 +∇1,0∂̄E)Λη, η〉 = i〈∇1,0(Λ∂̄E + i(∇1,0)∗)η, η〉 =

−〈∇1,0(∇1,0)∗η, η〉 = −〈(∇1,0)∗η, (∇1,0)∗η〉 ≤ 0

Sta
↪
d

i〈[Λ, F∇]η, η〉 = ||(∇1,0)∗η||2 + ||∇1,0η||2 ≥ 0

Ale
iF∇ = 2πL

bo L jest dodatnia, wie
↪
c i

2πF∇ jest forma
↪
Kählera. Sta

↪
d

i〈[Λ, F∇]η, η〉 = 2π〈[Λ, L]η, η〉] = −2π〈Hη, η〉 = 2π(n− (p+ q))||η||2.

Jeśli n− (p+ q) ≤ 0, to i〈[Λ, F∇]η, η〉 ≤ 0. Zatem ||η||2 = 0.

12.12 Wniosek: je
↪́
sli L⊗n = O(1)X dla pewnego zanurzenia X ⊂ PN , to Hk(X,Ωn

X ⊗ L) = 0 dla
k > 0.

Poprzez dualność (lub bezpośrednio, korzystaja
↪
c z tego, że i

2πF∇L∗ = −ω:

Hk(X,L∗) = 0

dla k < n.

12.13 Jeśli L jest dodatnia K dowolna, to Hq(X,L⊗µ ⊗K) = 0 dla µ >> 0.
Dow L⊗µ ⊗K = Ωn ⊗Mµ, gdzie Mµ = L⊗µ ⊗K ⊗ Ωn jest dodatnia dla dostatecznie dużych µ.
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13 Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu

Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu wedug Griffiths-Harris §1.4

13.1 Jeśli X jest zwarta
↪

rozmaitścia
↪
, a L szeroka

↪
wia

↪
zka

↪
na X, to kanoniczne odwzorowania φLn :

X → H0(X;Ln) dla dostatecznie dużych n jest w lożeniem.

Kroki dowodu:
a) φLn jest dobrze określone, tzn nie ma punktu w którym wszystkie przekroje zeruja

↪
sie

↪
: dla

x ∈ X obcie
↪
cie

H0(X;Ln)→ Lnx = H0(X;Lb ⊗OX/mx)

jest epi,
b) φLn rozdziela punkty: dla x ∈ X obcie

↪
cie

H0(X;Ln)→ Lnx ⊕ Lny

jest epi, ( b) ⇒ a) )
c) φLn ma niezdegenerowana

↪
rórżniczke

↪
w każdym punkcie x:

H0(X;Ln ⊗mx)→ Lnx ⊗ T ∗xX = H0(X;Ln ⊗ Ω1
X ⊗OX/mx)

jest epi.
Zamiast badać te przekszta lcenia naX rozdmuchujemy punkty i dowodzimy równoważnych stwierdzeń:
b’) obcie

↪
cie

H0(X̃; L̃n)→ H0(E; L̃n|E) = H0(X̃; L̃n ⊗OX̃/IE)

jest epi, gdzie X̃ = BlxBlyX, L̃ jest wia
↪
zka

↪
przecia

↪
gnie

↪
ta

↪
na X̃, E jest suma

↪
dywizorów wyja

↪
tkowych,

IE snopem idea lów E.
c’) obcie

↪
cie

H0(X̃; L̃n ⊗ IE)→ H0(E; L̃n|E ⊗ IE) = H0(X̃; L̃n ⊗⊗IEOX̃/IE)

jest epi, gdzie X̃ = BlxX, L̃ jest wia
↪
zka

↪
przecia

↪
gnie

↪
ta

↪
na X̃, E jest dywizorów wyja

↪
tkowm, IE snopem

idea lów E.
Snop isa lów IE jest lokalnie wolny, jako wia

↪
zka liniowa jest równy O(−E). Zauważmy, że IE

obcie
↪
ty do E = R(TxX) jest izomorficzny z O(1), sta

↪
d

H0(E; L̃n|E ⊗ IE) = Lnx ⊗ T ∗xX .

Za pomoca
↪
twierdzń o znikaniu dowodzimy b’) (znikanie H1(X̃; L̃n⊗IE)) i c’) (znikanie H1(X̃; L̃n⊗

OX̃/I
2
E)). Korzystamy z:

A) Jeśli L jest dodatnia, to L̃n ⊗ IE = L̃n ⊗O(−E) jest dodatnia dla dostatecznie dużych L.
B) Twierdzenie Kodairy-Nakano o znikaniu.
Np b’) dowodzimy rozk ladaja

↪
c:

L̃n ⊗ IE = (L̃n ⊗O(−E)⊗ K̃−1
X ⊗O(−(dimX − 1)E))⊗KX̃

= (L̃n1 ⊗ K̃−1
X )⊗ (L̃n2 ⊗O(−(dimX)E)⊗KX̃

bo
KX̃ = K̃X ⊗O((dimX − 1)E).

Zatem L̃n ⊗ IE jest iloczynem wia
↪
zki nieujemnej i dodatinej ⊗KX̃ dla dużych n1 i n2, wie

↪
c można

stosować twierdzenie Kodairy-Nakano.

13.2 Przy powyższych za lożeniach X jest rzutowa
↪
rozmaitościa

↪
algebraiczna

↪
.
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13.3 Jeśli (X,ω) jest rozmaitościa
↪

Kählerowska
↪
, oraz [ω] jest postaci λ[ω′] dla λ ∈ R+, [ω′] ∈

H∗(X;Q), to X jest rozmaitościa
↪
rzutowa

↪
.

Dow. Wystarczy pokazać, że [ω′] = c1(L) dla pewnej holomorficznej wia
↪
zki zespolonej. To wynika

z cia
↪
gu dok ladnego

Pic(X) = H1(X,O∗X)→ H2(X;Z)→ H2(X;OX) = H2,0(X) .

Wystarczy zauważyć, że ω jest typu (1,1), wie
↪
c z lożenie

H2(X;Z)→ H2(X;C) � H2,0(X)

jest zerowe.

13.4 Interpretacja reziduum jako różniczki w cia
↪
gu dok ladnym.

Niech D ⊂ X be
↪
dzie hiperpowierzchnia

↪
, i : D → X oraz j : X \ D → X w lożenia. Lokalnie D

jest zadanie przez z1 = 0 Definiujemy lokalnie A∗X(logD) jako algebre
↪

generowana
↪

nad A∗X przez dz1
z1

.
Mamy cia

↪
g dok ladny snopów nad X

0→ A∗X → A∗X(logD)
res→ i∗A∗−1

D → 0

Ten cia
↪
g indukuje d lugi cia

↪
g dok ladny kohomologii. Ponadto

H∗(X;A∗X(logD)) = H∗(X; j∗A∗X\D) = H∗(X \D;AX\D) = H∗(X \D;C) .

Reziduum indukuje odwzorowanie

Hk(X \D;C)→ Hk−1(D) ' Hk+1(X,X \D;C) ,

które z dok ladnościa
↪

do skalara 2πi jest odwzorowaniem różniczki w d lugim cia
↪
gu dok ladnym pary

(X,X \D). [Shabat, Ch. IV §18]
Z lożenie

Hk(X \D;C)→ Hk−1(D;C)→ Hk+1(X;C)

jest zerem, co w przypadku gdy k = 1, dimCX = 1 daje klasyczne twierdzenie o reziduuach.

14 Twierdzenie Hirzebrucha-Riemanna-Rocha

[Dok ladnie wg Huybrechts §5.1]

14.1 Tw HRR: Jeśli X jest zwarta
↪
zespolona

↪
rozmaitościa

↪
, a E wia

↪
zka

↪
holomorficzna

↪
, to

χ(X;E) =

∫
X
td(X)ch(E) ,

gdzie td(X) = td(TX) jest multiplikatywna
↪
klasa

↪
charakterystyczna

↪
stoważyszona

↪
z szeregiem formal-

nym
x

1−e−x = 1 + x
2 +

∑∞
n=1(−1)n−1 B2n

(2n)!x
2n =

1 + x
2 + x2

12 −
x4

720 + x6

30240 −
x8

1209600 + x10

47900160 −
691x12

1307674368000 + x14

74724249600 −
3617x16

10670622842880000 +O
(
x18
)

14.2 Klasyczne przypadki szczególne:

• L – wia
↪
zka liniowa, X = C – krzywa [Riemann 1857]

h0(C;L) ≥ deg(L) + 1− g(C) .

[Roch 1865]
h0(C;L)− h0(X,KC ⊗ L∗) = deg(L) + 1− g(C) .
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• L – wia
↪
zka liniowa, X = S – powierzchnia

χ(S;L) = χ(S;OS) +
L.(L−KS)

2

χ(S;OS) =
1

12

∫
S
c2

1(S) + c2(S)

(formu la Noether)

14.3 Asymptotyczny Riemann-Roch: hL(n) = χ(X;Ln) jest funkcja
↪
wielomianowa

↪
stopnia dimX

hL(n) =
〈cn1 (L), [X]〉

(dimX)!
ndimX + . . . .

14.4 Gdy X = Cd/Λ jest rozmaitościa
↪
abelowa

↪
, to hL(n) =

〈cn1 (L),[X]〉
(dimX)! n

dimX .

14.5 Twierdzienie HRR jest szczególnym przypadkiem twierdzenia o indeksie: jeśli X jest C∞-
rozmaitościa

↪
, E, F rzeczywiste wia

↪
zki wektorowe, D : C∞(E)→ C∞(F ) eliptyczny operator różniczkowy,

to indeks analityczny operatora D ind(D) := dim(ker(D))− dim(coker(D)) jest równy

ind(D) =

∫
X
td(TX ⊗ C)ch(σ(D)) .

Symbol g lówny operatora D jest morfizmem wia
↪
zek

σ : π∗E → σπ∗(F ) ,

gdzie π : T ∗X → X jest rzutowaniem. Np dla D = ∂̄ na R2 = C

D =
1

2

(
∂
∂x

∂
∂y

− ∂
∂y

∂
∂x

)
, σ(D) =

1

2

(
ξx ξy
−ξx ξx

)
.

Warunek eliptyczności oznacza, że σ(D) jest izomorfizmem poza X ⊂ T ∗X. Wtedy ch(σ(D)) ∈
H∗(T ∗X,T ∗X \X) ' H∗(X).

Żeby dostać HRR przyjmujemy D = ∂̄ + ∂̄∗ : A0,even(E) → A0,odd(E), Wtedy ker(D) = HevenE ,
coker(D) ' HoddE .

14.6 Twierdzenie HRR można udowodnić sprowadzaja
↪
c wszystko do sprawdzenia równości dla X =

Pd, L = O(n). Dla n ≥ 0 mamy H0(Pd;O(n)) = C[z0, z1, . . . , zd]n ' Symn(Cd+1) i pozosta le koho-
mologie znikaja

↪
. Z cia

↪
gu Eulera

0→ O → O(1)d+1 → TPd → 0

obliczamy

td(Pd) =

(
h

1− e−h

)d+1

∫
X
td(X)ch(L) =

(
hd+1

(1− e−h)
d+1

enh

)
[d]

= Resh=0
1

(1− e−h)
d+1

(e−h)
n

u=1−e−h
=

= Resu=0
1

ud+1

1

(1− u)d+1
=

(
1

(1− u)n+1

)
[d]

=

((
Σk≥0u

k
)n+1

)
[d]

=

(
n+ k

k

)
= dimSymn(Cd+1) .

14.7 Przjmua
↪
c za E = Ωp

X i biorać formalna
↪

kombinacje
↪

∑dimX
p=0 Ωp

Xy
p definiujemy χy-genus Hirze-

brucha
χy(X) =

∑
p

χ(X; Ωp
X)yp.
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Dla X Kählera
χy(X) =

∑
p,q

(−1)qhp,qyp.

Dla specjalnych wartości y = −1, 0, 1 dostajemy topologiczna
↪

charakterystryke
↪

Eulera, genus Todda
χ(X,O) = ±(pa − 1) i sygnature

↪
rozmaitości.

χy(X) =

∫
X
tdy(TX) ,

gdzie tdy jest multiplikatywna
↪
klasa

↪
charakterystyczna

↪
stoważyszona

↪
z szeregiem formalnym

tdy(x) =
x(1 + y e−x)

1− e−x
∈ Q[[x]][y] .

14.8 Rozważa sie
↪

także χ(X;P (TX)) dla P = Λk, Symk itp oraz ich kombinacje. Szczególna
↪

role
↪

odgrywa genus eliptyczny
Ell(X) = χ(X; E``(TX)) ,

gdzie E``(TX) jest tzw wia
↪
zka

↪
eliptyczna

↪

E``(E) = y
−dimE

2 λ−yE
∗
⊗
n≥1

(
λ−yqnE

∗ ⊗ λ−y−1qnE ⊗ sqnE∗ ⊗ sqnE
)
,

gdzie q i y sa
↪
zmiennymi formalnymi oraz

λtE =
dimE∑
k=0

Λk(E) tk , st(E) =
∞∑
k=0

Symk(E) tk .

Klasa td(X)ch(E``(TX)) jest multiplikatywna
↪
klasa

↪
charakterystyczna

↪
stowarzyszona

↪
z szeregiem for-

malnym

y−1/2x(1− ye−x)

1− e−x
∏
n≥1

(1− yqne−x)(1− y−1qnex)

(1− qne−x)(1− qnex)
.

Przyjmuja
↪
c y = ez mamy

y−1/2 1− ye−x

1− e−x
=
y−1/2ex/2 − y1/2e−x/2

ex/2 − e−x/2
=
e(x−z)/2 − e(z−x)/2

ex/2 − e−x/2

i szereg przyjmuje postać
x θτ (x− z)
θτ (x)

,

gdzie q = e2πiτ oraz θτ (x) jest theta-funkcja
↪
Jakobiego (z dok ladnościa

↪
do skalara)

θτ (x) = (ex/2 − e−x/2)
∏
n≥1

(1− qnex)(1− qne−x).

Zmienne τ i z traktujemy jako zmienne formalne lub jako parametry funkcji holomorficznej. Można
też z traktować jako parametr na krzywej eliptycznej C/〈1, τ〉. Wie

↪
cej o genusie eliptycznym w [Borisov-

Libgober w Elliptic Genera and Applications to Mirror Symmetry, https://arxiv.org/abs/math/9904126]
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