ROZMAITOSCI ZESPOLONE
Plan wyktadu

1 Wstep

1.1 Teoria lokalna:
— twierdzenia dla jednej zmiennej,
— operator 0z
— holomorficznosc funkcji zespolonych wielu zmiennych
— formuta catkowa Cauchy’ego po wpdlrzednych.
— tw. Hartogsa i zaagitowaem jak je uzasadni.

1.2 Definicja rozmaitosci zespolone i ich morfizmy. jako rzeczywistte rozmaitosci sa parzystowymi-
arowe i zorientowane.

1.3 Przestrzenie rzutowe.
1.4 Hiperpowierzchnie i zupene przeciecia sa podrozmaitosciami ( tw. o funkcji uwiklanej).

1.5 Tlorazy przez calkowicie dyskretne dziatanie grup, ilorazy.
— C"/A, krzywe eliptyczne.

1.6 Autormorfizmy dysku i gérnej péplaszczyzny H. Ilorazy H/G przez podgrupy SLq(R) dzialajace
w sposéb catkowicie dyskretny na gornej péiptaszczyznie sa krzywymi zespolonymi genusu > 1.

1.7 Klasyfikacja krzywych zespolonych:

— Tw Riemanna o uniformizacji, z niego wynika, ze kazda krzywa zespolona jest izomorficzna z
X/T, gdzie X = C, P! lub dysk D, a I' C Aut(X) jest podgrupa automorfizméw dziatajaca wolno.

— obliczenie Aut(C) = Af f(C), stad zwarte ilorazy sa postaci C/ < 1,7 >. (Kazda zwarta krzywa
zespolona genusu 1 jest izomorficzna z C/A.)

— Aut(P') = PGLy(C) kazdy automorfizm jest zadany formula liniowa, kazdy automorfizm ma
punkt staly. Nie ma nietrywialnych nakryé Pt ~ §2 — C.

— Aut(D) = Aut(H,) = SLy(R) (Z lematu Schwarza: Dany a € D. Cw: opisa¢ wzorem wszystkie
automorfizmy f : D — D takie, ze f(a) =0.) loraz Hy przez I' C SLa(R) jest krzywa genusu > 1.

2 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa i pierscien lokalny
(Odsytacze do §1 Huybrechtsa.)

2.1 Formutla calkowa ﬁ fSE %gd& = ZMQ’ Fla)=0 at.

2.2 Elementarne funkcje symetryczne mozna wyrazi¢ przez sumy poteg.

2.3 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa TPW (Th. 1.1.6)

2.4 Twierdzenia o funkcji uwiktanej jako szczegdlny przypadek TPW

2.5 Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa w wersji dzieleniowej (Prop 1.1.17)

2.6 Cw (Prop 1.1.12) Jedli f : U — V jest holomorficzna bijekcja, to f~1 jest holomorficzna.

2.7 Pierécien lokalny Ocn ¢ 1 jego wlasnodci.

2.8 Ocn g jest pierscieniem z jednoznacznym rozkladem (Prop 1.1.15)

2.9 Ocn o jest noetherowski
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3.1 Twierdzenie Hilberta o zerach dla funkcji analitycznych

3.2 GAGA J-P.Serre, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Ann. Inst. Fourier 6: 1-42,
(1956)

— Niech (X, Ox) bedzie rozmaitoscia algebraiczna nad C. Stowarzyszamy z nia rozmaito$é anali-
tyczna (Xan, Ox,,,)-

— Mamy morfizm przestrzeni upierscienionych ¢ : X4, — X. *Ox — Ox,,. To daje funktor
kategorii snopéw
(=) Sh(X) — Sh(Xan)

F = F" = 0x,, @rox F-
— Niech (Y, Oy) bedzie przestrzenia upierscieniona. Méwimy, ze snop Oy moduléw F jest koher-
entny jesli

1) Istnieje suriektywne odwzorowanie (’)5 — F dla pewnego N (tzn F jest skoriczenie generowany,
2) Dla kazdego odwzorowanie (’){\/4 — F jadro jest skoriczenie generowane.

— Twierdzenie Oki méwi, ze F = Oy, jest koherentny.

— Twierdzenie [GAGA]: Jesli X jest rozmaitoscia rzutowa, to (—)®" ograniczone do podkategorii
snopéw koherentnych jest rownowaznoscia kategorii.

— Whiosek: Kazda podrozmaitos¢ analityczna P jest opisana réwnaniami wielomianowymi.

3.3 Struktura zespolona I? = —id. Przestrzenie wlasne struktury zespolonej
Ve=Vi+ V.
3.4 Rozklad przestrzeni sprzezonej: Formy liniowe typu (1,0) i (0,1) (tzn C liniowe i antyliniowe).
Vip := (V)i = Home(V, C),
Vi == (V*)_i = Home(V,C).
We wspélrzednych eq, ea, ... e, f1, fo,. .., fn takich, ze I(ex) = fi: baze dualng oznaczamy:
dxy =€y, dyi:= fr.

Definiujemy
dzk = da:k + idyk , d?k = da;k — idyk .

Formy dz;, sa baza V(j), a dzi, sa baza V().

3.5 Formy antysymetryczne typu (p, q):
MVE= @ A,
p+q=k
APT = A,
— Operator I dziata AP4V* poprzez mnozenie przez P~

Hermitowska algebra liniowa

3.6 Iloczyn hermitowski (—, —)) = (—, —) —iw(—, —) zadje:
— I-niezmienniczy iloczyn skalarny (—, —),
— forme symplektyczna w(—, =) = (I(=), =) = = (=, I(-)).



3.7 Forma objetosci: we wsporzednych ortonormalnych:
—gdy dim¢(V) =n

n n
w:Zda:k/\dyk = %Zdzk/\dzk'
k=1 k=1

w™ = nlvol .

gdzie ‘
vol = (5)"(dz1 NdZ1) A -+ N (dzy NdZn) = (dey Adyr) A--- A (dzy A dyn)

(Uwaga: forma w nalzy do A?V* N AMV* C A2V
3.8 Cw: sprawdzi¢, ze A0 L A%
3.9 Cw: (V*, 1)~ (A'0,4), ale iloczyny skalarne sie réznia o czynnik 2.

3.10 Operator Lefschetza L = w A — i izomorfizm (,trudne Lefschetza w wersji liniowej”) L* :
ARV — ARV

3.11 Formy prymitywne: dla 0 < k < n definiujemy
PF ={ae APV | LMo =0}
PP9 — APY N P£+q.

rt= @ pre

p+g=n—k

Mamy

3.12 Rozklad Lefschetza:
ARV =Pt (PR g o (PR ) e
3.13 Relacje Hodge’a-Riemanna: Forme B(a, ) na P* okreslamy poprzez zaleznosé
aABAWTF = B(a, B)dxy ANdyy A -+ ANdxy A dysy, -

Twierdzenie: Forma

P01 (=) RE=D2 B, B)
jest dodatnio okreslona na a, 8 € PP4(M), k =p +q.

4

4.1 Dana forma maksymalnego stopnia vol € AY™VV . Definiujemy gwiazdke Hodge’a a A %5 =

(o, B) vol.

4.2 Cw:
(i) {o +5) = (~1) HA=R) (xar, B),
(ii) *2 = (—=1)*@=k) na k-formach.

4.3 Dla przestrzeni hermitowskich vol = %w"

4.4 Cw: rozklad k-form na (p, q)-formy jest ortogonalny i * zachowuje ten rozklad.

4.5 Operator sprzezony A = L* = 4+~ Lx.

Dzialanie sl3(Z) na formach.



4.6 Operator H := [L, A] jest mnozeniem przez (k — n) na A¥. Mamy relacje
[H,L]=2L, [H,A]=-2A, [L,A]=H.
4.7 Przestrzen AV{ jest reprezentacja sla(Z).

4.8 Przypomnienie z teorii reprezentacji:
— Reprezentacje proste (nie zawierajace wlagciwych podreprezentacji) sa postaci Sy, = Sym*(R?).
— Kazda reprezentacje sl2(Z) mozna rozlozy¢ na sume reprezentacji prostych.

Algebra liniowa — rozmaitoci rézniczkowe

4.9 Rozmaitos$¢ niemal zespolona to para(X,I € End(TX)), gdzie X jest rozmaitoséia (rzeczywista)
oraz I? = —id.

4.10 Formy rézniczkowe rozkladaja sie na sume prosta AF(X)c = D,k .A](D “X). W ogélnosci
rézniczka d ograniczona do form typu (1,0) moze mieé¢ sktadowa typu (0,2). Gdy struktura niemal
zespolona pochodzi od holomorficznego ukladu wspétrzednych, to nie ma skadowej typu (0,2).

4.11 [Huybrechts 2.6.17] Warunek (da)oz = 0 dla a € AY(X) jest réwnowazny iwolutywnosci dys-
trybucji TX()}l CcTXc:
Yu,v € F(TXOl) [’LL,’U] S F(TX[H)

Dowéd z formuty Cartana do(u,v) = ua(v) — va(u) — a[u, v]).
4.12 Niech P = %(ZI + id) bedzie rzutowaniem na formy typu (0,1). Warunek iwolutywnosci jest

réwnowazny:
Vu,v € I'(TX) P|[Pu,Pv| = [Pu, Pv].

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy tensor Nijenhuisa:
4.13 Dla A € End(TX) definiujemy tensor Nijenhuisa
Na(X,Y) = —A%[X, Y]+ A(JAX,Y] + [X, AY]) — [AX, AY].

4.14 Warunek catkowalnosci (twierdzenie NewlanderaNirenberga): Struktura niemal zespolona I na
R?” pochodzi od wspéirzednych zespolonych wtedy i tylko wtedy gdy Nj = 0.

4.15 Zwiazek z twierdzeniem Frobeniusa: cakowalno$é¢ < inwolutywnosé dystrybucji.

4.16 Jesli X jest rozmaitoscia zepolona, to

d(APY(X)) C APTLUX) @ APITH(X)
d=0+0, 9°=0=0", 90+00=0.
4.17 Kompleks Dolbeault: dla kazdego 0 < p < dimc X mamy kompleks
0 APO(X) & Api(x) & .. & gpdimX(x)
ker(9 : APY(X) — APH(X)) = QP(X).

gdzie QP(X). oznacza formy typu (p,0) z holomorficznymi wspélezynnikami.

4.18 Definiujemy kohomologie Dolbeault jako kohomologie tego kompleksu:

HY (X;9P) i= ker(d : APY(X) — APIT(X)) /im(0 : AP (X) — AP(X)).



5%
5.1 Holomorficzny Lemat Poincaré: ciag snopéw
0= Ox — A% 5 AT 5 A02 5
jest dokladny. Ozacza to, ze jedli da = 0, to loklnie istnieje forma 3 taka, ze 08 = «. Jedli X jest
polidyskiem, forma « okre$lona na otoczeniu jego domknieciu, to mozna znalezé forma 5 okreslona na

polidysku.
Dowéd: Definiujemy operator [, dzialajacy na funkcjach C'°(D™)

(/1f> (217227~--2n):21m/[)Wd§Ad€.
0
= () =1

Stad fl(aizl f) — [ jest funkcja holomorficzna ze wzgledu na z;.

Cwiczenie:

Dla formy o = dz; A a1 + ag € A%9(D") (gdzie a; i az nie zawieraja dz;) definiujemy

I(«) :/1a1

ca}ku'emy W) (')}czynniki form). S rawdzamy ze
( ) p p )
(E: 11 1105)(04) Q ﬁl’

gdzie B; jest holomorficzna za wzgledu na z; i nie zawiera dz;. Jedli da = 0 to o = dly + 3. Stosujac
operatot I do kolejnych zmiennych otrzymujemy, ze o = 98, +y, gdzie ~y jest holomorficzna ze wzgladu
na wszystkie zmienne i nie zawiera zadnego dz; (zatem jesli ¢ > 0, to v = 0).

5.2 Kohomologie o wspélczynnikach w snopie (patrz podrecznik z algebry homologiczne;j)
H*(X;F) = HNT(A%)),

gdzie
F A" 5 Al « A2 .

jest dostatecznie ,,dobra”’ rezolwenta F. Mozna zaklada¢ warunek miekkosci: dla kazdego przekroju F
na zbiorze domknietym mozna przedtuzy¢ do przekroju globalnego. (Zakladamy, ze X jest przestrzenia
parazwarta. )

5.3 Snop Ag( funkcji C* na rozmaitosci rozniczkowej jest miekki.
5.4 Kazdy snop A%-modutéw jest miekki.

5.5 Rezolwenta
OX — AO’.

jest miekka, zatem
H*(X;0x) = H*(A**(X))

tzn kohomologie Dolbealt sa kohomologiami snopowymi w sensie algebry homologiczne;j.
5.6 W kategoryjnej definicji kohomologii jako funktora pochodnego funktora przekrojéw globalnych

istotny jest pierscien bazowy. Jednak, skoro kohomologie mozna liczy¢ z rezolwent miekkich, kohomolo-
gie nie zaleza od tego pierscienia.



5.7 Jesli E jest lokalnie wolnym Ox snopem (aka wiazka wektorowa) to
E+ E®p, A"
jest rezolwenta miekka, zatem
H*(X; E) = HYI(E ®o, A™)),
w szczegdlnosci
HE(X;907) = HY(AP*(X))

5.8 Kompleks A®* = {R — A% — A! — ...} jest miekka rezolwenta snopa funkcji lokalnie statych na
rozmaitosci rézniczkowej. Stad

H*(X:R) = H*(A*(X)).
H*(X;C) = H*(A*(X)c).-

5.9 Gdy X jest rozmaitoscia zespolona, to AL = @ AP4. Dla p > 0 definiujemy pdkompleks

p+q=Fk
FPAR = P A
p'+q=k, p'2p
Definiujemy filtracje Hodge’a w kohomologiach
FPHN(X) = im(H*(FPA* (X)) — H*(A*(X)c)).
5.10 Mamy
FpAk:/Fp—HAk ~ Ap,k—p ]
HPPU((FP AR JFPPHYAR) (X)) = HY(X; Q).

5.11 W ogélnosci kohomologie H?(X;QP) sa zwiazane z H*(X; C) ciagiem spektralnym. W dalszej
czesci wykladu wykarzemy, ze gdy X jestr rozmaitoéia rzutowa (ogélniej — Kéhlera) to

H*X;C)= P H"(X).

ptq=k
HPY(X) = FPHN(X)N FeH*(X) ~ HY(X;OP).

5.12 Addytywny Proplem Cousina: Dane pokrycie X zbiorami otwartymi X = |JU;. Na kzzdym
Ui dana funkcja meromorficzna f; taka, ze réznice gi; = (fi)jv,nv; — (fj)jvinv; sa funkcjami holomor-
ficznymi. Czy istnieje globalna funkcja meromorficzna f taka, ze fiy, = fi?

Odpowiedz w jezyku kohomologii: uklad funkcji {g;;} spelnia warunek kocyklu: g;; — gir. + gjx = 0,
zatem zadaje element kohomologii Cecha pokrycia {U;}, tzn w H*({U;}; Ox). Jeéli ten element jest
zerowy (tzn kocykl jest kobrzegiem) to problem Cousina ma rozwiazanie. Dokladniej: jesli istnieja takie
funkcje holomorficzne h; na U;, ze g;; = h; — hj, to funkcje meromorficzne f; = fi — hi sa zgodne na
przecieciach i zadaja funkcje globalna. Dla rozwiazania problemu Cousina mozna zalozy¢, ze pokrycie
jest dowolnie drobne.

5.13 Jesli pokrycie jest acykliczne, tzn H*(U;, N Uz, N --- N U;,; F) = 0 dla kazdego k, £ > 0, to
H*({U;}; F) = HM(X; F).

O kohomologiach Cecha mozna przeczytaé tez w [Szabat, Wstep do analizy zespolonej, jest tez wydanie
angielskie: B. V. Shabath, Introduction to complex analysis].

5.14 Wniosek: skoro H'(P"; Ox) = 0, wiec na P" problem Cousina ma zawsze pozytywne rozwiazanie.
Dla krzywych rodzaju > 0 problem Cousina nie zawsze ma rozwiaazanie pozytywne.

5.15 Multiplikatywny Problem Cousina — zakladamy, ze f;/f; jest funkcja holomorficzna na U; N U
i szukamy globalnej f takiej, ze f/f; jest holomorficzna na U;. Odpowiedz zalezy od klasy kocyklu w
HY(X;0%).



6 Teoria Hodge’a
6.1 Operator formalnie sprzezony d* = —(—1)4F+1 s« dsx - AF(M) — AF1(M).
6.2 Laplasjan A = dd* + d*d, formy harmoniczne H = kerA.

6.3 Dla zwartych C°°-rozmaitosciach mamy:
~H = ker(d) Nker(d*) = ker(d) Nim(d)*
— podprzestrzenie H, im(d) i im(d*) sa prostopadle.

6.4 Rozklad Hodge’a A*(M) = im(d) & H & im(d*).
Rozklad Hodge’a wynika z ogdlnej wlasnosci samosprzezonych operatoréw eliptycznych, ktérej nie
bedziemy dowodzi¢:

A" (M) = ker(A) @im(A).
Ponadto dim(ker(A)) < oo.

6.5 Wniosek 1: H — H*(M) jest izomorfizmem.

6.6 Wniosek 2: Dualnosé Poincaré: dla kazdej klasy kohomologii [a] # 0 istnieje klasa [5] w
dopeliajacym wymiarze taka, ze fM aNp#0.
Zakladamy, ze « jest harmoniczna i przyjmujemy 8 = o*.

6.7 Forma harmoniczna jest forma o najmniejszej normie w swojej klasie kohomologii.
6.8 Réwnanie ciepta £a(t) = —Aa(t), a(0) = a (bez dowodéw, patrz Arapura §7)
— rOwnanie ciepta ma rozwiazanie dla t > 0

— limyoocx(t) istnieje i jest forma harmoniczna, oznaczamy oy,
~a=ag+AG(a), gdzie G(o) = [;°(a(t) — ag)dt jest operatorem Greena.

6.9 Cw: Rozwiazaé¢ réwnanie ciepla gdy M = S*

Teoria Hodge’a na rozmaitosciach kaklerowskich
6.10 Dla rozmaitosci zespolonej z iloczynem hermitowskim 0* = — * 0%, 0% = — * 9%
6.11 Rozmaitosci kahlerowskie: warunek dw = 0

6.12 Inna charakteryzacja rozmaitosci kahlerowskiej: w kazdym punkcie istnieje uktad wspétrzednych
taki, ze metryka hermitowska jest standardowa z dokladnoécia do wyrazéw rzedu O(||x||?). [Voisin 1,
Prop 3.14]

6.13 Metryka Fubini-Study na P"

l<ww><a&f>—<aw><w, B>
<a,ﬂ>:7 ) ’B 2’ 7/8
p <w,w >

)

gdzie &, B € T,,C"*! sa podniesieniami wektoréw o, 8 € 1] w]P". W lokalnych wspéhrzednych na Uy
forme symplektyczna mozna zapisacé jako

_ 55 o 2
w= %Balog(l + Z |wi|?)

k=1
Spetiony jest warunek Kahlera dw = 0.
6.14 Dlan =1 )
E L gende=t 1 end
w=——"——-—=dwAdw=— x
27 (1 4+ ww)? (14224 y?)? 4

oraz [pw = 1.



6.15 Zespolona podrozmaitos¢ P" jest kahlerowska.

6.16 Tozsamosci Hodge’a:
i) [0,L] = [0, L] = 0 (bezposrednio z warunku dw = 0)
i’) réwnowaznie komutowanie A z 9* i 0*]
i) [0%, L] = 0, [0*, L] = —i0
ii") réwnowznie [A, 9] = —id*, [A, 0] = i0* (to istota dowodu wszystkich tozsamosci)
i) [0, 0%]s = [0*,0]s = 0 (to juz formalne konsekwencje ii))
iv) Apg=Az = %A i jest przemienny z 9, 9, 9%, 9*, L i A (dowéd formalny)
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7.1 Dowdd tozsamosci Hodge’a: jesli dw = 0 to w kazdym punkcie istnieje uktad wspélrzednych, w
ktérym w jest standardows forma z dokladnoscig do wyrazéw rzedu conajmniej 2, tzn < e;,e; >.=
iy +OIEIP). ) o

Dowodzimy [0*, L] = i0, gdzie 0* = — % 00 o . Nalezy rozl ozy¢ 0 = > O, w = >_ wg, gdzie
wp = %dzkdzk. Operatory wy i 0; sa przemienne dla k # . Pozostaje zbada¢ dzialanie [wy, )] na
a = fdzy Ndzy, i rozwazajac cztery przypadki k € lub & I lub J.

Kohomologie rozmaitosci Kahlera
7.2 Whiosek: H*(M) ~ H jest reprezentacja sla(Z).
7.3 Reprezentacje sl(2) sa opisane przez (4.8). Stad
LF: H k(M) — H™ (M)

jest izomorfizmem (Trudne twierdzenie Lefschetza).

Sygnatura

7.4 Dla AC mamy *dz = x(dz + idy) = dy — idz) = —i(dx + idy). Stad *A0 = A0 §

sprzezenie

HP:a — HILP

o sprzezenie o
H—n—P «— H—Pn—q

7.5 Relacje Hodge’a-Riemanna, wzor na sygnature: Forma

B(a,8) = " <_1)<k><k—1>/2/ o A B AWF
M
jest dodatnio okreslona dla prymitywnych klas kohomologii «, 8 € PP4(M), k = p + q.
Wszystko wynika z analogicznego stwierdzenia dla potegi zewnetrznej przestrzeni liniowej (3.13) i
nastepujacej réwnosci dla o € Pk:

. k(k—1)
L" Pa=(-1)"2 (n—Fk)!«*I(a)

dowodzonej indukcyjnie

La= (—1)k(k2_1) b « L"F I (a).
(n—k—j)!
Wtedy: o
aNarw F=aAL"Ma)=aAr(-1)" 2 (n—k!xI(a)=
k(k—1) k(k—1)

=(-1) 2 aAx(n—kK)(a)=iTP(-1) 2 (n—k)! <a,a>vol



7.6 Mamy réwnosci dim PP4(M) = kP4 — hP~14=1 § 7 véwnosci hP4 = h%P = h"~P"~4. Punktowo
iloczyn zewnetrzny
(o, ) = aNBAWPTT = ¢(a, Bw”
mozna wyrazi¢ przez forme, ktéra jest okreslona ¢ na kazdej przestrzeni PP? dla p + g parzystego.
Wynika stad wzér na sygnature

dim(M) o dman
sgn(M) = Z Zip—q (=1)" 2 Jdim(PP i) = Z (—=1)PhPa .
p+g=dim(M) 7>0 p,q=0

Wystarczy sumowaé skladniki dla ktérych p — ¢ jest parzyste. Dla rozmaitosci wymiaru 4:

pt0 pBl p22 _pl3 04

sgn(M) = +p*0 —p;’; +p02
+p°
+h4’0 —h3’1 4 h2’0 —|—h2’2 _ hl’l _h1,3 + h0’2 —|—h0’4
frnd +h2,0 _hl,l + h0,0 +h0,2

+h00
+htt
—|—h4’2 —h3’3 +h2’4
:—I—h4’0 _h3,1 —I—h2’2 —h173 —|—h0’4
_|_h2,0 _pll +h0’2
+h0,0

7.7 Dla spéjnych powierzchni: forma przecieé¢ jest typu (2p*0 + 1, 11 —1).

8
8.1 Kohomologie rozmaitsci Kihlera - podsumowanie
~ H¥(M) =@, ,_p H"(M), gdzie HPI(M) ~ HP9 ~ HI(X;QF)
— HP4 = HPP (sprzezenie zespolone)
— «HP4 = H"I" P gdzie n = dim X (Dualno$é Serre’a)
~Jeslik=n— (p+q) >0to LF: HP4(X) — HPKaHk(X) jest izomorfizmem
— rozklad Lefschetza jesli p+q <n
HPY(M) = PPY(M) @ L(PP~Y9Y (M) @ L2 (PP~ 2 (M) & . ..

8.2 Diament Hodge’a hP? = A" 7P"79 = 2P Np dlan = 3

h?3 1
h32 h23 ‘ *
h31 h22 h13 <> & <>
h30 h?! h1? % = 0 9 9 0O
h20 hll hOQ <> & <>
th hOl Q .
ho0 1

hOO < hll th < h21

8.3 Dla rozmaitosci Calabi-Yau tzn gdy Q" ~ Ox (i dodatkowo zakltadamy, ze H°(X,QP) = 0 dla
0 < p < n) diament Hodge’a wyglada tak (n = 3)

1
0 0
0 ) 0
1 Q@ Q@ 1
0 & 0
0 0
1



Moéwimy, ze X* jest kohomologicznym lustrem X gdy hP4(X*) = A" P4(X). Dla 3-rozmaitosci oznacza
to h12(X*) = h'1(X) i h11(X*) = h!2(X). Symetria lustrzanej to geometryczny sposéb znajdowania
X,

8.4 C* Teoria Morse’a [Milnor — Morse theory, 1963]

— funkcja Morse’a f : M — R to funkcja wlasciwa, taka ze jedli Df(p) = 0, to D?f(p) jest forma
niezdegenerowana. Zakladamy tez, ze w przeciwobrazie wartosci krytycznej jest tylko jeden punkt
krytyczny.

— ind(p)=indeks punktu krytycznego = ilo$¢ minuséw w formie D?f(p), wtedy M<p;. powstaje z
M<,,_. poprzez doklejenie [ ind(p) 5 [r—ind(p) wydhug HI"4P) x [n—indP) czyli homotopijnie doklejamy
komérke wymiaru ind(p).

—niech M C RY, f,(z) = dist(q,x)? dla ustalonego ¢ € RY \ M: dla prawie wszystkich g jest
funkcja Morse’a

— zalézmy, ze ¢ = 0, p jest krytyczny, T,M = {&p41 = Zpi2 = --- = 0}; zatem M lokalnie jest
wykresem funkcji g : R® — RN~ Dg(0) = 0; mozemy zalozy¢, ze g(0....,0) = (a,0,...,0) dla a > 0;
wtedy

n N—n n
fq(x) = ZZE? + (a+gl(x1, s 7xn))2 + Z .gj(xla v 7$n)2 = Zl’? + 2a.gl(x17' . .,.’En) + O(HIE||4) )
i=1 j=2 i=1
stad
D?fy(p) = 2(I + aD?g1(0)) .
oraz

ind(p) = #{\ € specD?g(0) | A < —1}

8.5 Jedli M c CV podrozmaitoéé zespolona, ¢ € M, p punkt krytyczny funkcji fq, to indeks tego
punktu jest conajwyzej dime (M).
— mozemy zalozy¢ jak wyzej, ze ¢ =0, a € Ry.
Krok pomocniczy: Niech @) bedzie niezdegenerowana forma zespolona dwuliniowa na C™. Jesli u
jest wektorem wlasnym rzeczywistej formy re(Q) z wartoscia wtasna A, to I(u) jest wektorem wasnym
z wartoscia wlasna —A\.

Indeks formy 2(I + are(D?g(0)) jest conajwyzej 3 dimg(M).

8.6 Jesli M c CY podrozmaitosé zespolona wymiaru n, to M ma typ homotopijny n-wymiarowego
CW-kompleksu/kompleksu symplicjalnego. Zatem H*(M;R) = 0 dla k > n (wspélczynniki dowolne).

8.7 Latwe twierdzenie Lefschetza [Milnor §7]: Jedli X C PV podrozmaito$é zespolona wymiaru n,
Y = X NPV to H, (X \Y) ~ H¥X,Y) = 0dla k < n. Zatem i* : H*(X) — H*(Y) jest
izomorfizmem dla k < n — 1, monomorfizmem dla k =n — 1.

8.8 Podobnie: H" *(X \Y) ~ Hi(X,Y) = 0 dla k < n. Zatem i, : Hy(Y) — Hp(X) jest izomor-
fizmem dla k < n — 1, epimorfizmem dla k =n — 1.

8.9 Ponadto i, : 71 (Y) — m(X) jest izomorfizmem gdy 1 < n — 1, epimorfizmem dla 1 =n — 1.
8.10 Jesli X PV, oraz M jest gladka hiperpowierzchnia stopnia d, to M N X ~ (X)) N H, gdzie
t: PN = P(Sym?(CN+1)) jest zanurzeniem Pliickera, i H jest hiperplaszczyzna w P(Sym?(CN+1)).

Stad dla zupelnego przeciecia dostajemy informacje o wszystkich liczbach Bettiego X C PV oprécz
srodkowej:
X=XNnCXNp1C--CXy1CXy=P"
dim(X;) = N — i, skoro k < n < dim(X;) dla i < N — n, to mamy izomorfizmy H*(X;) ~ HF(z;1).

Zatem

Hk(X) _ {Z dla k parzystego

0 dla k nieparzystego

dla k < n, oraz z dualnosci Poincaré H¥(X) ~ Hy,_1(X) ten sam wzér mamy dla n > k.
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8.11 Dla zupelnych przecieé¢, poza $rodkowym wymiarem H*(X;Q) sa generowane przez [w¥].

8.12 Cw: znalez¢ dim(H"(Q,)) dla nieosobliwej kwadryki w P™*1.
Teoria Picarda-Lefschetza

8.13 Niech X C PV rozmaito$é rzutowa wymiaru n, H hiperpowierzchnia, ¥ = X N H. Definiujemy
cykle niezmiennicze i znikajace:

Inv = im(*: H"H(X) — H"1(Y)),

Van = ker(te : H"HY) — H" ™ X)) (= ker(tx : Hyp 1 (Y) = Hp1(X)) ),

Korzystajac z tozsamosci [Y] U a = i,i*a i trudnego twierdzenia Lefschetz dowodzimy, ze
H" YY) =Inv® Van.

Ponadto z tozsamosci (i*aUb, [Y]) = (aUi.b, [X]) otrzymujemy, ze Inv i Van sa prostopadle ze wzgledu
na forme przeciec.

8.14 Pek Lefschetza: niech X C PV, A podprzestrzen rzutowa kowymiaru 2. Hiperplaszczyzny
H c PV zawierajace A sa parametryzowane przez P'. Oznaczenie: dla A € P! odpowiadajaca przestrzen
to Hy. Definiujemy

X ={(z,\) € X xP' |z € Hy}.
Mamy rzutowania B
X+ X 5Pt
Moéwimy, ze X jest pekiem Lefschetza gdy X jest gladkie i rzutowanie na P! ma tylko proste osobliwosci
(postaé lokalna Y"1 | 22), conajwyzej jedna we widknie.
Twierdzenie: dla generycznego wyboru A otrzymujemy pek Lefschetza.

8.15 Niech S C P! bedzie zbiorem wartoéci krytycznych p, U = P'\ S. Wtedy p : Xy = p 1 (U)—=U

jest rozwléknieniem lokalnie trywialnym w topologii C*°. Niech A € U. Grupa podstawowa m = 71 (U, )

dziala na kohomologie wiékna X, = X N H,. Opiszemy podprzestrzenie Inv i V w H" (X)) w
terminach dziatania 7.

8.16 Twierdzenie (réwnowazne Trudnemu Lefschetzowi) dla peku Lefschetza mamy

Inv = H" Y (Y)™,
gdzie m = m(U,\), oraz (—)" oznacza niezmienniki dzialania. Ponadto cykle znikajace Van C
H" YY) ~ H, 1(Y) sa generowane przez geometryczne cykle odpowiadajace punktom osobliwym
odwzorowania X — P!,

Patrz np: Klaus Lamotke, The topology of complex projective varieties after S. Lefschetz. Topology
20 (1981), no. 1, 15-51 lub

[Arapura §13.3] Donu Arapura, Algebraic Geometry over the Complex Numbers, Springer Univer-
sitext 2012

9 Monodromia

9.1 Ogodlne wiadomosci o monodromii: dla topologicznego rozwldknienia F' C E — B mamy odw-
zorowarnie

7['1(B, b) — [Fb, Fb]

skonstruowane przez wasno$¢ podnoszenia homotopii oraz

m1(B,b) = Aut(H.(Fy)) .
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9.2 Ciag Wanga dla rozwléknienia nad okregiem

— Hy(F) 'S Hy(F) — Hy(E) — Hy_1(F) —
otrzymany z ciagu dokladnego pary (E, E), gdzie E jest przeciwobrazem pétokregu
— Hp1(E, Ey) — Hp(Ey) — Hp(E) = Hy(E, Ey) —

9.3 Inna sytuacja, gdzie monodromia ma kluczowe znaczenie: Niech f : C" — C kielek odwzorowania
holomorficznego z izolowana osobliwoscia w zerze, f(0) — 0. Rozwléknienie Milnora

FIf 82X — St
i réwnowazne z nim

fiBen f7(S5) = S',
0<d<<e<<l.

9.4 Lokalna topologia osobliwosci Y z2: zbiér Yo = {d_ 22 = €} jest homeomorficzny z TS" L.
(Uwaga na zmiane orientacji o (—1)""+1/2))

Yez{zﬂfiyiz(), Zﬂf‘?—yf:ﬁ}v
Ye={(z,) =0, [lz|I* = e +lylI},
Ye={(z,9) =0, ||lz/Ve+lyl*[* =1} ,

n—1 : x
TS ={(u,y) =0, ||u|| =1}, gdmeuzm.

9.5 Niech
§=[S""1, ¢ klasa widkna TS™!.
Lokalna monodromia osobliwosci kwadratowej dziala tak:
pl) =0+96

9.6 Formula Picarda Lefschetza. Monodromia dzialania v na cyklach w Y:
pla) = a+ (1" (a, 6)s,
gdzie ¢ klasa malej sfery w otoczeniu i-tego punktu krytycznego.

9.7 Wracamy do peku Lefschetza: Dana podrozmaitogé X ¢ PV = P(CV*!) oraz A ¢ PN = P(V),
liniowa podprzestzren kowymiaru 2. Prosta rzutowa P! = P(CN*!/V) parametryzuje hiperplaszczyzny
H) zawierajace A. Jesli A jest transwersalne do X, to

X={(z,\) € X xP" |z e Hy}
jest izomorficzne z rozdmuchaniem X w XNA. W szczegdlnodci X jest rozmaitoscia gltadka. Zaktadamy,

ze rzutowanie X — P! ma jedynie osobliwosci typu Morse’a.

9.8 Mamy rozwiéknienie nad U = P\ S z wiéknem dyfeomorficznym z Y. Zbiér U mozemy utozsamié
z dyskiem bez kilku punktéw. Grupa podstawowa U jest wolna, generowana przez 7i,72,...,Yx (Po
jednym generatorze dla kazdej wartosci krytycznej. Jedyna relacja, to y1y2...7, = 1 (mozna wyrzucié
v, 1 beda wolne generatory).

9.9 Twierdzenie Picarda-Lefschetza: w peku Lefschetza
~Van = ker(H,—1(Y) = Hyp—1(X)) ~im(H,(X,Y) — H,_1(Y)) jest generowane przez cykle ¢;
zwiazane z punktami krytycznymi odwzorowania X P!
— Inv=H""YY)"
— H" YY) = Inv @ Van, suma ortogonalna ze wzgledu na forme przecieé
— rerezentacja m = 71 (U) na Van jest prosta.
9.10 Przyklad rodziny w P? z monodromia, ktéra nie jest pélprosta:

2078 = 423 + (t — 3)2221 + (s — 1)23.

Monodromia jest postaci (é 1) [Barth-Hulek-Van de Ven, Compact Complex Surfaces p.152]
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Formalnosé
(Tego nie omawiaem)

9.11 00-lemat: jesli do = 0 i a = 93, to istnieje v taka, ze a = 907.
Dowéd: Zakladamy ze a € APY, dar = 0, o = 03:
a =08 = 0By + dy + 0*) = 00y + 09*6
0 = da = 0IO*6

0 = (909*8,00) = (00*6,0*D8) = —||00*4||>

9.12 BliZzniaczy dd“~lemat, gdzie
d®=1"'dI =i0 —id
d°=—i(0—0), (d)"=—x*d

(trzeba sprawdzié, ze [d° d*] = 0.) Korzystamy z z rozkladu Hodge’a dla d° (sprzezenie rozkladu dla
d).
da=0 1 a=df i Iya=dd.

9.13 CDGA modulo kwaziizomorfizmy i formalnosé

9.14 Formalnos¢ rozmaitosci kahlerowskich:
— Niech Z3.(M) = ker(d®) C A*(M) wlozenie jest kwazi-izomorfizm (epi, bo H C Z3.(M), mono
bo gdy d°a =0, a = df to a = dd®y
— Roézniczka (Hj.(M),d) jest trywialna.
— Niech H}.(M) = ker(d.)/im(d.), rzutowanie (Z3.(M),d) — (H}.(M),d) jest kwaziizomor-
fizmem (oczywiste).

9.15 Wniosek: dla rozmaitosci Kahlera wszystkie produkty Masseya znikaja.
(Potréjny produkt Masseya klas kohomologii ([], [B], [y]) — definicja Huybrechts 3.A.31)
Prykad

9.16 Z teorii Hodge’a wynika, ze a € QP(X) jest holomorficzng forma, to daw = 0. Ponizej jest
przyklad nietrywialnej 1-formy holomorficznej na krzywej eliptycznej zadanej réwnaniem.

9.17 Niech f = y%2 — (23 + px2? + ¢2®) = 0 zadaje gladki stozek w cE C C3.
— Tloraz form a = %}l lokalnie (tam gdzie f; # 0) réwny

_da:/\dz _ dz N\ dx
o 2z

jest dobrze okreslona forma na cE \ {0}.
— cE\ {0} rozwidknia sie nad E z wiéknem C*. W trywializacji © = uz, y = vz forma « jest réwna

dz N (zd d d d
0o & (zu—l—uz):iz/\ u

2022 z v

— catkujac te forme po wiazce okregéw dostajemy 1-forme na E

Jdu

= = 2 1 = 2 —_—
B /zoz mires,(a) = 2mi 50

— Ta forma jest nietrywialna: gdy p,q € R mozna obliczy¢ calke z tej formy po cyklu RP? N E

du # 0

oo o 1
[ op=zeomi [ g [
RP2NE uo wo A\ ud + pu+q
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(zakladamy, ze RP?2 N E = {[uo, 0, 1], [1,0,0]})
Patrz Mathematica Wolfram ,,incomplete elliptic integral of the first kind” np. gdy

f:yQZ—($3+.’E),

to

Q0
!
—~
B
~—
[\

/00 ! du =
o Vid+u
10 Wiazki wektorowe

10.1 Aksjomatyczna definicja klas Cherna np wg Milnora-Stasheffa
Dalej Huybrechsa §4

10.2 Struktura hermitowska na wiazce zespolonej (nad dowolna baza)

10.3 Zakladamy, ze baza X jest rozmaitoscia zespolona, E wiazka holomorficzna. Niech A¥(X,E) =
LAk @ E), A¥(X,E) = D, =1 APU(X, E). Operator 0 : APY(X, E) — APITLH X E).

10.4 Gdy baza jest rozmaitoscia zespolona ze struktua hermitowska, FE wiazka ze struktura hermi-
towska, definiujemy antyliniowy izomorfizm

%50 APUX, E) =5 AnPreq(X, EY)

oraz operator - -
O = —%p:0%p : APY(X,E) — AP Y(X E)

ktéry jesat formalnie sprzezony do dg.
10.5 Laplasjan Ag = [0, 0%]s. Formy harmoniczne HP4 = ker(Ag) N AP4(X, E).
10.6 Rozklad Hodge'’a i izomorfizm HP4(X; E) := HY(X; QP ® E) ~ HP1.
10.7 Dulano$é¢ Serre’a
10.8 Koneksja na wiazce zespolonej nad C*° rozmaitoscia.

10.9 Koneksja zgodna ze struktura hermoitowska na wiazce (lokalnie w trywializacji V = d + «,
gdzie o € AY(X,u(E)) C AYX, End(E)).

10.10 Koneksja zgodna ze struktura zespolona tzn V%! = 0.

10.11 Istnieje dokladnie jedna koneksja zgodna ze struktura hermitowska i zespolona.

11 Klasy Cherna

11.1 Koneksja holomorficzna: lokalnie, gdy £ ~ C*, D = 0 ® id + a, a € Q! ® End(E). Nie musi
zawsze istnie¢. Przeszkoda jest klasa Atiyaha A(E) € H'(X;Q! @ End(E)). Klasa Atiyaha zadana
jest przez kocykl Cecha {di;;} (z zlozony z trywializacja wiazki), gdzie 1; ; jest kocyklem sklejajacym
wiazke. Koneksja holomorficzna istnieje na E wtedy i tylko wtedy gdy A(E) = 0.

11.2 Przyklad E = O(n) — PL. Mamy
A(E) = dz" = n2""Ydz ¢ H'(C*, Q') ~ H'(PY; Q' ® End(E)).

11.3 Rozszerzenie koneksji poprzez formule Leibniza Vg : A¥(X, E) — A*1(X, E).
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11.4 Koneksja na E indukuje koneksje na End(FE)
(V)(s):=V(f(s)) = Vs =V, fls.
11.5 Krzywizna Fy = V2 € A%(X, E) jest AY(X) liniowa, wiec zadaje przekréj A%(X, End(E)).
11.6 Jedli lokalnie V = d + o, to Fy = da + a A a € A%(X, End(E)).
11.7 Jesli V jest zgodna ze struktura hermitowska i zespolona, to Fy € AV (X End(E, h)).

11.8 Dla wiazek liniowych End(E) = C, a A a = 0, wiec Fy = 0a = 00logh, gdzie H = [h] jest
macierza iloczynu hermitowskiego.

11.9 Tozsamo$¢ Bianchi:
V(Fy) =0 € A*(X, End(E)).

Lokalnie dla V =d + «
V(Fy)=(d+a)(da+aha)=dlaNa)+|a,da] =0.

Mamy tez
dFy =d(da+aNa)=daNa—aANda=[do,a] = [Fy,a].

11.10 Dla dowolnego wielomianu P : End(C") — C niezmienniczego ze wzgledu na sprzezenie forma
P(V%) € A248(P)(X) jest zamkieta.

Dowdd (wg Milnora-Stasheffa Appendix C) Dla A = (a;;);,; definiujemy macierz P'(A) = (aaT];)iJ'
Mamy dP(A) = tr(P'(A) - dA). Ponadto, jesli P jest Ad-niezmienniczy, to macierze P'(A) i A sa
przemienne.

dP(Fv) = P/(Fv)dFv = P’(Fv)[Fv, Oé] = P/(Fv) NFy Na— P’(Fv) NaNFy =

= Fv/\P/(Fv) Aa—P/(Fv> ANaAFy = [Fv,P,(Fv) /\Oé] =0.
11.11 Uwaga: Przeksztalcenie
C[Myxn(C))En — Clmacierze diagonalne]™ = Cloy, 09, . .., 0p)

jest izomorfizmem. Jesli P jest wielomianem Ad-niezmienniczym, to mozna go wyrazi¢ przez wspétczynniki
wielomianu charakterystycznego. Réwnowaznie: P(A) jest funkcja symetryczna od wartosci wlasnych
macierzy A.

11.12 P(Fy) definiuje klase kohomologii, ktéra nie zalezy od wyboru koneksji. Biorac P = ( g )k Ok

L
(gdzie o jest k-tym wspdlczynnikiem wielomianu charakterystycznego) definiujemy klasy Cherna.

11.13 Sprawdzamy, ze klasy Cherna spehiaja aksjomaty. Unormowanie: Opi(—1) C C"*! na
zbiorze C" = Uy = {20 # 0} ze wspdlrzednymi w; = 2 mamy przekréj s(wi, wa, ..., wn) = (1, w1, w2, ..., wy).
Stad [c1(O(-1)] = [£001og(1 + |w|?)]. Dla n = 1:

[l (O(-1)] = ;ﬂaalog(lwﬂ _ [ i dzAdz } _ [ i —Qidm/\dy]

2 (L+wP)2) (27 (1+ w]?)2
Po scatkowaniu po P! dostajemy —1. Forma definiujaca c1(Opn (1)) jest réwna formie Fubini-Study.
11.14 Charakter Cherna ch(E): przyjmujemy P(A) = [];_, exp(%’:). Mamy
ch(E® F) = ch(E) + ch(F)

ch(E® F) = ch(E) - ch(F)
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11.15 Pierwsza klasa Cherna:

— aksjomatycznie:
* jest naturalna ze wzgledu na przeksztalcenia ciagle/gtadkie
* Cl(L & K) = Cl(L) + Cl(K)
* ¢1(Op1(1)) = dodatni generator H?(P!)

- %[Fv] = ﬁ[c{?élog h]
— poprzez teorie przeszkdd

o VeCtl(X) = [Xa B(C*] = [vaoo] = [Xa K(Za 2)] = HQ(X; Z)7
gdzie Vect!(X) = HY(X; C(X,C*)) oznacza zbiér klas izomorfizmu wiazek liniowych.

—poprzez ciag dokladny kohomologii stowarzyszony z krétkim ciaggiem doktadnym snopow
0 — 2miZ — C(X,C) - C(X,C*) =0
0=HY(X,C(X,C)) - HY(X,C(X,C") — H*(X;2miZ) — H*(X,C(X,C)) =0
— poprzez teorie przeszkdd: przeszkoda do istnienia niezerowego przekroju w
H*(X;m(CY) ~ H*(X;Z)

11.16 Dla rozmaitosci zespolonych i wiazek holomorficznych:
~ klasa Atiyaha A(X) € H'(X;Q!)
— dywizor zadany przez przekrdj meromorficzny wiazki
— poprzez ciag dokladny kohomologii stowarzyszony z krétkim ciagiem dokladnym snopéw

0—2miZ - Ox — Oy =0

HY(X,0x) — H'(X,0%) = Pic(X) 2 H*(X;2miZ) — H*(X,Ox)

12

[wg Griffiths-Harris z dostostosowana notacja, Ch.1,§2]

12.1 Méwimy, ze forma w € AV (X)NA%(X) C A%(X)c jest dodatnia, gdy jest minus czescia urojona
iloczynu hermitowskiego ((z,y) = (x,y) — iw(x,y), tzn

i _
w = 5 Zhl]dzl AN de R
gdzie (h;j) jest macierza iloczynu hermitowskiego.
12.2 Wiazki liniowa jest dodatnia gdy dopuszcza koneksje V taka, ze ﬁ Fy jest dodatnia (1,1)-forma.

12.3 Stw: Jesli [w] = c1(L) € H?(X), gdzie w jest rzeczywista (1,1)-forma, to istnieje koneksja V
taka, ze w = 5~ Fy. )
Dw: lokalnie w trywializacji Fy = 00 1log(h(z)). Dla innego wyboru metryki mamy h’ = e’h. Stad

Fgr = 00log(e’h(z)) = Fy + d0p.

Chcemy by
Fy = 27miw = Fy + df

dla zadanej 8 € A'(X). Zatem trzeba rozwiaza¢ réwnanie
00p = dp.

Wtedy /' = e’h i V' jest zgodna koneksja. Zamiast tego rozwiazujemy réwnanie
ddp = dp

(bo dd® = —i(0 + 0)(0 — 9) = 2i09). To jest dokladnie dd® lemat 9.12
a=dfida=0= a=dd% B
(zalozenie d°a = 0 jest spelione bo skoro « jest typu (1,1), da =0, to 0o = 0 i da = 0).
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12.4 Przyktad wiazki dodatniej: Opn(1).
12.5 Jedli L i K dodatnie, to L ® K tez. Jesli K = L®" jest dodatnie, to L tez. Obciecie zachowuje

dodatniosé.

12.6 Jesli L jest generowana przez globalne przekroje, to L jest ,,poldodatnia”, tzn L dopuszcza
koneksje, ktorej krzywizna definiuje forme péltora-liniowa nieujemnie okreslona. Wiasno$é pétdodatniosci
jest zachowywana przez pull-backi.

12.7 Jesli sg,s1,...,5m € HY(X;L) nie maja wspdlnych zer, to jest zdefiniowane odwzorowanie

¢: X - P L=¢*O(1). Indukowana koneksja ma pétdodatnia krzywizne.

12.8 Tw Kodairy o zanurzeniu: Jesli wiazka jest dodatnia, to dla dostatecznie duzego v jest gen-
erowana przez globalne przekroje i odwzorowanie X — P(H?(X;L")) jest zanurzeniem. (Zaktadamy
tylko, ze X jest zwarta, analityczna.)

12.9 Whniosek: Isnienie dodatniej wiazki implikuje, ze jest algebraiczna.

Ponizej uzywamy E jako oznaczenie wiazki, bo L jest zarezerwowane na operator Lefschetza.
Zakladamy, ze X jest warta rozmairoscia analityczna,.

12.10 Z rozkladu Hodge’a dla 0
HPUX; E) = HPUE) = ker(Ag) .
— Operator L : AP9(X; E) — APTLITL(X: F) i sprzezony A
~V = V0 4 9y oraz tozsamosé
A, O] = —i(V10)*
(uogdlnienie tozsamosc Kihlera [A, d] = —id*)
12.11 (Znikanie Kodairy-Nakano) Jesli E jest dodatnia, to HP9(X; E) = H1(X;0% ® E) = 0 dla
p+q>dim X.
Niech n € HPY(E), B )
Ogn =0, opn =0
Fgn =0V
Stad
i{{AFyn,1) = i{AdpV 0, n) = i{(OpA — (V) )VE0,m) = (VHO) V0, ) = (V109, V109) > 0
Podobnie B B B
WPy An, ) = i{(0eV" + VH008)An,n) = iV (ADg +i(VH0) )n,n) =
(VT ) = (V)" (V1)) < 0

Stad
[N Fln ) = [V 0l + [V H0n]12 > 0

Ale
iFy =2nL
bo L jest dodatnia, wiec %FV jest forma Kéhlera. Stad
i{[A, Boln,m) = 2r{[A, Lln, m)] = —2m{Hn,n) = 2x(n — (p + q))lIn].
Jesli n — (p+ q) <0, to i([A, Fy]n,n) < 0. Zatem ||n]|*> = 0.

12.12 Whniosek: jedli L®" = O(1)x dla pewnego zanurzenia X C PV, to H¥(X, Q% ® L) = 0 dla

k> 0.
Poprzez dualnosé (lub bezposrednio, korzystajac z tego, ze ﬁFv e = —w:
H*(X,L*) =0
dla k£ < n.

12.13 Jesli L jest dodatnia K dowolna, to HY(X, L®* @ K) =0 dla u >> 0.
Dow L¥* @ K = Q" ®@ M, gdzie M,, = L®" @ K ® Q" jest dodatnia dla dostatecznie duzych p.
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13 Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu
Twierdzenie Kodairy o zanurzeniu wedug Griffiths-Harris §1.4

13.1 Jesli X jest zwarta rozmaitécia, a L szeroka wiazka na X, to kanoniczne odwzorowania ¢yn :
X — H(X; L") dla dostatecznie duzych n jest wlozeniem.

Kroki dowodu:
a) ¢rn jest dobrze okreslone, tzn nie ma punktu w ktérym wszystkie przekroje zeruja sie: dla
x € X obciecie
HO(X; L") — L = HY(X; L’ ® Ox/m,)
jest epi,
b) ¢rn rozdziela punkty: dla z € X obciecie

HY(X;L") — L} ® L}

jest epi, (b) = a) )
¢) ¢r» ma niezdegenerowana rérzniczke w kazdym punkcie x:

HY(X;L"®@m,) » L' @T:X = HY(X;L" @ Q% @ Ox/my)

jest epi.
Zamiast bada¢ te przeksztalcenia na X rozdmuchujemy punkty i dowodzimy réwnowaznych stwierdzen:
b’) obciecie
HY(X; L") = HY(E; L) = HY(X; L" @ O /Ig)

jest epi, gdzie X = Bl,Bl, X, L jest wiazka przeciagnieta na X, E jest suma dywizoréw wyjatkowych,
Ir snopem idealtéw E.
¢’) obciecie

HY(X;L" @ Ig) — H(B; L ® Ig) = HO(X; L" ® ©I50% /Ir)
jest epi, gdzie X = Bl, X, L jest wiazka przeciagnieta na X, F jest dywizoréw wyjatkowm, I snopem
idealow F.

Snop isaléw I jest lokalnie wolny, jako wiazka liniowa jest réowny O(—FE). Zauwazmy, ze Ip
obciety do E = R(T,X) jest izomorficzny z O(1), stad

HY(E; Ly ® Ig) = Ly © Tr X .

Za pomoca twierdzn o znikaniu dowodzimy b’) (znikanie H'(X; L"®1Ig)) i¢’) (znikanie H'(X; L"®
Ox/I%)). Korzystamy z:

A) Jesli L jest dodatnia, to L™ ® Iy = L™ @ O(—E) jest dodatnia dla dostatecznie duzych L.

B) Twierdzenie Kodairy-Nakano o znikaniu.

Np b’) dowodzimy rozkladajac:

["@Ip=(L"20(-E)® Ky'! ® O(~(dim X — 1)F)) ® Ky

= (Lo K)o (L™ ®0(—(dimX)F)® K

bo
Ky =Kx®O((dimX — 1)E).

Zatem L™ ® I jest iloczynem wiazki nieujemnej i dodatinej @ K ¢ dla duzych n; i ng, wiec mozna
stosowacé twierdzenie Kodairy-Nakano.

13.2 Przy powyzszych zalozeniach X jest rzutowa rozmaitoscia algebraiczna,.
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13.3 Jesli (X,w) jest rozmaitoscia Kahlerowska, oraz [w] jest postaci A\[w'] dla A € Ry, [o'] €
H*(X;Q), to X jest rozmaitoscia rzutowa.
Dow. Wystarczy pokazaé, ze [w'] = ¢1(L) dla pewnej holomorficznej wiazki zespolonej. To wynika
z ciagu doktadnego

Pic(X) = HY(X,0%) = H*(X;Z) — H*(X;0x) = H*°(X).
Wystarczy zauwazy¢, ze w jest typu (1,1), wiec zlozenie
H*(X;7Z) — H*(X;C) - H**(X)
jest zerowe.

13.4 Interpretacja reziduum jako rézniczki w ciagu dokladnym.

Niech D C X bedzie hiperpowierzchnia, i : D — X oraz j : X \ D — X wlozenia. Lokalnie D

jest zadanie przez z; = 0 Definiujemy lokalnie A% (log D) jako algebre generowana nad A% przez dz1

21
Mamy ciag doktadny snopéw nad X

TeSs

0— A% — Ax(log D) S i, A5t =0
Ten ciag indukuje dtugi ciag doktadny kohomologii. Ponadto
H*(X; Ax (log D)) = H*(X; juAx\p) = H" (X \ D; Ax\p) = H*(X \ D; C).
Reziduum indukuje odwzorowanie
H*( X\ D;C) - H* (D) ~ H*"Y(X, X \ D;C),
ktére z dokladnosciag do skalara 2mi jest odwzorowaniem roézniczki w dlugim ciagu dokladnym pary
(X, X\ D). [Shabat, Ch. IV §18]

Zlozenie
H*(X \ D;C) - H*Y(D;C) —» H*"(X;C)

jest zerem, co w przypadku gdy k = 1, dim¢ X = 1 daje klasyczne twierdzenie o reziduuach.

14 Twierdzenie Hirzebrucha-Riemanna-Rocha

[Dokladnie wg Huybrechts §5.1]

14.1 Tw HRR: Jesli X jest zwarta zespolona rozmaitoscia, a E wiazka holomorficzna, to

X(XiE) = [ a(x)en(E).

gdzie td(X) = td(TX) jest multiplikatywna klasa charakterystyczna stowazyszona z szeregiem formal-
nym
—1 Bap _
s = 1§+ 300 (-1 gt =

x? 2 8 210 69112 x4 361716

T ozt . x o _ 18
L+ 2 + 12 720 + 30240 1209600 + 47900160 1307674368000 + 74724249600 10670622842880000 +0 (.I )

14.2 Klasyczne przypadki szczegdlne:
e L — wiazka liniowa, X = C — krzywa [Riemann 1857]
ROC; L) > deg(L) +1 - g(C).
[Roch 1865]
RY(C; L) — h%(X,Kc ® L*) = deg(L) + 1 — g(C).
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e [, — wiazka liniowa, X = S — powierzchnia

L.(L - Kg)

X(S5 L) = X(8: 05) + =225

1
\(S:05) = 35 [ &(8)+ ()
12 /g
(formuta Noether)
14.3 Asymptotyczny Riemann-Roch: hr(n) = x(X; L™) jest funkcja wielomianowa stopnia dim X

_ (@), (XD dim x

hr(n) = (dim X)! + ...

14.4 Gdy X = C%/A jest rozmaitoscia abelowa, to hr(n) = %ndimx.

14.5 Twierdzienie HRR jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia o indeksie: jesli X jest C°-
rozmaitoscia, F, F rzeczywiste wiazki wektorowe, D : C*°(E) — C°°(F) eliptyczny operator rézniczkowy,
to indeks analityczny operatora D ind(D) := dim(ker(D)) — dim(coker(D)) jest réwny

ind(D) = / td(TX @ C)ch(a(D)) .
X
Symbol gléwny operatora D jest morfizmem wiazek
o:m"E — on*(F),

gdzie 7 : T*X — X jest rzutowaniem. Np dla D = 0 na R? = C

Lo o L& ¢
D="= ox 0, , o(D) = = < x y) .
2(-86; ;Z) D=5 <
Warunek eliptycznosdci oznacza, ze o(D) jest izomorfizmem poza X C T*X. Wtedy ch(o(D)) €
H*(T*X, T*X \ X) ~ H*(X).
Zeby dosta¢ HRR przyjmujemy D = 8 4 9* : A%V (E) — A%4(E) Wtedy ker(D) = HE",
coker(D) ~ H944,

14.6 Twierdzenie HRR mozna udowodni¢ sprowadzajac wszystko do sprawdzenia réwnoéci dla X =
P, L = O(n). Dla n > 0 mamy H°(P% O(n)) = Clzo, 21, ..., 2a)n ~ Sym™(C1) i pozostale koho-
mologie znikaja. Z ciagu Eulera

00 -0 51P! =0

o h d+1
td(P%) = (1 "
hd+1 1 u=l—e"M
td(X)ch(L) = | —————¢€"| = Res)— =
/X ( ) ( ) ((1 _ e—h)d+1 >[d} h=0 (1 o e—h)d-i-l (e—h)n

_ 1 1 _ 1 _ A _ (TR _ n(d+1
_Resuzoud+1(1—u)d+1_<(1—u)”+1>[d]_<<2k>0u) >[d]—< i )—dlmSym (C).

14.7 Przjmuac za E = Q% i biora¢ formalng kombinacje Z;i:r%X Qf yP definiujemy x,-genus Hirze-

brucha

obliczamy

Xy(X) =D x(X;08)yP.
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Dla X Kahlera
Xy(X) =D (=1)ThP P,
b,q

Dla specjalnych wartosci y = —1, 0, 1 dostajemy topologiczna charakterystryke Eulera, genus Todda
X(X,0) = £(ps — 1) i sygnature rozmaitosci.

W) = [ 1,1,
X
gdzie td, jest multiplikatywna klasa charakterystyczna stowazyszona z szeregiem formalnym

z(l+ye™)

tdy(z) = 1 _ o=

€ Q[[=]][y] -
14.8 Rozwaza si¢ takze x(X; P(TX)) dla P = A*, SymF itp oraz ich kombinacje. Szczegdlna role
odgrywa genus eliptyczny
Ell(X) = x(X;E0U(TX)),

gdzie EX(TX) jest tzw wiazka eliptyczna

EUE) =y~ Ay B R (A yn B 8 Ay E@ s B @5 E)

n>1
gdzie ¢ i y sa zmiennymi formalnymi oraz

dim E e}
ME =Y A(E)T, s(B) =) SymF(E) "
k=0 k=0

Klasa td(X)ch(E0(T X)) jest multiplikatywna klasa charakterystyczna stowarzyszona z szeregiem for-

malnym
1, n,x

_1p2(L—ye™®) yp (L—yg"e™®)(1 -y ¢"e®)
Y 1—e® H (1 _ qne—x)(l _ qnez)

n>1

Przyjmujac y = € mamy

—1/2 1— yefm yfl/ZeI/Q _ yl/Zefz/Q e(xfz)/g . e(wa)/Z

1—e2 er/2 — g—x/2 - er/2 — g—x/2
i szereg przyjmuje postaé
20, (x—2)
0 (z) ’
gdzie ¢ = e?™7 oraz 0,(x) jest theta-funkcja Jakobiego (z dokladnoscia do skalara)

Or () = ("2 =) [T = ¢"e") (1 = ¢"e™™).

n>1

Zmienne T i z traktujemy jako zmienne formalne lub jako parametry funkcji holomorficznej. Mozna
tez z traktowaé jako parametr na krzywej eliptycznej C/(1, 7). Wiecej o genusie eliptycznym w [Borisov-
Libgober w Elliptic Genera and Applications to Mirror Symmetry, https://arxiv.org/abs/math/9904126]
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