
Scena eksperymentalna TiGR ma zaszczyt przedstawi¢ sztuk¦

Degeneracje grassmanianu do rozmaito±ci torycznych.

(dramat matematyczno-�logenetyczny w kilku zadaniach,

na cz¦±¢ z nich ukªadaj¡cy nie zna odpowiedzi)

Osoby:

• Grassmanian G = Grass(2, n) zadany jest we wspóªrz¦dnych Plückera

xij , gdzie 1 ≤ i < j ≤ n, równianiami

xijxkl − xikxjl + xilxjk = 0

dla ka»dej czwórki 1 ≤ i < j < k < l ≤ n

• Drzewo trójdzielne na pªaszczy¹nie T (spójny graf niezorientowany bez

cykli z wierzchoªkami krotno±ci 1 i 3) o n li±ciach (wierzchoªkach krot-

no±ci 1) ponumerowanych liczbami od 1 do n przeciwnie do kierunku

ruchu wskazówek zegara. Drzewo to ma 2n− 3 kraw¦dzi i n− 2 wierz-

choªków wewn¦trznych. Licz¡c, »e ka»da kraw¦d¹ ma dªugo±¢ 1 drzewo

to zadaje metryk¦ na zbiorze {1, . . . , n}, w której dla pary i, j odlegªo±¢
d(i, j) jest liczona po tym drzewie.

Zadania:

1. Poka», »e drzewa takie jak T s¡ w bijekcji z triangulacjami (bez do-

dawania nowych wierzchoªków) n-k¡ta foremnego z odpowiednio ponu-

merowanymi bokami.

2. Niech γ(i, j) oznacza (najkrótsz¡ t.j. o dªugo±ci d(i, j)) drog¦ z li±cia i
do li±cia j. Rozpatrzmy czwórke indeksów 1 ≤ i < j < k < l ≤ n

(a) Poka», »e droga γ(i, k) przecina γ(j, l) oraz zachodzi dokªad-

nie jedna mo»liwo±¢: γ(i, j) przecina γ(k, l) albo γ(i, l) przecina

γ(j, k)

(b) Zaªó»my, »e dla ka»dej czwórki indeksów wiemy, która z

powy»szych mo»liwo±ci zachodzi. Czy determinuje to jednoz-

nacznie T jako graf?

3. Drzewo T zadaje odwzorowanie torusa algebraicznego (C∗)2n−3,

którego wspóªrz¦dne yκ odpowiadaj¡ jego kraw¦dziom, w torus

(C∗)n(n+1)/2, którego wspóªrz¦dne xij odpowiadaj¡ parom jego li±ci



(zakªadamy, »e i < j), w ten sposób, »e na xij przechodzi produkt

wspóªrz¦dnych kraw¦dzi drogi z i do j, to jest

xij =
∏

κ∈γ(i,j)

yκ

(a) Poka», »e domkni¦cie obrazu tego odwzorowania w przestrzeni

a�nicznej o wspóªrz¦dnych xij jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡. Uza-

sadnij, »e rozmaito±¢ ta jest sto»kiem wi¦c determinuje roz-

maito±¢ rzutow¡ w Pn(n+1)/2−1
C o wspóªrz¦dnych jednorodnych xij .

B¦dziemy t¦ rozmaito±¢ oznacza¢ X(T ).

(b) Znajd¹ wymiar rozmaito±ci X(T ).

(c) Poka», »e dla ka»dej czwórki 1 ≤ i < j < k < l ≤ n ideaª X(T )
zawiera albo kwadryk¦ xikxjl−xijxkl albo kwadryk¦ xikxjl−xilxjk
w zale»no±ci od tego która para dróg z zadania poprzedniego si¦

przecina.

(d) Poka», »e powy»sze kwadryki generuj¡ ideaª X(T ).

(e) Poka», »e X(T ) jest rozmaito±ci¡ toryczn¡. Znajd¹ jej wachlarz

lub sto»ek odpowiadaj¡cy jej sto»kowi a�nicznemu.

4. Na Cn(n+1)/2 ze wspóªrz¦dnymi xij ustalamy dziaªanie torusa (C∗)n ze

wspóªrz¦dnymi ti tak, »e ti dziaªa na xjk z wag¡ 1 lub 0 w zale»no±ci

od tego czy i ∈ {j, k}. Dziaªanie to mo»na opu±ci¢ do przestrzeni

Pn(n+1)/2−1
C o wspóªrz¦dnych jednorodnych xij . Poka», »e zarówno G

jak i ka»da rozmaito±¢ X(T ) jest niezmiennicza wzgl¦dem tego dziaªa-

nia (niezale»nie od wyboru drzewa T ).

5. Dla ustalonego T na Cn(n+1)/2 ze wspóªrz¦dnymi xij ustalamy dziaªa-

nie torusa C∗ z wagami −d(i, j), to jest dla t ∈ C∗ bierzemy t(xij) =
t−d(i,j) · xij . W produkcie Pn(n+1)/2−1

C × C∗ zde�niujmy rozmaito±¢

G(T ) równaniami

t(xij) · t(xkl)− t(xik) · t(xjl) + t(xil) · t(xjk) = 0

dla ka»dej czwórki 1 ≤ i < j < k < l ≤ n.

(a) Poka», »e G(T ) jest izomor�czne z produktem G× C∗.

(b) Niech G(T ) oznacza domkni¦cie G(T ) w Pn(n+1)/2−1
C ×C. Poka»,

»e G(T )0, czyli wªókno rzutowania tej rozmaito±ci nad 0 ∈ C, jest
izomor�czne z X(T ).



ZADANIA, cze↪́sć 2

1. Niech X be↪dzie przestrzenia↪ topologiczna↪, a U ⊂ X zbiorem otwarym.
Zak ladamy, że:
– U jest homeomorficzne z Rn,
– domknie↪cie U jest zwarte,
– w lożenie X − U → X jest korozw lóknieniem.

Udowodnić, że H∗(X, X − U) '
{

Z dla ∗ = n
0 dla ∗ 6= n .

2. Niech X be↪dzie zespolona↪ rozmaitościa↪ algebraiczna↪ (nie zak ladamy
g ladkości). Za lóżmy, że X można roz lożyć na ,,algebraiczne komórki”,
tzn. przedstawić X jako sume↪ lokalnie domknie↪tych zbiorów algebraicznych
X =

⊔
Dσ, gdzie Dσ ' Cnσ dla pewnego nσ. Czy znaja↪c liczby nσ można

obliczyć kohomologie przestrzeni X?
Uwaga: rozważyć osobno przypadek, gdy X jest g ladka.

3. Udowodnić, że rozmaitość Schuberta σ̄1 ⊂ Grass(2, 4) jest izomorficzna
ze stożkiem rzutowym nad P1 × P1 zanurzonym w P3 odwzorowaniem
Segre:

([x0 : x1], [y0 : y1]) 7→ [x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1].

4. Zanurzenie Plückera zadaje metryke↪ kählerowska↪ na grassmanianch.
Obliczyć obje↪tości grassmanianów Grass(2, 4), Grass(2, 5), . . . .


