
SEMINARIUM TiGR - ZADANIA

1 Niech A bedzie algebra↪ nad ciaÃlem algebraicznie domknie↪tym k. Wykazać, że spektrum maksymalne
A jest równe HomAlg(A, k). (Jeśli k nie jest algebraicznie domknie↪te, to z każdym punktem domknietym
x jest zwia↪zane tzw ciaÃlo rezidualne kx := A/mx oraz morfizm Spec(kx) → Spec(A). CiaÃlo rezidualne kx

jest rozszerzeniem ciaÃla k.)

2 [AB] Niech A bedzie algebra↪ nad ciaÃlem algebraicznie domknie↪tym k. Za pomoca↪ f ∈ A zbudować
funkcje↪ Spec(A) → k tak, aby bazowy zbiór otwarty Uf byÃl równy zbiorowi punktów, w których funkcja
sie↪ nie zeruje. Ze wzgle↪du na jaka↪ topologie↪ na k ta funkcja jest cia↪gÃla?

3 Niech A → B bedzie morfizmem algebr bad ciaÃlem k. Wykazać, że indukowanie przeksztaÃlcenie
spektrów przeksztaÃlca punkt domknie↪ty na punkt domknie↪ty. Podać przykÃlad morfizmu pierścieni, takich
że indukowany morfizm nie przeprowadza spektrum maksymalnego w spektrum maksymalne.

4 [SS] Niech f : A → B be↪dzie monomorfizmem skończenie generowanych k-algebr, które sa↪ dziedzinami.
Mówimy, że f jest biwymierna↪ równoważnościa↪, jeśli f indukuje izomorfizm ciaÃl uÃlamków. Wykazać, że
jeśli f jest biwymierna↪ równoważnościa↪, to istnieje taki otwarty niepusty zbiór U ⊂ Spec(B) taki, że
f∗ : U → f∗(U) jest homeomorfizmem.

5 [SS] Niech S1 ⊂ S2 be↪da↪ dwiema skończenie generowanymi póÃlgrupami w M = Zn. Wykazać, że
Spec(C[S1]) → Spec(C[S2]) jest biwymierna↪ równoważnościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy grupy generowane
przez S1 i S2 sa↪ równe.

6 [ACh] Wykazać, że każda afiniczna rozmaitość toryczna może być opisana w CN przez ukÃlad skÃladaja↪cy
sie↪ z równań postaci
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7 [MK] Niech be↪da↪ dane dwa stożki wymierne σ1 ⊂ N1 i σ2 ⊂ N2. Wykazać, że Uσ1 × Uσ2 = Uσ1×σ2 .
Uwaga: czy ,,=” jest homeomorfizmem w topologi zariskiego? (W każdym razie jest homeomorfizmem w
klasycznej topologii.)

8 [DP] Niech X = U ∪ V be↪dzie przestrzenia↪ topologiczna↪ oraz niech U i V be↪da↪ zbiorami otwartymi.
ZaÃlóżmy, że U i V sa↪ przestrzeniami Hausdorffa oraz wÃlożenie diagonalne U ∩ V → U × V jest domknie↪te.
Wykazać, że X jest Hausdorffa.

9 [DP] Wykazać, że zespolone rozmaitości toryczne z klasyczna↪ topologia↪ sa↪ Hausdorffa.

10 Niech Uσ be↪dzie afiniczna↪ rozmaitościa↪ toryczna↪. Wykazać, że w Uσ jest dokÃladnie jedna domknie↪ta
orbita torusa. Jej wymiar zespolony jest równy kowymiarowi stożka.

11 Niech XΣ be↪dzie rozmaitościa↪ toryczna↪ stowarzyszona↪ z wachlarzem Σ. Znaleźć bijekcje↪ pomie↪dzy
orbitami dziaÃlania torusa a stożkami wachlarza.

12 [SK] Zdefiniujemy rozdmuchanie Cn w zerze: jako zbiór jest równe (Cn−{0})∪CPn−1, jako rozmaitość
algebraczna jest zdefiniowane wzorem

Bl0Cn = {((x1, x2, . . . , xn), [y1 : y2 : . . . : yn]) ∈ Cn × CPn−1 | ∀i,j xiyj = xjyi} .

Sprawdzić, że standardowe dziaÃlanie torusa na Cn podnosi sie↪ do dziaÃlania na Bl0Cn. Znaleźć wachlarz
Σ, dla którego XΣ = Bl0Cn. Rozwia↪zywanie zadania rozpocza↪ć od przypadku n = 2 i zrobić rysunek.

13 [WL] Powierzcnie Hirzebrucha: dana jest liczba caÃlkowita n. Niech Ln be↪dzie wia↪zka↪ liniowa↪ na
CP1 sklejona↪ z trywialnych wia↪zek na C i C− {0} ' C za pomoca↪ relacji (x, y) ∼ (x−1, xny). Przestrzeń
wia↪zki Ln uzupeÃlniamy ,,przekrojem w nieskończoności”, tzn dodajemy w każdym wÃlóknie po jednym
punkcie uzwarcaja↪c je. Przekonać sie↪, że otrzymujemy rozmaitość algebraiczna↪. Oznaczamy ja↪ przez Hn.
Sprawdzić, że standardowe dziaÃlanie torusa na (Ln)|C = C2 przedÃluża sie↪ do dziaÃlania na Hn. Znaleźć
wachlarz Σ, dla którego XΣ = Hn.
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