SEMINARIUM TiGR - ZADANIA

1 Niech A bedzie algebra nad cialem algebraicznie domknietym k. Wykazaé, ze spektrum maksymalne
A jest réwne Homaig(A, k). (Jedli k nie jest algebraicznie domkniete, to z kazdym punktem domknietym
x jest zwiazane tzw cialo rezidualne k, := A/m, oraz morfizm Spec(k,) — Spec(A). Cialo rezidualne k,
jest rozszerzeniem ciala k.)

2 [AB] Niech A bedzie algebra nad cialem algebraicznie domknietym k. Za pomoca f € A zbudowaé
funkcje Spec(A) — k tak, aby bazowy zbiér otwarty Uy byl réwny zbiorowi punktéw, w ktérych funkcja
sie nie zeruje. Ze wzgledu na jaka topologie na k ta funkcja jest ciagla?

3 Niech A — B bedzie morfizmem algebr bad cialem k. Wykazaé, ze indukowanie przeksztalcenie
spektréw przeksztalca punkt domkniety na punkt domkniety. Podaé¢ przyktad morfizmu pierscieni, takich
ze indukowany morfizm nie przeprowadza spektrum maksymalnego w spektrum maksymalne.

4 [SS] Niech f : A — B bedzie monomorfizmem skoriczenie generowanych k-algebr, ktére sa dziedzinami.
Méwimy, ze f jest biwymierna rownowaznoscia, jesli f indukuje izomorfizm ciat utamkéw. Wykazaé, ze
jesli f jest biwymierna réwnowaznoscia, to istnieje taki otwarty niepusty zbiér U C Spec(B) taki, ze
f*:U — f*(U) jest homeomorfizmem.

5 [SS] Niech S; C S2 beda dwiema skoriczenie generowanymi pétgrupami w M = Z". Wykazaé, ze
Spec(C[S1]) — Spec(C[Ss]) jest biwymierng réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy grupy generowane
przez Sp i Sa sa rowne.

6 [ACh] Wykazaé, ze kazda afiniczna rozmaito$é toryczna moze byé opisana w CN przez uklad skladajacy
sie z réwnan postaci
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7 [MK] Niech beda dane dwa stozki wymierne o1 C Ny i 09 C Ny. Wykazaé, ze Uy, X Uy, = Uy, xoy-
Uwaga: czy ,,=" jest homeomorfizmem w topologi zariskiego? (W kazdym razie jest homeomorfizmem w
klasycznej topologii.)

8 [DP] Niech X = U UV bedzie przestrzenia topologiczng oraz niech U i V' beda zbiorami otwartymi.
Zalézmy, ze U 1 V sa przestrzeniami Hausdorffa oraz wlozenie diagonalne U NV — U x V jest domkniete.
Wykazaé, ze X jest Hausdorffa.

9 [DP] Wykazaé, ze zespolone rozmaitosci toryczne z klasyczna topologia sa Hausdorffa.

10 Niech U, bedzie afiniczng rozmaitoscia toryczna. Wykazaé, ze w U, jest dokladnie jedna domknieta
orbita torusa. Jej wymiar zespolony jest rowny kowymiarowi stozka.

11 Niech X bedzie rozmaitoscia toryczna stowarzyszona z wachlarzem Y. Znalezé bijekcje pomiedzy
orbitami dzialania torusa a stozkami wachlarza.

12 [SK] Zdefiniujemy rozdmuchanie C" w zerze: jako zbiér jest réwne (C"—{0})UCP™ !, jako rozmaitosé
algebraczna jest zdefiniowane wzorem
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Sprawdzié, ze standardowe dzialanie torusa na C™ podnosi sie do dziatania na BlyC". Znalezé wachlarz
¥, dla ktérego X5 = BloC". Rozwiazywanie zadania rozpoczaé od przypadku n = 2 i zrobié rysunek.

13 [WL] Powierzcnie Hirzebrucha: dana jest liczba catkowita n. Niech L, bedzie wiazka liniows na
CP! sklejona z trywialnych wiazek na C i C — {0} ~ C za pomoca relacji (z,y) ~ (z~',2"y). Przestrzei
wiazki L,, uzupeliamy ,,przekrojem w nieskonczonosci”’, tzn dodajemy w kazdym widknie po jednym
punkcie uzwarcajac je. Przekonaé sie, ze otrzymujemy rozmaitos¢ algebraiczna. Oznaczamy ja przez H,.
Sprawdzié, ze standardowe dzialanie torusa na (Ln)\(C = C? przedhuza sie do dzialania na H,,. Znalezé
wachlarz 3, dla ktorego Xs, = Hj,.



