
Topologia i Geometria Rozmaito±ci, seminarium 2011

Przykªady i zadania domowe.

1. Rozmaito±ci Hopfa. Niech A = diag(α1, . . . , αr) b¦dzie zespoln¡
macierz¡ diagonaln¡; zakªadamy, »e |αi| < 1.

(a) Poka», »e grupa cykliczna generowana przez A dziaªa w sposób
wolny i caªkowicie nieci¡gªy na Cr \ {0} i iloraz ma struktur¦
rozmaito±ci zespolonej, oznaczmy j¡ M .

(b) Poka», »e M jest di�eomor�czne z S1 × S2r−1.

(c) Policz kohomologie M .

(d) Poka», »e M nie jest rozmaito±ci¡ Kählera.

(e) Poka», »e wi¡zka styczna doM jest sum¡ prost¡ wi¡zek liniowych.

Dla uªatwienia mo»na najpierw zrobi¢ wersj¦ tego zadania dla r = 2
czyli powierzchnie Hopfa.

2. Niech Λ ⊂ Cn b¦dzie krat¡ rangi 2n, to jest podgrup¡ addytywn¡
izomor�czn¡ z Z2n.

(a) Poka», »e iloraz Cn/Λ jest rozmaito±ci¡ zespolon¡ di�eomor�czn¡
z (S1)2n. B¦dziemy j¡ oznacza¢ TΛ

(b) Policz pier±cie« kohomologii De Rhama dla TΛ.

(c) Poka», »e standardowy iloczyn hermitowski na Cn de�niuje me-
tryk¦ hermitowsk¡ na TΛ, która jest Kählera.

(d) Policz rozkªad Hodge'a dla TΛ.

3. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ Kählera, a Y ⊂ X podzbiorem anali-
tycznym. Zbiór Y zadaje element w grupie homologii H2 dim(Y )(X).
Niech [Y ] oznacza element Poincaré dualny w grupie H2i(X), gdzie
i = codim(Y ). Wykaza¢, »e [Y ] jest typu (i, i).

4. Produkty.

(a) Poka», »e produkt rozmaito±ci Hodge'a jest rozmaito±ci¡ Hodge'a.

(b) Odwzorowanie Veronese. Poka», »e odwzorowanie Pr ×
Ps → Prs+r+s zadane na wspóªrz¦dnych jednorodnych wzorem
([xi], [yj]) −→ [xiyj] jest wªo»eniem na domkni¦t¡ podrozmaito±¢.



(c) Poka», »e produkt rozmaito±ci rzutowych jest rozmaito±ci¡ rzu-
tow¡.

5. Rozkªad Hodge'a jako dziaªanie C∗ (cz¦±¢ 1). Niech HR bedzie sko«cze-
nie wymiarow¡ przestrzeni¡ rzeczywist¡ z kompleksy�kacja HC =
HR ⊗R C i rozkªadem HC =

⊕
p+q=kH

p,q speªniaj¡cym warunek

Hp,q = Hq,p. Poka», »e dziaªanie ρ : C∗ → GL(HC), które dla v ∈ Hp,q

jest zde�niowane jako ρ(z)(v) = zpz̄q · v speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(a) dla dowolnego t ∈ R∗ ⊂ C∗ i v ∈ HC zachodzi ρ(t)(v) = tk · v
(b) ρ(z̄) = ρ(z) gdzie dla g ∈ Aut(HC) przez ḡ oznaczamy dziaªanie

ḡ(v) = g(v̄) na v ∈ HC.

Prosz¦ zwróci¢ uwag¦, »e jakkolwiek ρ jest homomor�zmem grup (ze-
spolonych) nie jest mor�zmem rozmaito±ci nad ciaªem C.

6. Rozkªad Hodge'a jako dziaªanie C∗ (cz¦±¢ 2). Niech HC = HR ⊗R C
dupuszcza dziaªanie ρ : C∗ → GL(HC), które speªnia warunki (a) i (b)
powy»ej.

(a) Wykorzystaj diagonalizacj¦ podgrup torysjnych w S1 ⊂ C∗
by pokaza¢ rozkªad H na podprzestrzenie wªasne odpowiada-
j¡ce pewnym warto±ci¡ wªasnym, które z kolei mo»na rozszerzy¢
do charakterów C∗ → C∗ (homomor�zmów niekoniecznie ze-
spolonych).

(b) Poka», »e charaktery te s¡ postaci z → zpz̄q, gdzie p+ q = k.

(c) Niech Hp,q oznacza podprzestrze« wªasn¡ odpowiadaj¡c¡ charak-
terowi z → zpz̄q. Poka», »e Hp,q = Hq,p

7. Rozkªad rozmaito±ci zespolonych. Niech X b¦dzie zwart¡ rozmaito±ci¡
zespolon¡ wymiaru n. Zaªó»my, »e istnieje wst¦puj¡cy ci¡g spójnych
podzbiorów domkni¦tych X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xm = X takich, »e X0

jest punktem oraz Xi \Xi−1 = Cni , gdzie ni ≥ ni−1. Poka», »e X ma
kohomologie tylko w parzystych wymiarach oraz wymiar grupy H2r(X)
jest równy liczbie i dla których ni = r. Wskazówka: zastosuj ci¡g pary
dla Xi−1 ⊂ Xi.

8. Kohomologie kwadryki. Niech Qn ⊂ Pn+1
C b¦dzie kwadryk¡ czyli hiper-

powierzchni¡ zadan¡ jednorodnym wielomianem f stopnia dwa.



(a) Poka», »e istnieje ukªad wspóªrz¦dnych jednorodnych
[x0, . . . , xn+1], taki »e równanie Qn jest postaci x2

0 + · · ·+ x2
r = 0,

dla pewnego r ≤ n + 1, które jest indeksem formy kwadratowej
odpowiadaj¡cej f (diagonalizacja formy kwadratowej).

(b) Poka», »e Qn jst gªadkie wtedy i tylko wtedy gdy r = n + 1, w
przeciwnym wypadku Qn jest sto»kiem nad kwadryk¡ mniejszego
wymiaru.

(c) Od tego miejsca zakªadamy, »e Qn jest gªadk¡ kwadryk¡ wymiaru
n. Poka», »e Q1 ' P1 oraz Q2 ' P1 × P1.

(d) Zaªó»my, »e f = x0x1 +x2
2 +· · ·+x2

n+1 i na Q
n rozpatrzmy diaªanie

C∗ które we wspóªrz¦dnych jednorodnych wygl¡da tak:

t · [x0, x1, x2, . . . , xn+1] = [tx0, t
−1x1, x2, . . . , xn+1]

Poka», »e zbiór punktów staªych tego dziaªania ma trzy skªadowe:
dwa punkty izolowane i kwadryk¦ Qn−2.

(e) Rozkªad ABB. Korzystaj¡c z powy»szego dziaªania znajd¹ rozkªad
Qn = X0 t Xn t Xn−1, gdzie X0 jest punktem, Xn = Cn, nato-
miast Xn−1 jest wi¡zk¡ liniow¡ nad kwadryk¡ Qn−2. Wskazówka:
je±li Y jest skªadow¡ punktów staªych dziaªania C∗, to mo»emy
zde�niowa¢ X0(Y ) = {x ∈ Q : limt→0 t · x ∈ Y } lub X∞(Y ) =
{x ∈ Q : limt→∞ t · x ∈ Y }.

(f) Korzystaj¡c z powy»szego rozkªadu policz kohomomogie Qn:
poka», »e jedyne nietrywialne grupy kohomologii s¡ w parzystych
wymiarach od 0 do 2n i wymiar ka»dej z nich jest 1 z wyj¡tkiem
przypadku parzystego n dla którego grupa Hn(Q) ma wymiar 2.

(g) Niech n b¦dzie parzyste i zaªó»my, »e f = x0x1 + x2x3 + · · · +
xnxn+1. Poka», »e grupa H

n(Q) jest generowana przez przez klasy
Poincaré dualne do pewnych podprzestrzeni liniowych w Q. Podaj
równania tych podprzestrzeni.

9. Niech M b¦dzie zwart¡ zorientowan¡ rozmaito±ci¡ wymiaru 4n. Syg-
natur¦ rozmaito±ci σ(M) de�niujemy jako sygnatur¦ formy przeci¦¢ w
H2n(M)

([α], [β]) 7→
∫
M

α ∧ β .

Je±li wymiar rozmaito±ci nie jest podzielny przez 4, to σ(M) = 0 z
de�nicji.



(a) Znajd¹ sygnatur¦ powierzchni Kählera S znaj¡c liczby Hodge'a
hp,q = dimHq(S,Ωp).

(b) Uogólnij otrzyman¡ formuª¦ na dowoln¡ rozmaito±¢ Kählera.

10. Niech X = G(k, n) bedzie grassmanianem przestrzeni k-wymiarowych
w V = Cn. Ustalmy �ag¦ w V czyli (sci±le) wst¦puj¡cy ci¡g pod-
przestrzeni liniowych {0} = V0 ⊂ V1 · · ·Vn−1 ⊂ Vn = V . Dla liczby i
speªniaj¡cej warunek 0 ≤ i ≤ k(n− k), podziaªem i nazywamy nieros-
n¡cy ci¡g k nieujemych liczb λj nie wi¦kszych ni» n− k, których suma
jest i. Czyli

(∗) n− k ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0 & λ1 + λ2 + · · ·+ λk = i

(a) Rozªo»y¢ X na podzbiory izomor�czne z przestrzeniami
a�nicznymi. Wskazówka: dla ci¡gu (λj) rozpatrz zbiór

Xλ1,...,λk
= {W : dim(W ∩ Vn−k+j−λj

) = j}

(b) Wykaza¢, »e X ma niezerowe kohomologie tylko w parzystych
gradacjach, oraz wymiar dim(H2i(X)) jest równy ilo±ci ci¡gów
speªniaj¡cych warunek (∗)

(c) Pokaza¢, »e kohomologie X s¡ generowane przez cykle alge-
braiczne (tzn. elementy Poincaré dualne do elementów homologii
zadanych przez podzbiory algebraiczne).

(d) Dla grassmanianu X = G(2, n) znale¹¢ wymiary kohomologii
prymitywnych P i,i ⊂ H i,i(X).

(e) Korzystaj¡c z relacji Hodge'a-Riemanna znale¹¢ sygnatur¦ grass-
manianu G(2, n).


