n = m wtedy 1 tylko wtedy, gdy (p(n) < p(m)V (p(r) = p(m) An < m)).
(b) Niech c(n) oznacza sume cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby n.

n < m wtedy i tylko wtedy, gdy (c(n) <c¢(m) v (c(n) =c(m)An < m))
12.3. W kazdym z ponizszych przykladéw udowodnij, ze relacja < dobrze po

rzadkuje zbiér N x N. Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (Nx N =)

i (N,<) sg izomorficzne. Jegli nie Z
. < : — wskaz elementy grani i
A y graniczne zbioru N x N

(a) (n1,mq) =< <n2,m2) wtedy i tylko wtedy, gdy (max(m my) < max(ny, m )
3 ) 2

\v (max(m,ml) = max(ngz, my) A (n1,m1) <ieks <n2,m2>)),

(b) (n1,m1) =< (na, ms) wtedy i tylko wtedy, gdy (min(ny, my) < min(ng, my)

V (min(n;,my) = min(na, ma) A (n1,m1) <jers {ng,mya))).
(¢) (n1,m1) = (ng, my) wtedy i tylko wtedy, gdy (n1 +my < mg+ mz)
V (n1 4+ m1 = ny 4 my A (n1,m1) <jeks (n2, ma)).
(d) (n1,m1) < (ng, ms) wtedy i tylko wtedy, gdy (In1 —ma| < |na — my)
V(lng —my| = [n2 —ma| A (n1,m1) <jeks <n2,m2>)~

12 . Niech <X <X> oraz (Y, < 1 y
y y > b 1 i
4J e ]1 : < : Jy) Qd@ zbiorami dobrze uporzqdkowan mi. Dla

y relacje < w zbiorze X w nastepujacy sposéb:
1 2z & (f(z1) <y f@2) V (f(@1) = f(z2) A2y <x z3)).

Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbiér X .

12.5. Ni e .

rradko vif:crfl { h(Xz, S;) i€ I) b,egdme indeksowang rodzing zbioréw dobrze upo-

Talés ycir o beor.ze, l‘n‘deksow I, dobrze uporzadkowanym przez relacie <
my ponadto, Ze jesli i, j € I oraz i #J, to X; N X; = . Niech X —JEJ_)é.

oraz niech f : X — [ bedzie funkcjg zdefiniowana wzorem <

fle)=1¢ dlazeX,.
W zbiorze X definiujemy relacje < w nastepujacy sposéb:
T X1y & (f(:cl) <jJ f(l’g) vidiel (f(a:l) = f(.’L‘Q) =1Ax < .’L‘g))

Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbiér X.

126. W zbiorze Fin wszystkich skoficzonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych
okreélamy relacje = w nastepujacy sposob:
XY e (X=YV(X#Y Amax(X AY)eY)).

(a) Udowodnij, ze relacja < dobrze porzadkuje zbior Fin.
b) Rozstrzygnij, czy zbiory dobrze uporzadkowane (N, <) i (Fin, =) sg izomor-
ficzne.

12.7. Udowodnij, ze zaden nieprzeliczalny podzbiér zbioru R nie jest dobrze upo-
rzadkowany przez zwykla relacje < w R.

12.8. Udowodnij, ze zbiér wszystkich relacji dobrze porzadkujacych zbiér N ma
moc continuum.
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13.1. Niech X bedzie niepustym zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje
<. Udowodnij, ze jesli kazdy taficuch w X ma ograniczenie gorne w zbiorze X, to
dla kazdego elementu y € X w zbiorze X istnieje taki element maksymalny M,

zey X M.

13.2. Niech X bedzie niepustym zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje
<. Udowodnij, ze jesli kazdy kazdy tancuch w X ma ograniczenie dolne w zbiorze
X, to dla kazdego elementu y € X w zbiorze X istnieje taki element minimalny
m, ze m = .

13.3. (a) Udowodnij, ze istnieje zbiér A C R o nastepujacych wlasnosciach:
(\1) kazde dwie rézne pary punktéw zbioru A realizujg rézne odleglosci, §cidlej:
Va,b,c,d € A ((a #bAc#dA{a,b} # {c,d}) = la — b # |e—d}),
(2) dla kazdego punktu z € R\ A w zbiorze AU {z} istnieja dwie rozne pary
punktéw realizujace te same odlegtosci, Scislej:

Vo € R\A Ja,b,c,d € AU{z} (a # bAc # dA{a,b} # {c,d}Ala—b] = |c—d|).

(b) Udowodnij, ze kazdy zbiér A C R o wiasnoéciach z punktu (a) jest nieprzeli-
czalny.

13.4. (a) Udowodnij, ze istnieje zbiér A C R? o nastepujacych wlasnodciach:
(1) zadne trzy rozne punkty zbioru A nie lezg na jednej prostej,
(2) kazdy punkt z € R?\ A nalezy do pewnej prostej przechodzacej przez
dwa rézne punktu zbioru A.



