(c) {{z.y) € R?:z =42}
(d) {(r.y) € R?: = 2v},
(e) {(.y) e N? 1y 4124 = 2},
(1) {(ry) €222 = 7).
(@) {(ry) €Nz = y2)

3.2. Sprawdz, czy dany zbiér jest funkcja. Jesli tak, okredl j Jjej dziedzine i przeciw-
dziedzing. Jedli nie, podaj przyktad dwéch par o tych samych poprzednikach i réz-
nych nastepnikach, nalezacych do tego zbioru.

(@) {(.Y) ERXPR): 2> 0AVyeY (z=42)}.

(b) {(1 Y)ERXP(R):2>0AYy (I/GY@J?“?/)}
() {(X.y) ePMN)xN:yeXAvee X (y<ua))

(d) {(X.Y) e P(N)x P(N): X NY = @).

(¢) {(X,Y) e P(N)x P(N): X UY =N}

(f) {XY)ePN) xP(N): XUY =NAXNY = @)

3.3. Sprawdz, czy dana funkcja f: X — Y Jest réznowartosciowa i czy jest na Y.
Jesli nie jest réznowartosciowa, podaj przyktad dwéch roznych argumentéw, dla
ktérych funkecja przyjmuje te samne wartosci; jedli nie jest ,na”, znajdz Ry:

(a) X =R, Y =R, f(z) = 2% dla x € R.

(b) X =N2 Y =N, f(n,m) =2".3" dla (n,m) € N2,

() X =N Y =N, f(n,m) =2"-4™ dla (n,m) € N2,

(d) X =P(N)\{@}, Y =N, f(4) = min(A) dla ACN, A # Q.
(€) X=QY=PQ), f(r) ={9€Q:g<p}dlape Q.

3.4. Dla danych liczb naturalnych & i n znajdz:
(a) Liczbe wszystkich funkcji ze zbioru k-elementowego w zbiér n- elementowy.

(b) Liczbe wszystkich funkcji réznowartosciowych ze zbioru k- -elementowego
w zbidr n- elementowy.

(¢) Liczbe wszystkich funkcji przeksztalcajacych wzajemnie jednoznacznie zbi6r
k-elementowy na zbiér n- elementowy.

(d) Liczbe wszystkich funkcji rosnacych ze zbioru {1,.

vk} w zbiér {1,... n}
(przy zalozeniu, ze k,n > 1}).

3.5. Dla danej funkcji f i zbiorow A, B znajdz f[A]i f~[B):
(@) fx)=2?dlazeR, A=[-1,2, B=[1,4].
(b) f(z) =sinz dlaz e R, A =0,x], B = {1}.

(c) f(n,m) = max(n,m) dlan.meN, A= {10%} x N, B = {10%6}.
(d) f(n,m) = min(n,m) dlan.meN, A= {1056} x N, B = {10%6}. |
W punktach (e) i (f) wyrazenie a|b oznacza: liczba calkowita a jest dzielnikiem
liczby calkowitej b.
(e) f(n,m)=n+mdlanmeN A={neN: 2ln}2, B = {n e N: 2/n}.
(f) f(n,m)=nmdlan,meN, A={neN:2n}? B={neN:2n}

3.6. Dla danej funkcji f : R x R—R oraz zbioréow A C R x Ri B C R znajdz
f[A] 1 naszkicuj w prostokatnym uktadzic wspoirzednych zbior f~1[B]:

(a) flz,y) =y, A= (-11]x[=2,2), B=[0,1).

(b) fla,y) =2 +y* A= (-2,3]x[-2,3), B =(9.16].

() flz,y) = Vat+ % A= (-1,V7] x [-V2.v2), B=(1,2].

(d) flz,y) == =(0,2) x (1,3), B = (0,1).

(e) flz,y) =z —y* A=[-3,2) x(=3,-2], B=(0,1).

(f) f(z, y)—lqlny,A—(l oo) x (0, n], B = {0}.

() flz,y)=z—y, A=(R\Q) x (R\Q), B=(0,1].

3.7. Dla danej funkcji f : R—R x R oraz zhiorow A C R i B./Q R x R znajdz
fY[B] i naszkicuj w prostokatnym ukladzie wspotrzednych zbior f[A}:

(a) f(x) = (z,2%), A= (1,2}, B=(-1,1]x(0,4).

(b) fla) = (2.2}, A= (=2,2], B = (1,9) x [-2,2)

(c) f(z)= (.1;2 N A= (-1,v2], B=(0,1) x (—1,16).

(d) flz) =(lz—1[,x >A:R,B:(0,1]x[071].

(e) f(z)=(lz —1|,|z +1]), A=R, B=(1,+00) x (1, +0o0).

3.8. Dla danej funkcji f : R x R—R x R oraz zbiorow A,1 B C R x R naszkicuj
w prostokatnym ukladzie wspétrzednych zbiory f[A] i f~1[B]:

32 —
(a) flay) = (e,a), A= B = {(e,y) e Rx R:a? +4” =1},

(b) flz,y) = (x+3,y-5), A=B={{z.y) e RxR:y=27}.

(¢) flx,y)={y+1l,z—1), A=B={{z,y) e RxR: z? +9? =1}

(d) flz,y) = (22 + L,y + 1), A=[-3,2] x (-3,2), B = {{,9) : 2 = y}.

() fla.y) = (Lz— Ly, Lot L2y, A=[0,1] x [0,1], B={{r,y) e RxR:
x:y}.

) fle,y) =z +yx—y), A=[0,1x[0,1], B={{z,y) ERxR:z =y}

3.9. Dla danych funkeji fig znajdé go f:
(a) f(z)=sinz —1dlazr€eR, g(z)=+xdlareR, z=>0.



b) f(zx) = (3=, 3x) dl —m— :
(b) ) = {32, 5x) dlaz €R, g(n,m)=m~—-ndlanmeN. (3.15. Dla danych dwéch zbioréw X, Y i funkeji f @ X =Y zdefiniujmy funkcje

(c) }y iyEx; zgacéax;iti 1pr1zyjmujer'ny, ée_R jest zbiorem liczb pierwszych (to znaczy E P(Y)— P(X) wzorem
e ,N,\ ’{()}’ 02;2- .;g)l{gieﬁm;uemy f(n)={lcfi € NX: k jest dzielnikiem n} po(4)=f1A] dlaACY.

L = p1-... Pm, gdzie = . ; . ) . - : .
:gk()ﬁczonym niepustym podzbiorem zbioru T; u {1} (innymi{filowy, ’ g;l?;{}) j:: Udowodmi, ze funkcja ¢ jest réznowartosclowa wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
111;)czynem wszystkich elementéw zbioru X = {p1,...,pm}, przy czym p; # p f jest ,na .
dla i < j). i ~

j 1 o ; ; ‘ i6r £l

B ['316. Znajdz funkeje [ : N — N taka, ze dla kazdego n € N zbiér f~H{n}] ma
(d) f(X)=P(X)dlaX e P(N),g(X)=UX dla X € P(P(N)). dokladnie 2 (odpowiednio: 3, 4,.. .) clementy.
3.(; 0. Udo'wodnij, ze dana funkcja jest réznowarto$ciowa i znajdz funkcje do nicej 3.17. Niech (fi : t € R) bedzie indcksowang rodzing funkeji rzeczywistych zdefi-
odwrotna: niowang w nastepujacy sposob:
E:)) ﬁ(?&: ﬁzdla(w eR, z>0. i flz)=2?~2z+1 dla zeR

‘R?2 o R?, f(z,y) = (xz+y,z—y).
@ty v) (a) Niech A; = F7{0}] dla t € R. ZnajdZ U At oraz () Ae.
teR teR

(¢) f:N2=N2? f(n,m)= (2n+ 2m,2n — 2m),

: b Niech By = fi '[{z € R:z >0 dla t € R. Znajdz |J B; oraz [ B:.
3.11. Dla n,m € N niech A, ., bedzie zbiorem wszystkich funkcji f : N—>N ®) = F H tLEJIR t tDIR '

t&kiCh, ie f(’n, =m. W ZNna b
@ N U A) yenacz zbiory funkeji 3.18. Dla danego zbioru X niech S(X) oznacza zbior wszystkich jego permutacii.
meNneN Funkcja @ : NN x NN — P(N x N) jest okreslona wzorem
) U N Aun 8(1,9) = ({f() g(w)) i m € N}
n m
. N)] = S(N).
(c) ﬂN U Anm. Wykaz, ze [S(N) x S(N)] S(N)
ne N
@ U ma A 3.19. (a) Niech (f; : i € I) bedzie indeksowang rodzing funkcji taka, ze dla dowol-
meNneN nych indekséw i,j € I, zbiér fi U f; jest funkcja. Udowodnij, ze zbidr 'UI fi
312 jest funkcja. 1€
n.a .A ljvlz(:)(;};rf bedzie dowolna niepustg rodzing zbioréw. Czy funkcja f okreslona (b) ZnajdZ indeksowang rodzine funkcji (fn : 1 € N) majgcg nastgpujace dwie
wlasnosci:
f(X)=PX) dlaXecA, (1) dla kazdego indeksun € N, zbiér Dy, jest skonczonym podzbiorem zbioru
jest réznowartoéciowa? N oraz Ry, € {0,1};
(2) dla dowolnej pary réznych indekséw n,m € N zbiér fp U fm nie jest
3.13. Dany jest niepusty zbiér X i funkcja f : X — X. Udowodnij, ze: " funkeja.
Fu . . .. . . ’ . /;"
(2) .Iﬁqa f jest roZnowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy jedyng funkcja ( 8.20*. Znajdz funkcje f: R — R takg, ze dla kazdego 7 € R zbior f{r}] ma
g+ X — X spetniajaca warunek fog = f jest idx. doktadnie:
(b) Fur;kcqu f jest na X wtedy i tylko wtedy, gdy jedyna funkcjg g : X —» X &a) 2 elementy,
spelniajacg warunek go f = f jest idx. (b) 3 elementy
3.14. Ud s . . ..
OWOdImJ’ ze dla dowolnych zbioréw A, B i funkcji f: 3.21*. Znajdz wszystkie permutacje f zbioru N spelniajace warunek:
(a) f[ANf-1[B]] = flA]NB.
(b) Amf_l[B c f-1 (a) EkENVnZk(f(n)gn)
I /AN Bl (b) 3k € N¥n >k (f(n) > n).



