7.18. Niech A bedzie dowoln ior 5 s obi
: ym zbiorem. Udowodnij, ze zbiér pot i
jest skonczony lub nieprzeliczalny. ) potegowy zbioru A

?.19. Nicech (4; : 1 E.[ ) bedzie dowolna indeksowana rodzing zbioréw skofi-
czonych. Udowodnij, ze uogdlniony iloczyn kartezjanski [[ A; jest zbiorem
skoniczonym lub nieprzeliczalnym. el
7.20. Udowodnij, ze dowolny zbiér X C R spelniajacy warunck

Vo € X (|(—oc,2) N X| < |NJ)

jest co najwyzej preeliczalny.
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(a) A={re X :3>0(|(x-sr+e)NX|<INPF.

(b) B={reX:3>0 (|(x-e.2)NnX| <|N|)}.

7.22*. Niech A C ~dzie przeliczalne i i i

e Nl.(‘( 1 A C P(N) bedzie przeliczalng rodzing nieskonczonych podzbioréw

(a) Udowodnij, zc¢ istnicje zbior nieskonezony X C N taki, ze
\ C , 70

ANX #¢  oraz  A\X
dla kazdego A € A. e

b) Ud R VISP ,
(b) owodnij, zc¢ istnicje zbior nieskonczony X C N taki, ze

|ANX| = = |N]

dla kazdego A ¢ A.

* .
1.23*. Nicch (A4, : n € N) bedzie ciggiem zbioréw.

(a) tUcll((.)vrodnij, ze istnicje ciag zbiorow (B, : n € N) parami roztacznych (tzn.
akich, ze Vi, n € N (m #n=DB,NDB,= @)) taki, ze (

U B.= | A

nelN neN

VneN (B, CA,) oraz

b T . . .
(b) E‘dOW(/)(.inl.], 70 ‘](?51'1 kazdy zbiér A,, jest nieskonczony (dla n € N), to istnieje
"igg roznowartosciowy (b, )nen taki, ze Vn € N (bn € A,).
(c) g;igwodlip, zlc Jesﬁl l;)cudy zbidr A,, jest przeliczalny (dla n € N), to istnieje
- przeliczalnych zbiorow (B, 1 n € N) parami as jacych
s proclicza (B € N) paraini rozlacznych o nastepujacych
VneN (B, CA,) oraz | JB,={] A

neN neN

WYKLAD 8 ZBIORY MOCY COIN1LUNUUIVY

Udowodnij, ze nastgpujace podzbiory plaszczyzny R? maja moc continuum:

8.1.
(a) 7bior wszystkich punktow R? o dokladnie jednej wspdirzednej wymiernej.
(b) 7biér wszystkich punktow R? o obu wspolrzednych njewymiernych.

(c) Dowolny podzbiér plaszczyziy sawierajacy koto o dodatnim promicniu.

(d) Dowolna funkcja f : R—R (utozsam: jona ze zbiorem {(z,y) € R x R :
fl@) = yh)-

(e) Dowolny okrag (o dodatnim promicniu).

8.2. Udowodnij, ze nastepujace zbiory maja moc continuuni:
(a) 7biér wszystkich prostych w R2.

(b) Zbiér wszystkich okregow w RZ.

) Zbior wszystkich trojkatow w R2.

—~

c
d) Zbior wszystkich wiclokatéow w R?.

)
)

—~~

) Zbior wszystkich wiclomianow o wspolezynnikach rzeczywistych.

f

(f) Zbior wszystkich macierzy o wyrazach rzeczywistych.
8.3. Udowodnij, ze iloczyn kar tezjanski zbioru mocy continuum i niepustego zbio-
ru co najwyzej przeliczalnego jest mocy continuum.

8.4. Udowodnij, 7e suma zbioru mocy continuum i niepustego zbioru co NAjWYZe)
przeliczalnego jest mocy continuurn.

8.5. Udowodnij, Ze iloczyn kartezjanski skonezenie wiclu zbioréw mocy continuin
ma moc continuum.

8.6. Udowodnij, ze dowolna rodzina rozlaczna niepustych podzbioréw zbioru mo-
¢y continuum jest mocy €o najw yzej continuuni.

8.7. Udowodnij, ze nastepujace rodziny zbioréw maja moc continnun:
(a) A= {ACN:|A]= N\ A}

(b) B ={ACZ:|ANN <|NJ}.

() C ={ACZ:NC A}.

(d) D={ACN:¥neN (n* € A)}.
() £ ={ACZ: |A AN :\N\}

fy F={ACN:Vn>10 (jan{o,1..

() ., — 1} <n—10)}.
() ¢ = {ACN:Vn>0(1An{0,1,.

on —2,2n— 1} =n)}.



8.8. Udowodnij, Ze nastepujace zbiory ciggéw o wyrazach naturalnych maja moc
continuum:

(a) A:{feNN:f:NI_'LN}.

(b) B:{feNN;f:N_“LN}.

c) C:{feNN:f:N%N}.

) D={feN":VneN (f(n+1)> f(n))}.

e) E:{fENN:VnEN(f(n)<f(n+1)<f(n)+3)}.
f) F:{fGNN:VHGN(ff(n)—f(n+1)|:1)}.

8.9. Udowodnij, Ze nastepujace zbiory ciaggéw o wyrazach wymiernych maja moc
continuum:

(a) A:{fe@N:f:Nl—n}Q}.
(b) B = {f € QY : ciag (f(n))nen ma skoficzona granice}.
(¢) C= {f €QY: lim f(n) = o}.

8.10. (a) Znajdz funkcje f : R — N taka, ze dla kazdego n € N, zbiér FH{n))

ma moc continuum.

(b) Udowodnij, ze dowolny zbiér mocy continuum mozna podzielié¢ na przeliczal-
nie wiele parami rozlacznych podzbioréw mocy continuum.

8.11. (a) Znajdz funkeje f : R — R taka, ze dla kazdego r € R, zbiér FUN
Jjest przeliczalny.

(b) Udowodnij, ze dowolny zbiér mocy continuum mozna podzielié na continuum
parami rozlacznych podzbioréw przeliczalnych.

8.12. (a) Znajd? funkcje f : R — R taka, ze dla kazdego r € R, zbior f~1[{r}]

ma moc continuum.

(b) Udowodnij, ze dowolny zbiér mocy continuum mozna podzielié na continuum
wiele parami rozlacznych podzbioréw mocy continuum.

8-13*. Przypomnijmy, ze podzbidér D prostej jest domkniety, jesli jego dopelnienie
Jt?st zbiorem otwartym lub, réwnowaznie, jedli granica kazdego zbieznego w R
clagu punktéw zbioru D nalezy do tego zbioru. Udowodnij, ze:

(a) Czegéc’ wspoélna dowolnej niepustej rodziny domknietych podzbioréw proste;
Jest zbiorem domknietym.

(b) Zbiér Cantora C jest domkniety.

(c) Kazdy domkniety podzbiér prostej jest typu Gé, czyli jest czeScia wspdlna
pewnej przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych.

8.14*. Przypomnijmy, ze element = zbioru X C R nazywamy punktem izolowa-
nym zbioru X, jesli (x — e,z 4+¢e)N X = {z} dla pewnego € > 0 (por. zadanie
7.16). Element z € X, ktéry nie jest punktem izolowanym zbioru X, nazywamy
punktem skupienia tego zbioru. Udowoduij, ze:

(a) Element z € X jest punktem skupienia zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy
jest granica ciagu réznych od z liczb nalezacych do X.

(b) 7biér punktéw skupienia dowolnego zbioru domknietego D C R tez jest do-
mkniety.

(c) Kazdy element zbioru Cantora jest jego punktem skupienia.

8.15*. Przy oznaczeniach z wykladu 8. udowodnij, ze dla kazdego nieskonczonego
ciagu f : N — {0,1} nastepujace warunki sg rownowazne:
(1) Punkt F(f), czyli jedyny element zbioru HDN C'tjn, jest koficem jednego z prze-
dzialéw postaci Cs, gdzie s € S.
(2) Ciag f jest prawie staly, to znaczy
Ji e {0,1} ImeNVn>m (f(n) = 1)

(zob. zadanie 7.10).

8.16*. (a) Udowodnij, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw mocy mniejszej niz
continuum jest zbiorem mocy mniejszej niz continuum.

(b) Udowodnij, ze jedli f: R "%, Y jest dowolng funkcja i zbiér Y jest przeli-
czalny, to dla pewnego y € Y zbidr f ~1{{y}] ma moc continuum.
8.17*. Niech dana bedzie funkcja F': R — P(R) spelniajgca warunek
Vz € R (zbiér F(x) jest skonczony iz ¢ F(z)).
Udowodnij, ze istnieje zbiér M C R mocy continuum taki, ze
Vr,y€ M (z & F(y)).
8.18*. Powiemy, ze zbiory A i B sa prawie rozlaczne, jesli zbiér AN B jest

skoficzony. Méwimy, ze rodzina zbioréw jest prawie rozlaczna, jedli skiada si¢
z elementéw parami prawie roztgcznych, to znaczy, jesli kazde dwa jej elementy

sa prawie rozlgczne.



