6.8. W kazdym 2 ponizszych przypadkéw, dla danego zbioru X i dowolnego nie-
skonczonego ciagu (r,),en elementéw tego zbioru znajdz, stosujac metode prze-
katniowq, clement z € X \ {x, :n € N}

(a) X = {(ma)ren € {0, 1} mg = my = my = ... = 0}, to znacay X jest
zbiorem wszystkich nieskonczonych ciagdéw zero-jedynkowych, przyjimujacych
na wszystkich miejscach parzystych wartosé 0.

(b) X = {(me)ren € {0,1} :VIeNVEeN (I? <k < (I+1)2=my =0)}, to
zmaczy X jest zbiorem wszystkich nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych,
przyjmujacych warto$¢ 0 na wszystkich miejscach spoza zbioru {0, 1,4,9, ...},
ztozonego z kwadratow liczb naturalnych (na tym zbiorze moze przyjmowad
zaroéwno wartosé 1, jak 0).

(¢) X jest zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru liczb nieparzystych.

(d) X jost zbiorem wszystkich podzbiordéw zbioru kwadratéw liczb naturalnych.

6.9. Udowodnij, stosujge metode przekagtniowa, ze dla kazdego ciagu (f,,)en, kto-
rego wyrazy naleza do zbioru NV wszystkich nieskonczonych ciagdw o wyrazach
naturalnych, istunicje cigg g € NN taki, ze

Ve NdmeNVEcN (< k= f,(k) < g(k)),

to znaczy dla dowolnego n € N wyrazy ciagu ¢ sa, poczawszy od pewnego miejsca
(zaleznego od n), wicksze od odpowiednich wyrazéw ciggu f,,.

6.10. Udowodnij, stosujac metode przekatniows, ze dla kazdego ciagu (f,)nen,
ktorego wyrazy naleza do zbioru wszystkich nieskonezonych ciggéw o wyrazach
rzeczywistych dodatnich, istnieje ciag g o wyrazach dodatnich taki, ze

Ve Ndm e NVkeN (m <k = g(k) < fu(k)),

to znaczy dla dowolnego n € N wyrazy ciagu g sa, poczawszy od pewnego miejsca
(zaleznego od n), mniejsze od odpowiednich wyrazéw ciagu f,,.

6.11*.Udowodnij, stosujac metode przekatniowa, ze dla kazdego ciagu (fn)nen,
ktérego wyrazy naleza do zbioru wszystkich nieskoficzonych ciagéw o wyrazach
rzeczywistych dodatnich, zbieznych do zera, istnicje cigg g o wyrazach dodatnich,
zbiezny do zera, taki ze

vneNImeNVkeN (m<k= f,(k) <g(k)).

6.12*. Udowodnij, stosujac metode prackatniows, ze dla kazdego ciagu (fn)nen,
ktérego wyrazy naleza do zbioru NY wszystkich nieskonczonych ciggéw o wyrazach
naturalnych, istnieje cigg g € NV taki, ze

Vne NVYmeN3keN (m < kA fo(k)=g(k)),

to znaczy wyrazy dowolnego ciggu f, sa w nieskoficzenie wielu punktach (zalez-
nych od n) réwne odpowiednim wyrazom ciggu g.

- wykeAD7  ZBIORY CO NAJWYZE] PRZELICZALNE

7biér A nazywamy zbiorem przeliczalnym, jesli jest on rownoliczny ze zbiorem
Jiczb naturalnych N. Zbior A nazywamy zbiorem co najwyzej przeliczalnym,

jeéli jest on skonczony lub przeliczalny.

7biér A nazywamy zbiorem nieprzeliczalnym, jesli nic jest on zbiorem co
najwyzej przeliczalnym.

Inaczej méwiac, zbior A jest zbiorem nieprzeliczalnym, jesli jest zbiorem nie-
skoficzonym i nie jest zbiorem przeliczalnym.
Uwaga. Czesto zbiory co najwyze) przeliczalne nazywa si¢ po prostu zbiorami
przeliczalnymi. Ta dwuznacznosé terminologii na ogdl nie prowadzi jednak do
pieporozumicn. Z kontekstu przewaziie natvchmiast wynika, czy rozwazany zbior
jest skoficzony, czy nieskonczony.

7.1. Udowodnij, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne:

(a) Zbior wszystkich punktéw R? o obu wspélrzednych catkowitych.

(b) Zbidr wszystkich punktow R? o obu wspdtrzednych wymiernych.

(c) Zbiér wszystkich punktow R3 o trzech wspdlrzeduych wymiernycl.

(d) Zbiér wszystkich przedzialéw otwartych w R o obu koncach wymiernych.

(e) Zbiér wszystkich kot otwartych w R?, ktére maja wymierne promienie i §rodki
w punktach o obu wspdéirzednych wymiernych.

1.2. Punktem kratowym plaszeayzny (z ustalonym ukladeny wspotrzednych) na-
zwijmy kazdy taki jej punkt, ktorego obie wspotrzedne sg liczbami catkowitymi.
Udowodnij, ze zbior wszystkich prostych, z ktorych kazda przechodzi przez co
najmnicj dwa rozne punkty kratowe, jest przeliczalny.

1.3. Udowodnij, ze nastgpujace zbiory sa przeliczalne:

(a) A= {.L ceR:dp,qe@ (:1:2 +pr+q = ())}.

(b) B= {X CN:ImeNVn>m (n g X)}.

() C= {<:L‘,L>”€N € {0,1}N: Im e NVn >m (;1'7,, = 1)}
(d) D={X CN:|N\X|<|N|}L

14, Udowodnij, ze nastgpujace rodziny zbioréw sq co najwyzej przeliczalue:

) Dowolna rodzina roztaezna niepustych podzbiordéw zbioru przeliczalnego.
(b) Dowolna rodzina rozlaczna A niepustych podzbioréw dowolnego zbioru X
majaca wlasnosé: istnicje przeliczalny zbior S € X taki, 7¢ AN S # ¢ dla
kazdego zbioru A € A.

(¢) Dowolna rodzina rozlaczna zlozona z przedziatéw otwartych w R.




(a) Dowolna rodzina rozlgczna zlozona z két otwartych w R2.

(e) Dowolna rodzina rozlaczna zlozona z kul otwartych w R3.

1.5. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, jesli zbiér A jest nieskoficzony.,

a zbior B jest co najwyzej przeliczalny, to [A U B| = |A|.

1.6. (a) Udowodnij, ze zbiér
A={reR:sinz € Q}
jest przeliczalny.

(b) Udowodnij, ze jesli W (z) jest dowolnym wielomianem stopnia dodatniego, to
zbiér

B={reR:W(z)cQ)
jest co najwyzej przeliczalny.

(c) Udowodnij, ze jesli f : R — R jest dowolna funkcja taka, ze dla kazdego a € R
réwnanie

f(z)—a=0

ma co najwyzej przeliczalnie wiele rozwigzan, to przeciwobraz wzgledem f
dowolnego zbioru co najwyzej przeliczalnego B C R jest co najwyzej przeli-
czalny.

1.1. Udowodnij, ze dowolny zbiér przeliczalny mozna podzieli¢ na dwa (odpowied-
nio: trzy, cztery itd.) parami roztgezne podzbiory przeliczalne.

1.8. (a) Znajdz funkcje f: N — N taka, ze dla kazdego n € N, zbiér FH{n}] jest
przeliczalny.

(b) Udowodnij, ze dowolny zbiér przeliczalny mozna podzieli¢ na przeliczalnie
wiele parami roztacznych podzbioréw przeliczalnych.

1.9. Udowodnij, ze nastepujace rodziny zbioréw sg przeliczalne:
(a) A={ACN: |A] # [N\ A[}.

(b) B={ACN:VneN (JAn{o,...,n} >n—10)}.

(c) C={ACz: [A—N| < |N|}.

110. (a) Udowodnij, ze zbiér Eo={feNV:3mecNv >m (f(n) = 0)},

wszystkich ciagéw o wyrazach naturalnych, o skonczenie wielu wyrazach r6z-
nych od 0, jest przeliczalny. '

(b) Udowodnij, ze jedli zbiér A # @ jest co najwyzej przeliczalny, to zbiér
E={feA":3a€AImeNVYn>m (f(n)=a))

wszystkich ciagéw o wyrazach ze zbioru 4 prawie stalych, to znaczy stalych
od pewnego miejsca, jest przeliczalny.

71.11. Udowodnij, ze zbidr
{(feQ¥:3%k>0vneN (f(n)=f(n+k)}

ystkich okresowych ciggdéw o wyrazach wymiernych jest przeliczalny.
WSZ

7.12. Udowodnij, ze nastepujace zbiory ciaggdw o wyrazach naturalnych sa prze-
liczalne:

(a) (feN":VrneN (f(n+1) < f(n))}. )

(b) {f eNV:VneN (If(n) - f(n+ 1) < )},

(© {feN:vneN (n-f(n) < £(0)}.

7.13. Udowodnij, ze nastgpujace zbiory ciagéw sa przeliczalne: |

(a) Zbidr wszystkich ciggéw arytmetycznych nieskonczonych o wyrazach wymier-
nych. , h N

(b) Zbiér wszystkich ciggéw geometrycznych nieskonczonych o wyrazach wymier-

nych.
7.18. Niech (gn)nen bedzie dowolnym ciagiem, ktérego zbiorem wyrazéw jest
zbiér liczb wymiernych Q = {g,, : n € N}. Wyznacz zbiory:
@ A= N Ula-Lag+1)

neNkE>n

by B=U N(g~1lgx+1).
neNk>n

7.15. Udowodnij, ze zbiér wszystkich punktéw nieciggtoéci dowolnej funkeji mo-
notonicznej f : R — R jest co najwyze] przeliczalny.
1.16. Udowodnij, ze dla dowolnego zbiorn X C R zbiér

{reX:3>0 (z—e,x+e)nNX = {z}}.

zlozony z punktéw izolowanych zbioru X, jest co najwyzej przeliczalny.

1.17. Udowodnij, ze dla dowolnej funkeji f : R — R, zbior
{zeR:3e>0(VzeR (0<|z—z2|<e= fz) < f(2))
VVzeR(0< |z —2z|<e= f(z) > f(z)))}

j Sciwe,
wszystkich punktéw, w ktérych funkcja f ma ekstremum lokalne wtlasci
jest co najwyzej przeliczalny.



