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Niech x, y będą permutacjami. Mówimy, że x < y jeśli BxB/B ⊂ GLn(C)/Bn(C) jest zawarte w
domlnięciu ByB/B.

Zadanie 1 W algebrze Hecke H(GLn(Fq), Bn(Fq)) generatory Ti = 11si są odwracalne, zatem element
Tw = 11w (będący produktem generatorów) jest odwracalny dla dowolnej permutacji w ∈ Sn. Niech
Rx,w ∈ Z[q] będą takimi wielomianami, że

T−1w−1 = (−q)−`(w)
∑
x¬w

(−1)`(x)Rx,w(q) .

Udowodnić dla w, x ∈ Sn, s = si = (i, i+ 1), sw < w

Rw,w = 1

Rx,w = Rsx,sw jeśli x < w, sx < x

Rx,w = (q − 1)Rx,sw + qRsw,sw jeśli x < w, x < sx

[Humphreys, Reflection Groups and Coxeter Groups] §7.5

Zadanie 2 [Dualność] Niech w0 ∈ Sn będzie najdłuższą permutacją. Udowodnić, że

Rx,w = Rw0w,w0x .

Zadanie 3 Niech a, b, c, a′, b′, c′ ∈ Q. Zdefiniujmy operację θi działającą na funkcjach wymiernych
Q(x1, x2, . . . , xn), 0 < i < n

θi(f) =
(a+ bxi + cxi+1)f − (a′ + b′xi + c′xi+1)sif

xi − xi+1
,

gdzie si jest operacją polegającą na zamianie i-tej z i+ 1-szą zmienną.

1. Dla jakich a, b, c, a′, b′, c′ operacje θi zachowują wielomiany Q[x1, x2, . . . , xn] ⊂ Q(x1, x2, . . . , xn)?

2. Dla jakich a, b, c, a′, b′, c′ operacje θi zachowują wielomiany Laurenta Q[x±11 , x±12 , . . . , x±1n ]?

3. Załóżmy, że a = a′ = 1. Dla jakich b, c, b′, c′ jest spełniona relacja warkoczowa θiθi+1θi =
θi+1θiθi+1?

Zadanie 4 Niech e(x) = x +
∑∞
n=2 anx

n ∈ Q[[x]] będzie szeregiem formalnym. Zdefiniujmy operację
Θi działającą na szeregach formalnyc Q(x1, x2, . . . , xn), 0 < i < n

Θi(f) =
f

e(xi − xi+1)
− sif

e(xi+1 − xi)
.

Dla jakich szeregow e(x) spełniona jest relacja warkoczowa?

Wskazówka: Przykładem jest e(x) = 1− e−x =
∑∞
n=1(−1)n+1 x

n

n! .


