WYCENA OPCJI EUROPEJSKIEJ 1 AME’ZRYKANSKIEJ
W MODELACH DWUMIANOWYCH I TROJMIANOWYCH
COXA-ROSSA-RUBINSTEINA I JARROWA-RUDDA

Joanna Karska

W modelach dyskretnych wyceny opcji losowo$¢ wyrazana jest poprzez wystapienie
skonczonej liczby mozliwych scenariuszy. Zaklada si¢ przy tym, ze rynek jest wielookresowy
tzn. cena akcji zmienia si¢ w chwilach 7, 2,...,T, gdzie T to czas do wygasnigcia opcji.
Najprostszym modelem wyceny opcji jest model dwumianowy, w ktérym to w kazdym
okresie moze wystapi¢ jedno z dwdch zdarzen — przyrost lub spadek ceny akcji. Doktadniej,
jesli w momencie ¢ cena akcji wynosi S;, to w momencie ¢+/ moze wzrosnac¢ z
prawdopodobienstwem p do S;u, gdzie u>1, lub spas¢ do S,d, gdzie 0<d<I.

Graficznie mozna t¢ sytuacj¢ przedstawi¢ na drzewie dwumianowym, sktadajacym si¢
weztow, na ktorych wypisane sa ceny akcji 1 strzatek pomiedzy weztami oznaczajacych
kierunek zmian tych cen:

Si j+2
Si j+1
Si,j<: Si+1, j+2
I-p Si+1,j+1
Si+2, j+2
t=j t=j+1 t=j+2

Rys. 1. Drzewo dwumianowe

Wezet (i, j) oznacza i-ty wezet w j-tym okresie. Cena akcji w tym wezle to S; ,/=Spou’"d " dla
j=0,...,N, i=0,...,j, So0=So. Wyplata z opcji w N-tym okresie w i-tym wezle jest rowna:

fin=F(Spou™'d") i=0,...N

gdzie F(.) oznacza funkcj¢ wyptaty z opcji. Znajac mozliwe wyplaty w N-tym okresie warto$¢
opcji w wezle (7, j) mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie z rOwnania:

fi=e T W it (1=p)fisr jo1) =0, 1., N-1, i=0, I,..., j-1
Podstawowym zagadnieniem zwigzanym z modelem dwumianowym jest dobranie takich

parametrow u, d oraz p, aby otrzymac jak najlepsze przyblizenie mozliwych ruchéw cen
akcji. Do kalibracji parametrow wykorzystany zostanie model Blacka-Scholes’a.



Model Blacka-Scholesa

W modelu Blacka-Scholesa zaktada si¢, ze warto$¢ opcji europejskiej uzalezniona jest od:
* poczatkowej ceny akcji Sy,

* ceny realizacji K,

* stopy wolnej od ryzyka r,

* stopy dywidendy ¢,

* zmiennosSci o,

* czasu do zapadalnosci opcji 7

oraz cena akcji wyraza si¢ przez geometryczny proces Wienera:

dS[ = ,US[dt + GS[de[
gdzie p = r—q—é.
Z powyzszego rownania stochastycznego i ze wzoru Ito wynika, Ze:

InS;~ N(InSp+ut, o’t)
czyli S; ma rozklad lognormalny.

b
Korzystajac z faktu, ze gdy X ~ N(a,b), Y=eX, to EY=e**z i D’Y=e2%*b (e]_]) otrzymujemy
$rednig ES;=e ™~ 9tS, i wariancje DZS,ZeZ(r_Q)t(e“Zt-I)SOZ.

Cena opcji europejskiej, o wyptacie max(0, St— K) w przypadku opcji call, max(0, K— Sg) w
przypadku opcji put, jest rOwna:

Cear=Soe 9" N(d,;) —-Ke """ N(d>)
Cpm:Ke _rTN(-dg) —S()e _qTN(-d])

gdzie N(.) oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego oraz

ln(%o)+(r—q+62—2)T

oVT

d]_ 1 dzzdj—G\/T.

Za pomocg pochodnych czastkowych mozna zmierzy¢ zmiang ceny opcji, gdy zmieniajg si¢
parametry determinujace cen¢. Miary zmian cen opcji nazywane sg wspotczynnikami
wrazliwosci. Wzory na wspofczynniki sg nastepujace:



Opcja call Opcja put

Delta A =2 e~ N(d,) e~ (N(d))-1)

ac Sod(dq)oe=aT _ _ So¢(dq)oe™aT _ _
Theta 6 == -%H]S,W(d])e 9T_yKe~"T N(d,) —%—q&,N(—d; e~ +rKe™"T N(-d,)

S Pd)e Pd)e
as? SO G\/T SO G\/T

d
Vega v=3 SWTéd)e=" SWTéd e
Rho p =3 KTe " N(d,) KTe ""N(-d>)

2

Tabela 1. Wzory na wspotczynniki wrazliwosci, gdzie ¢(x) :\/% e 2

Kalibracja parametrow w modelu dwumianowym

W celu wyznaczenia parametrow u, d i p przyroéwnujemy $rednig i wariancj¢ ceny z konca okresu
modelu dwumianowego do $redniej i wariancji w modelu Blacka-Scholesa. Otrzymujemy, ze
parametry spetniajg nastepujace rGwnania:

put(l-p)d = e<r—q)At2 ()
pH(Ipd’ = 0D (¥)
Skad dostajemy, Ze:
o2
e(r_Q)At(u-i—d)—du = eZ(T—q+7)At (A)

gdzie At oznacza dtugo$¢ okresu.

Aby jednoznacznie wyznaczy¢ u, d i p potrzebne jest dodatkowe rownanie. Mozna je okresli¢
korzystajac z modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina lub modelu Jarrowa-Rudda. Pierwszy z nich

zaklada, ze ud=1, a drugi ustala warto$¢ p=§.

Model Coxa-Rossa-Rubinsteina

Model CRR zaktada, ze ud=1. Korzystajac z tej tozsamosci i rOwnania & otrzymujemy:

u=A+vAZ -1
d=A4-VA> -1
gdzie A= g[e —TAt | g (r+aZ)At]'
Wartosci u i d to w przyblizeniu:
u = eoVAt



Model CRR Model BS Model CRR Model BS

Opcja call call europejska put | europejska put
Cena 5.78 5.77 5.01 5.0

A 0.566 0.566 -0.424 -0.423

0 -3.902 -3.882 -1.225 -1.206

Y 0.028 0.028 0.028 0.028

% 21.534 21.366 21.534 21.366

p 25.353 25.388 -28.327 -28.293

Tabela 2. Poréwnanie modeli Coxa-Rossa-Rubinsteina i Blacka-Scholesa dla danych:
So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1 1 N=100.
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Rysunek 2. Cena opcji call w modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina dla danych:
So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01.

Liczba krokow T=0.25 0.5 0.75 1
4 2.264 3.644 4.766 5.751
16 2.208 3.640 4.802 5.821
32 2.173 3.615 4.784 5.809
64 2.168 3.590 4.764 5.792
128 2.174 3.587 4.745 5.775
256 2.171 3.591 4.753 5.773
Black-Scholes 2.169 3.587 4.750 5.773

Tabela 3. Cena opcji call w modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina dla danych:
So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01.




Wspolezynniki wrazliwo$ci szacowane sg nastepujaco:

_9C _ Coa—Cis

A= =~
65 50'1—51'1
Co2-C12 C12-C22
_0%C _ 13S02-S12 S12-S22
v 52 2 S02—S22
0= aCc _ C(T—0.01T)—C(T+0.01T)
aT 2:0.01
ac C(0+0.0106)—C(0c—-0.010)
vV=E=—=x
do 2:0.01
oc _ C(r+0.01r)—C(r—0.01r)
P ar 2-0.01

Ponizsze wykresy przedstawiaja warto$ci wspotczynnikow wrazliwosci w zaleznosci od ceny

akcji. Porownane sa modele Blacka-Scholesa i Coxa-Rossa-Rubinsteina dla opcji w cenie
(K=53), at-the-money (K=55) i poza ceng (K=57).
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Rysunek 3. Opcja call: 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1, N=35.
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Rysunek 4. Fragment rysunku 2 w przybliZeniu.
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Rysunek 5. Europejska opcja put: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=35.
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Rysunek 6. Opcja call: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=200.
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Rysunek 7. Europejska opcja put: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=200.



I T
! BS K=53 —
BS K=55
0.03 |- BS K=57 ]
CRR K=53
B CRR K=55 i
0.025 CRRK=57 —
o o0ezf .
=
E
™
8 0.015 -
0.01
0.005 |-
U -—-"-:-—-:'._F i i i ]

20 30 40 50 60 il a0 a0
Cena akcji

Rysunek 8. Opcja call i europejska opcja put: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=35.
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Rysunek 9. Opcja call i europejska opcja put: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=250.



Rho

Rho

50

40

30

20

10

Rho

BS K=53 ——
BS K=55
... BS K=57
CRR K=53
CRR K=55
CRR I;(=5T —

20

60 70 a0

Cena akcji

Rysunek 10. Opcja call: 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1, N=35.
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Rysunek 11. Europejska opcja put: 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=35.
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Dla amerykanskiej opcji put wyniki sa nastepujace:

Model CRR Model BS
Opcja put amerykanska europejska
Cena 5.39 5.0
A -0.475 -0.423
0 -1.645 -1.206
Y 0.035 0.028
\% 21.102 21.366
p -19.282 -28.293

Tabela 4. So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1, N=35.

Liczba krokow T=0.25 0.5 0.75 1
4 3.684 4.491 4.766 5.476
16 3.594 4.425 4.802 5.450
32 3.561 4.396 4979 5.432
64 3.559 4375 4.959 5.414
128 3.561 4.587 4.946 5.402
256 3.558 4375 4952 5.401

Tabela 5. Cena amerykanskiej opcji put w modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina dla danych:
So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01.



Model Jarrowa-Rudda

W modelu Jarrowa-Rudda przyjete jest zatozenie, ze p = % Podstawiajac te warto$¢ do

réwnan (¢) 1 (%) otrzymujemy w przybliZzeniu:

u= euAt+0'\/At

d= euAt—a\/E

Jako, ze ud=e?*t drzewo cen w modelu JR jest przekrzywione.

Opcja Call Model JR Model CRR Model BS
Cena 5.78 5.78 5.77
A 0.566 0.566 0.566
0 -3.872 -3.902 3.882
Y 0.028 0.028 0.028
\% 21.524 21.534 21.366
p 26.704 25.353 25.388

Tabela 6. Porownanie modeli Jarrowa-Rudda, Coxa-Rossa-Rubinsteina 1 Blacka-Scholesa
dla opcji call, Sp=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, g=0.01, T=1, N=100.
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Rysunek 12. Poréwanie cen opcji call w zaleznosci od liczby krokéw w modelach
Jarrowa-Rudda, Coxa-Rossa-Rubinsteina i Blacka-Scholesa dla danych:

So=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1.
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Rysunek 13. Opcja call dla K=53 (linia potozona najwyzej), K=55 i K=57,
So=55, 0=0.25, r=0.06, g=0.01, N=35.
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Model trojmianowy

Model tréjmianowy dopuszcza dodatkowe zdarzenie dzigki czemu lepiej odzwierciedla
wahania cen akcji niz model dwumianowy. W modelu tym mozliwe sg trzy ruchy ceny dla
kazdego okresu — w gore, posredni i w dot.

Model trojmianowy Coxa—Rossa—Rubinsteina

Jesli w wezle (i, j) drzewa trojmianowego CRR cena akcji wynosi S; ; to w momencie j+/
moze wzrosnac¢ do S; ju =S ; ehoVat spas¢ do S ;d =S ; e ~AoVAL b utrzymac si¢ na tym
samym poziomie S;+;, j+; = S; ;m = S; ;. Prawdopodobiefistwa zmian okreslone sa nastepujaco:

_ 1 1uy
Pu=gE 550 At
_1 _ 1wy
Pd =327 50 At

1
Pn=1=py—pa=1—+

przy czym A jest dobrane tak, aby powyzsze prawdopodobienstwa byly nieujemne.
Gdy A = \E uzyskuje si¢ najszybsza zbieznos¢ ceny opcji do ceny wyliczonej analitycznie. Dla A=1

otrzymamy model dwumianowy.
Ceng opcji fo o Wylicza si¢ nastgpujaco:

Sin =SoouN"id! dla i =0,1...,2N

Sij= SO_Ouj'idi dlaj=01..,N-1,i=0,1,..,2j (opcja amerykanska)
fin=F(;y) 1=01,...,2N

fij = €7 Pufije1 + Pmfirrjs1 + Pafisz,je1) (opcja europejska)
fij = max (h(Si;), e ™ (Pufijsr + Pmfisrjr + Pafivzje1)) (opcja amerykanska)

dlaj=0,1,..,N—-1, i=0,1,..,2j — 2.
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Rysunek 15. Sy=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, ¢=0.01, T=1, k=\/§.
. Model trojmianowy | Model dwumianowy
Opcja call CRR CRR Model BS
Cena 5.77 5.78 5.77
A 0.562 0.566 0.566
0 -3.870 -3.902 3.882
Y 0.028 0.028 0.028
v 21.256 21.534 21.366
p 25.351 25.353 25.388
Tabela 7. Sp=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1, k=\/§, N=100.
Liczba krokéw A= % A=V3 A=1 BS
16 5.809 5.799 5.819 5.773
32 5.788 5.793 5.808 5.773
64 5.770 5.780 5.791 5.773
128 5.777 5.766 5.775 5.773
256 5.773 5.775 5.773 5.773
512 5.774 5.772 5.775 5.773

Tabela 8. Model CRR trojmianowy

Opcja call: Sp=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1.




Model trojmianowy Jarrowa-Rudda

W modelu trojmianowym JR mozliwe sg trzy zmiany ceny:

_ At +AoVAE
Si,jU =S et
_ — At
S,’j_;_]— Si,jM = Si,je“
_ At —\ovAE
Si,jD = S je"

z prawdopodobienstwem p,, p,, 1 psodpowiednio. Prawdopodobienstwa wyliczamy
analogicznie jak w modelu dwumianowym przyrownujac pierwsze momenty ceny:

puSU + (1—p,—pa)SM + psSD = S e"™*

0.2
puS U? + (1=p,—pg)S°M’ + py§°D * =57 2004

1 otrzymujac:

_ (e 2 )*—(d+1)e 2 +d (e 2 )*—(u+te 2 +u

Pu (d-u)(u-1) » Pa— (d-w)(1—-a) . Pm=I—pu—pua

Wyniki dla S¢=55, K=57, 6=0.25, r=0.06, q=0.01, T=1, X=\/§:
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Rysunek 16. Opcja call
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Cena europejskiej opcji put

Cena amerykahskiej opcji put
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Rysunek 17. Europejska opcja put.
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Delte i gamme w modelu tréjmianowym wyznaczymy z nastepujacych wzordéw:

Y

dC _ €(5+0.015)—C(5-0.015)

A =
as 2.0.01
_9%C __  C(S+0.015)—2C(S)+C(S—0.01S)
asz 0.012

Pozostate wspotczynniki wyliczymy jak w modelu dwumianowym.

Wyniki dla K=57, 6=0.25, 1=0.06, q=0.01, T=1, N=35, KZ\E:
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Rysunek 19. Opcja call.
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Rysunek 20. Amerykanska opcja put.
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Rysunek 22. Amerykanska opcja put.
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Rysunek 23. Opcja call i europejska opcja put.
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Rysunek 24. Amerykanska opcja put.
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Rysunek 25. Opcja call i europejska opcja put.
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Rysunek 27. Opcja call.
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Rysunek 28. Amerykanska opcja put.
Bibliografia

Modelling derivatives in C++, Justin London, str. 123-178.





