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Wycena opcji metodg Quasi - Monte Carlo

Opis problemu

Celem projektu jest napisanie programu do wyceny opcji zalezgcych od wielu instrumentow,
wykorzystujgcego metode Quasi — Monte Carlo (QMC). W programie wykorzystane zostang
algorytmy Haltona i Sobola generowania ciggéw typu low discrepancy sequence.

Jako przyktady opcji zalezgcych od wielu instrumentéw rozwazymy opcje typu , best of n”.

Wstep teoretyczny

Standardowym podejsciem do wyceny instrumentow pochodnych zalezgcych od wielu
instrumentow bazowych jest metoda Monte-Carlo (MC). Bardzo ogdlnikowo, metode te
mozna stresci¢ w nastepujacych krokach:

1) Okreslenie modelu probabilistycznego opisujacego instrumenty bazowe (np.
model Blacka — Scholesa),
2) Wygenerowanie N wyptat instrumentu pochodnego

a. Wygenerowanie N Xd liczb pseudo-losowych z  rozktadu
jednostajnego na odcinku [0, 1], gdzie d oznacza liczbe czynnikéw
ryzyka w zadanym modelu probabilistycznym,

b. Wyznaczenie wyptat za pomoca przeksztatcenia pseudo-losowych
punktéw z przestrzeni [0, 1]¢, przy czym przeksztafcenie to zadane jest
przez przyjety model probabilistyczny,

3) Obliczenie wartosci oczekiwanej odpowiednio zdyskontowanych wyptat
instrumentu pochodnego jako srednig arytmetyczng wygenerowanych N
wyptat.

Rzad zbieznosci klasycznej metody MC wynosi

1

N

Alternatywa dla metody MC s3 algorytmy QMC, a motywacja do ich stosowania jest fakt, ze
oferujg one korzystniejszy rzad zbieznosci postaci

(InN)4
N )

c(d)

gdzie C(d) jest statg zalezng od wymiaru przestrzeni czynnikdw ryzyka. Wadg znanych nam
algorytmdéw QMC jest fakt, iz a priori nie jest mozliwe wyznaczenie C(d), co oznacza, ze w
przypadku problemdéw o duzym wymiarze, algorytmy QMC mogg nie dawac spodziewanego
przyspieszenia zbieznosci.
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Zarowno w metodzie MC jak i w metodzie QMC klucz do skutecznego dziatania lezy w
zdolnoéci algorytmu do generowania punktéw w kostce [0, 1]¢ w taki sposdb, by rozktad N
pierwszych wygenerowanych punktdw w kostce byt jak najbardziej réwnomierny. W
idealnym przypadku powinna zachodzi¢ rGwnos¢

d
Ns(y) 1_[
— = Vi
N i=1

gdzie y €[0,1]¢4, S(¥) =[0,y,) X ... X [0,¥4), Ng(y) = p 1{x(k)es(y)}, a cigg x=
(x®)N_, to ciag punktow z kostki [0,1]¢ wygenerowany przez dany algorytm. Uznajemy, 7e
algorytm jest prawidtowy, gdy zachodzi

n d
: SO _ .
am =y | 1| i
i=

W klasycznej metodzie MC cigg x otrzymuje sie przy uzyciu generatora liczb pseudo-
losowych. W szczegdlnosci, od generatora liczb pseudo-losowych wymaga sie, by ciag
spetniat warunek braku seryjnej korelacji. Z kolei, metoda QMC opiera sie na pomysle, ze
mozliwe jest generowanie ciggu punktow z kostki jednostkowe] takiego, ze réwnos¢

n d
S(y)
= | | Vi
N L

jest spetniona dla kazdego N w pewnym z gory ustalonym przyblizeniu. Wprowadza sie

}

i definiuje sie ciggi o niskiej rozbieznosci (ang. low discrepancy sequence) jako ciagi

miare rozbieznosci (ang. discrepancy)

da

Ng
(y) 1_[ v,

i=1

D()—sup{ye[01

spetniajgce nierownosé

d
D@ < c(d) (In N) .

Do klasy ciggdw typu low discrepancy nalezg tzw. ciggi Haltona i ciggi Sobol’a. Ponizej
przedstawiono algorytmy ich generowania.
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Liczby Haltona
Algorytm generowania liczb Haltona

1. Ustalmy ciag liczb naturalnych (y,,)N_, taki, ze y, = n.
2. Dla kazdego z wymiaréw k =1,2,..,d wyznaczmy reprezenetacje liczby ¥, w bazie

liczbowej wyznaczanej przez liczbe p;, gdzie p; to i-ta co do wielkosci liczba pierwsza, tzn.
m

Yn = Z anjp]]c , m= [logpk()/n + 1)]
=1

3. Element k wyrazu n-tego ciggu Haltona obliczamy ze wzoru
m

— —J
Xpn = Z anjpk .

j=1

Liczby Sobol’a

Algorytm generowania liczb Sobol’a

1. Ustalmy ciag liczb naturalnych (y,,)N_, taki, ze y, = n.

2. Ustalenie wielomianéw pierwotnych (ang. primitive polynomials). Dla kazdego z wymiaréw
k =1,2,..,d ustalmy wielomian pierwotny stopnia g, < 31 z pierscienia GF[2] (wielomiany
o wspotczynnikach 0 lub 1 z dodawaniem i mnozeniem modulo 2), tzn. dla kazdego i dany
jest wielomian

gk .
pi(2) = Z ay; 29«77,  ago = 1.1
Jj=0

3. Ustalenie poczatkowych liczb kierunkowych (ang. direction numbers). Dla kazidego z
wymiaréw k = 1, 2, ..., d ustalmy g; poczatkowe liczby kierunkowe

Vki» l= 1,2, v Ik -

Kolejne liczby kierunkowe ustalamy wedtug formuty rekurencyjnej

v 9k ®:
k(l-gk)
Vg = Tkk@z Zakjvk(l—j) , g <l=M,
j=1

przy czym symbol @, oznacza sumowanie modulo 2 (czyli operacja bitowa XOR), sumowanie
w nawiasie kwadratowym to sumowanie modulo 2, a liczbe M wyznaczamy ze wzoru
M = [log,(N + 1)].

4. Woyznaczenie liczb Sobol’a. Wyznaczamy sktadowe liczb Sobol’a za pomocg formuty

! Zaktadamy, ze kazde Jr < 32, poniewaz 32 to standardowo stosowana we wspoétczesnych komputerach
dtugosc pola bitowego uzywanego do reprezentowania liczb.
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My, @2
_ Jj
Xnk = YaVkj|
j=1

gdzie y,{ oznacza j-tg (liczac od prawej) cyfre liczby y,, w zapisie dwdjkowym, a liczbe M,
wyznaczamy ze wzoru

M, = HOgZ (n + 1)]
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Ocena uzyskanych ciggow Haltona i Sobol’a
Na podstawie przedstawionych wyzej algorytmdéw przygotowane zostaty funkcje generujgce ciagi
Haltona i Sobol’a (o nazwach odpowiednio halton.m i sobol.m).

W przypadku ciggdw Sobol’a konieczne byto okreslenie wielomiandw pierwotnych i odpowiadajgcych
im poczgtkowych liczb kierunkowych. W pracy [1] autor podaje wielomiany i poczgtkowe liczby
kierunkowe tylko dla 32 wymiaréow. W pracy [2] przedstawiono dane dla 20 wymiaréw. Na stronie
internetowe] [4] autorzy udostepniajg wielomiany wraz z poczatkowymi liczbami kierunkowymi dla
1111 wymiardéw, przy czym — zgodnie z deklaracjg autoréw — dane te spetniajg tzw. wfasnos¢ A
Sobol’a.?

Wygenerowano 252-wymiarowe ciggi Haltona i Sobol'la po 50000 wyrazéow. Nastepnie
przeprowadzono testy majgce na celu sprawdzenie otrzymanych ciggédw pod katem przydatnosci do
wykorzystania w wycenie metoda QMC.

Rzuty punktow na plaszczyzne 2-wymiarowa

Zgodnie z [1], jednym ze sposobdw sprawdzenia wygenerowanych ciggéw jest jakosciowa ocena
rzutow punktow na ptaszczyzne 2-wymiarowa dla réznych par wymiaréw. Elementarnym warunkiem,
jaki powinien spetnia¢ ciagg nadajacy sie do wyceny metoda QMC, jest rGwnomierne pokrycie
kwadratu [0, 1] X [0, 1] przy rzucie na ptaszczyzne dla kazdej pary wymiaréw dla danej liczby
wygenerowanych punktéw. Wada tej metody jest fakt, ze liczba mozliwych rzutéw wynoszaca (g)
jest ogromna dla duzych d. Mimo to, pokazemy przyktady takich rzutéw, by zilustrowac zaréwno
sytuacje, w ktérych sformutowany jakosciowy warunek jest spetniony, jak i te, w ktérych 6w warunek
nie jest spetniony.

W Tabeli 1. przedstawiono przyktadowe rzuty. Rysunki w w pierwszej kolumnie przedstawiajg
réwnomiernie roztozone punkty Haltona i Sobol’a na ptaszczyznie 1-2. W idealnym przypadku
oczekuje sie rownomiernego roztozenia rowniez dla pozostatych par wymiarow. W przypadku liczb
Haltona juz dla niewielkich wymiardw pojawiajg sie powazne problemy. W szczegdlnosci oznacza to,
ze wyniki wyceny metodg QMC przy uzyciu tych ciggdw moga dawac nieprawidtowe wynik.

W przypadku ciggéw Sobol’a problemem jest klasteryzacja punktow, ktérg obserwujemy na rysunku
6. Mimo, ze punktu zdajg sie pokrywac caty kwadrat, to jednak oczywiste jest, ze rozktad ten nie jest
jednostajny.

Prezentowany tu test nie jest idealnym narzedziem diagnostycznym. Nawet jezeli warunek
réwnomiernosci rozktadu punktéw w ptaszczyznie 2-wymiarowej bytby spetniony, to nie
gwarantowatoby to jednostajnosci rozktadu w wiekszych wymiarach. tatwo sie domysleé, ze jezeli
nieprawidtowosci pojawiajg sie przy rzutach 2-wymiarowych, to przy rzutach na hiperptaszczyzny o
wyzszych wymiarach mogg kry¢ kolejne problemy.

? Ciag d-wymiarowyx spetnia wiasnos¢ A Sobol’a, jezeli dla kazdego j = 0,1, ..., kazdy punkt x;, j2¢ < i <
o “1”) X .. X [“d “dT“) a, €{0,1}, k=1,..,d.

(j + 1)2¢, nalezy do innej sposrdd hiper-kostek [2 = EX
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Tabela 1. Przyktadowe rzuty punktéw Haltona i Sobol’a na ptaszczyzne 2-wymiarowa.

Rzut na plaszczyzne 1-2 Halton. Rzut na plaszczyzne 65-66 Rzut na plaszczyzne 129-130
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Wycena opcji europejskiej typu ,best of n” w modelu lognormalnym
Zgodnie z [5], opcje typu ,best of n”, jako opcje zalezgce od wielu instrumentéw bazowych, zaliczane
sg do klasy opcji rainbow. W przypadku europejskiej opcji ,best of n” mamy do czynienia z opcja
zalezacg od cen n instrumentéw bazowych w chwili wygasniecia. Wyptata ma postac:

Payoff = max(maX(Sl(T), ...,Sn(T)),K),
gdzie S;(T) to ceny instrumentédw bazowych w chwili wygasniecia opcji T, a K to cena wykonania.

Naszym celem jest wykorzystanie tego przyktadu do zademonstrowania mozliwosci ciggéw typu low
discrepancy, takich jak liczby Haltona i liczby Sobol’a, w wycenie instrumentéw o wielowymiarowej
strukturze czynnikéw ryzyka metodg Quasi Monte Carlo. Aby uzyska¢ wyrazny obraz tych mozliwosci,
bedziemy poréwnywad uzyskiwane wyniki do tych otrzymanych przy zastosowaniu klasycznej metody
Monte Carlo.

W programach best_of nQMC.m oraz best_of nMC.m zostat zaimplementowany algorytm wyceny
opcji ,best of n”, ktérego szczegdty zostaty opisane ponizej. Kody programdéw sg niemal takie same.
Rdznica polega na tym, ze w przypadku best_of nQMC.m sciezki cen generowane sg za pomocg liczb
Haltona i Sobol’a, a w przypadku best_of nMC.m — za pomocg wbudowanego w Octave generatora
liczb pseudo-losowych.

Algorytm wyceny
1. Dane wejsciowe:

- liczba instrumentéw bazowych,
vy Sy - poczatkowe ceny instrumentéw bazowych,
- stopa procentowa pozbawiona ryzyka,
- macierz kowariancji procesu In S,
- czas do wygasniecia,
- liczba symulacji.

EHM?%{:S

2. Wygenerowanie cen koicowych
a. Metoda QMC
i. Wygenerowanie M punktéw n-wymiarowych Haltona lub Sobol’a,
ii. Transformacja za pomocg odwrdconej dystrybuanty rozktadu normalnego,
iii. Wyznaczenie cen kofAcowych.
b. Metoda MC
i. Wygenerowanie M punktow n-wymiarowych za pomoca generatora liczb
pseudo-losowych z rozktadu normalnego (przy pomocy funkcji randn),
ii. Wyznaczenie cen koricowych.
3. Obliczenie wyptat opcji , best of n”.
4. Obliczenie sredniej arytmetycznej zdyskontowanych wyptat.
5. Wyznaczenie przedziatu ufnosci dla otrzymanej ceny opcji.
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Analiza wynikow

Rozwazymy wycene opcji ,best of n” w przypadkach, gdy liczba instrumentéw bazowych wynosi

kolejno 2, 5, 10, 20, 50, 100 i 150. Pozostate dane wejsciowe ustalamy z wartosciami opisanymi w

tabeli 2.

Tabela 2. Dane wejsciowe.

Typ danych Wartos¢
Poczatkowa cena instrumentéw S; =100, i=1,..,n
Stopa procentowa wolna od ryzyka r=5%
2
o . 0
Macierz kowariancji Y= ! T ], o= 30%
0 ... g2
Czas do wygasniecia T=1
Liczba symulacji M = 500003

Nastepnie przeprowadzamy symulacje z wykorzystaniem programéw best of nQMC.m oraz
best_of nMC.m. Dla kazdej z opcji obliczamy jej cene klasyczng metodg MC oraz metodg QMC dla
liczb Haltona i dla liczb Sobol’a. Wyniki w postaci wyestymowanej ceny oraz wspdtczynnika

, L N a4
dokfadnosci 77 Zapisujemy w tabeli 3.

Tabela 3. Wyniki symulacji.

n MC Halton Sobol’
b b b
Cena NI Cena N Cena N

2 24.8185 0.1118 24.5401 0.1188 24.5452 0.1189
5 43.3117 0.1282 43.3295 0.1278 43.1773 0.1315
10 58.8744 0.1267 58.9063 0.1260 58.4893 0.1294
20 74.3764 0.1254 74.0666 0.1226 73.9444 0.1261
50 94.6980 0.1242 92.2596 0.1322 94.5537 0.1236
100 109.5445 0.1231 104.4023 0.1428 109.4446 0.1219
150 118.2493 0.1235 111.2607 0.1527 118.0307 0.1210

Zauwazmy, ze ceny uzyskiwane w kolejnych przypadkach dla wszystkich metod s3 podobne gdy
n < 20. Przy n = 50 obserwujemy wyrazne odchylenie ceny wyliczonej metodg QMC z liczbami
Haltona od pozostatych. Co wiecej, odchylenie to rosnie wraz ze wzrostem wymiaru problemu. Z
kolei algorytm QMC z liczbami Sobol’a daje wyniki bliskie tym uzyskiwanym w metodg MC nawet dla
duzych n. Rezultaty te przedstawiono na rysunku 1.

* Liczbe symulagji ustalamy na poziomie 50000 ze wzgledu na ograniczenie liczby punktéw w wygenerowanym
ciggu Sobol’a. Algorytm wyznaczajacy liczby Sobol’a jest stosunkowo wolny z uwagi na fakt, iz operacje bitowe
w Octave nie majg charakteru wektorowego i nie da sie obejs¢ koniecznosci uzycia petli.

* Liczba b we wzorze na wspotczynnik doktadnosci oznacza wariancje wysymulowanych zdyskontowanych
wyptat opcji.
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Rysnek 1. Cena opcji ,,best of n” w zaleznosci od liczby instrumentéw
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Rysunek 2. Wspdtczynnik doktadnosci estymacji ceny w zaleznosci od liczby instrumentéw
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Analiza zbiezZnoSci

Na koniec przedstawimy wyniki analizy zbiezno$ci schematéw QMC dla liczb Haltona i Sobol’'a w
zaleznosci od liczby wykonanych symulacji przy réznych liczbach instrumentédw bazowych. Wyniki
przedstawiono w tabelach 4. i 5.

Tabela 4. Wspétczynniki doktadnosci LM dla cen otrzymanych metoda QMC z liczbami Haltona.

NiTi
Liczba symulacji M
1000 2000 5000 10000 20000 50000
2 0.8140 0.5832 0.3724 0.2644 0.1877 0.1188
n 50 1.7497 0.9409 0.4612 0.2965 0.2041 0.1322
150 4.1879 2.1369 0.8986 0.4856 0.2783 0.1527

Tabela 5. Wspétczynniki doktadnosci LM dla cen otrzymanych metoda QMC z liczbami Sobol’a.

i
Liczba symulacji M
1000 2000 5000 10000 20000 50000
2 0.8198 0.5853 0.3724 0.2650 0.1878 0.1189
n 50 0.7666 0.5675 0.3722 0.2705 0.1934 0.1236
150 0.7021 0.5275 0.3516 0.2590 0.1881 0.1210

Dane przedstawione w tabelach zilustrowano na rysunkach 3. i 4. Zgodnie z oczekiwaniami,

dokfadnos¢ obu metod, mierzona wspdtczynnikiem rosSnie wraz ze wzrostem liczby

b
mr
przeprowadzonych symulacji. Warto zauwazy¢, ze przy metodzie QMC z liczbami Sobol’a rozrzut
symulowanych wyptat jest znaczgco mniejsza niz w przypadku liczb Haltona.

Rysunek 3. Wspotczynnik doktadnosci dla metody QMC z liczbami Haltona.
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Rysunek 4. Wspdtczynnik doktadnosci dla metody QMC z liczbami Sobol’a.
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Obstuga programow
Do niniejszego raportu zatgczono nastepujgce programy i pliki Matlab/Octave:

Katalog ~/Programy/Generowanie ciagow

1. Plik danych z wielomianami pierwotnymi i poczgtkowymi liczbami kierunkowymi
wykorzystywany przez program sobol.m do generowania ciggdéw Sobol’a:
a. initl.mat
2. Programy do generowania ciggéw Haltona i Sobol’a:
a. halton.m
b. sobol.m

Katalog ~/Programy/Wycena

3. Programy realizujgce wycene opcji typu ,best of n” metodami QMC i MC:
a. best_of nQMC.m
b. best_of nMC.m

4. Plik danych wejsciowych dla programu gtéwnego:
a. data.mat

5. Program gtédwny — realizujgcy wycene wszystkim trzema metodami naraz
a. best of n.m

Poniewaz algorytmy generujace liczby Haltona i Sobol’a sg stosunkowo wolne, procedura ich
generowania zostata wytgczona z programu gtéwnego realizujgcego wycene opcji. Zanim mozliwe
bedzie wykorzystanie programu gtéwnego, nalezy wygenerowac macierze Hi S liczb Haltona i
Sobol’a. Procedura:

1. Komenda H = halton(50000, 252) generuje 50000 punktéw Haltona w kostce 252-
wymiarowej. Oczywiscie mozna podad inne argumenty funkcji.
2. Komenda S = sobol(50000, 252) generuje 50000 punktéw Sobola w kostce 252-wymiarowej.

Uwaga: program sobol.m korzysta z danych w pliku init1.mat.

Aby mozna byto przeprowadzié¢ wycene za pomocg programu best_of _n.m, konieczne jest
wczesniejsze zatadowanie do pamieci Octave otrzymanych powyzej macierzy H i S. Wygodnym
rozwiazaniem jest zapisanie otrzymanych macierzy H i S do pliku danych. Nie doftgczam tych plikéw
danych wraz z pozostatymi programami, poniewaz zajmujg one przeszto 100MB.

Procedura korzystania z programu gtéwnego:

1. Zatadowad macierze Hi S do pamieci.
Przygotowac plik z pozostatymi danymi wejsciowymi data.mat.
Wywota¢ program gtéwny komenda:

>best_of n(H,S)
Uwaga: program gtdwny zawiera rowniez kody funkcji best_of nQMC.m i best_of_nMC.m.

Do programéw dotgczono przyktadowy plik data.mat. Sktada sie on z nastepujacych zmiennych:

Finanse Obliczeniowe 2008/09



Wycena opcji metodg Quasi - Monte Carlo

e n-—liczba instrumentéw,

e S0 - wektor poczatkowych cen instrumentdw,
e K- cena wykonania,

e r—stopa procentowa pozbawiona ryzyka,

e sigma — wektor zmiennosci cen,

e CorrM — macierz korelacji,

e T - czas do wygasniecia,

e M —liczba symulacji.

W nagtéwkach zatgczonych programéw opisano doktadnie format wejscia i wyjscia. Dodatkowo,
doktadny opis dziatania kazdego z programoéw zostat zawarty w komentarzach w kodzie.
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