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Tresé zadania

Celem projektu jest wycena amerykanskich opcji, w tym barierowych, z arbitralne zadana funkcja wyptaty
oraz prawie arbitralnie dobrana bariera. Wycena nastapi poprzez rozwiazanie réwnania rézniczkowego czast-
kowego Blacka-Scholesa. Dodatkowo policzone zostang wspélczynniki wrazliwoéci: Delta, Gamma, Theta i
Vega.

Poza amerykanskimi opcjami waniliowymi rozpatrzone bede amerykanskie opcje barierowe typu:

e down-and-out z wyptata X; = f (S;) ]l{V <t Su>Biower }

e up-and-out z wyplata X; = f(S) ]1{\1 <t Su<Bupper}

e down-and-in z wyplata X; = f (S) ]1{3u<t Su<Bupper}

s up_and_in Xt = f (St) 1{3u<f, Su>Blower}

o double-knock-out X; = f (S;) ]l{v

w<t BloweT‘<Su<Buppc7‘}

e double-knock-in X; = f (S;) R{Hu@ Su<Biower ub Su>Bupper }

gdzie f jest funkcja wyplaty opcji waniliowej, a Bjoyer 1 Bypper to bariery.

W przypadku opcji typu 'knock-in’, program wyceni tylko te opcje, ktore w chwili koncowej maja niezerowe
wyplaty, tzn. dla opcji '’knock-in’ call K < B, dla opcji 'knoci-in’ put K > B.



Ro6wnanie Blacka-Scholesa i problem granic swobodnych

Zdyskontowana cena instrumentu pochodnego typu europejskiego jest martyngalem w mierze wolnej od
ryzyka. Stad, stosujac wzor Ito, mozna wyprowadzi¢ réwnanie rézniczkowe czastkowe Blacka-Scholesa

AV (s,t) N AV (s,t) 5242 PV (s,t)

1
T TS 3 542 rV (s,t) =0 (1)

W przypadku instrumentu typu amerykanskiego cena jest rozwigzaniem nastepujacego problemu o gra-
nicach swobodnych (free-boundary problem, linear complementarity problem LCP)

Spetnione jest réwnanie lub V (s,t) = f (s,1)

Vi(s,t) > f(s,1)

2
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odpowiednie warunki koficowe i brzegowe, wyznaczone na podstawie wlasnosci f (s, t)
W szczeg6lnosci dla opcji barierowych (X - bariera) warunki brzegowe maja postaé
e dla opcji 'down-and-out’

0 S =X

warunek brzegowo-koncowy dla V (S,t) = ) B . )
warunek brzegowo-koficowy dla opcji waniliowej ,S5 > X

e dla opcji 'up-and-out’

0
warunek brzegowo-koncowy dla V (S,t) = ) B o
warunek brzegowo-konicowy dla opcji waniliowej ,S5 < X

e dla opcji 'down-and-in’

— warunek koticowy V (S, T) =0dla S > X.

— warunek brzegowy

Vst T 0
V(X,t) = cena opcji waniliowej
e dla opcji 'up-and-in’

— warunek koncowy V (S,7) =0dla S < X.

— warunek brzegowy

0

V(X,t) = cena opcji waniliowej

W przeciwienstwie do réwnan dla opcji europejskich, nie ma analitycznych wzoréw na wycene bariero-
wych opcji amerykanskich. Powyzsze uklady wymagaja rozwiazania numerycznego. Standardowe metody



rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych nie daja dobrych rezultatéw dla LCP (zbiezno$é pierw-
szego rzedu, duza zlozonosc obliczeniowa). Z tego powodu do wyceny opcji amerykanskich zastosowalam tak
zwang metode wspdlczynnika kary (penalty method), polegajacej na przeksztalceniu réwnania (1)) do postaci

AV (s,t) N AV (s,t) 1 4, 50V (s,t)

ot rs—. +§U s T—rV(s,t)—l—pmaX(f(s,t)—V(s,t)):0 (2)

gdzie p jest dodatnim wspélczynnikiem kary. Mozna pokazaé, ze dla p —oo rozwiazanie powyzszego rownania
spelnia V' > f. Metoda ta szczegllnie przysSpiesza rozwiazywanie LCP, gdy znany jest dokladny warunek
koncowy, jak w przypadku opcji. Ponadto, mozna ja uogdlni¢ réwniez na przypadek wielowymiarowy. Wada
jest natomiast zbiezno$¢ tylko pierwszego rzedu. Mozna jednak poprawié¢ zbieznosé, stosujac zmienny krok
czasowy. Niestety szybkosé i dokladno$é¢ rozwigzania zalezy od dobranych dodatkowych trzech parametréw.

Numeryczne rozwigzanie

Do rozwiazania rownania rézniczkowego uzytam schematéw réznic skonczonych
e implicit - niejawna metoda Eulera (6 = 0)
e schemat Cranka - Nicolson (§ = 1)

W obu przypadkach zastosowatam jednorodna siatke w przestrzeni. Wyjatek stanowia opcje bariero-
we typu 'knock-in’, gdzie sztucznie powickszytam wektor przestrzenny o ewentualne bariery. Dla wymiaru
czasowego zaimplementowalam dwie wersje: jednorodng oraz ze zmiennym (ale obustronnie ograniczonym)
krokiem.

Po zastosowaniu schematu réznic skoniczonych réwnanie ( [2| ) sprowadza sie do

Vit v =(1-0) (AT D (v - TAT%”“)
j=i%l

0 (A7 3 g+ i) (7 V) = ey @)
j=itl
+ Pin+1 (f (S'L) o ‘/;n-‘rl)

,gdzie 7 =T —t oraz
0 , WP.P.

282

T 1S5 — Sil (Sit1 — Si—1)

e {Large V< F (S,

T‘Si 025752
Sit1—Si—1 ’Z\Sj*SH + 7‘57; > 0’
Bij =
maz(0,rS;)
27&%_&_1 , WP.p.
Zauwazmy, ze w tak zapisanym schemacie mozna zastosowaé¢ zmiennym krok czasowy lub przestrzenny.
Forsyth i Vetzal w [I] dowiedli nastepujace twierdzenie o zbieznosci penalty method.

Twierdzenie. Jezeli

Yij + Biz = 0,

2—40 ATZ (’Yzj+ﬂlj)+TAT }0,
j=itl



AT
—— < const.

AS
AT, AS — 0, gdzie AS = min; (S;y1 — S;),

to schemat (@) rozwigzuje zagadnienie LCP dla opcji amerykariskiej z ostabionym warunkiem

_C
Large’

Vit = (Si) >

Vit — £ (S| < ,g9dy nie jest spelnione réwnanie ([1] ),

Large
gdzie C' - stala niezalezna od Large, AT, AS.

Adaptive mesh method

Zbieznosé drugiego rzedu mozna zapewnié¢ stosujac zmienny krok przestrzenny. W metodzie adaptive mesh
nowy krok przestrzenny wylicza sie w zaleznosci od pewnej funkcji monitorujacej, ktéra dla schematu réznic
S

[ vas
0

Seo

J vas

skoficzonych ma postaé¢ V (S, t) = |V(3)|%, oraz zaleznej od niej funkeji oceniajacej postaci € (S, t) =

0
Algorytm adaptacyjny tak wybiera punkty, by £ (S;,t) = . W tym celu zmieniamy rozmieszczenie weztéw,
gdy ten warunek nie jest spelniony (z pewna dokladnoscia zapewniana przez wspdlczynnik «). Dokladniej,
st Seo _
sprawdzamy czy rdrift = max; < [ VdS p/ [ VdS jest wigksze niz a/n. Jesli tak, poprawiamy rozklad
s, 0
wezlow zgodnie z metoda Newtona, tj.
Sg,poprz o ‘ SOC o
f(SZ’pOpTZ) _% ‘Of Vipoprzgq _ % bf Viporrz gg
g/ (Sj,poprz)
(2

xmin i xmax pozostawiamy bez zmian, powyzsza zmiana dotyczy pozostatych weztow.
Algorytm adaptacyjny - krok z ¢;_; do t;

j,nowe __ qj,poprz J,poprz
Siy _ Si’ _ ~ Si’ _

(4)

V/d.poprz

1. Stosujac iteracje penalty oblicz V7. Jesli j < 10, idZz do nastepnego kroku czasowego (czas na wygla-
dzenie).

2. Sprawdz czy spelniony jest warunek rdrift < a/n.
3. Jedli tak, idZ do nastepnego kroku czasowego
4. Jedli nie, zastosuj oraz

e Jesli j < b+ 10, interpoluj V7/~! na nowa siatke przestrzenna i za pomoca iteracji penalty oblicz
nowe V7.

e Jesli j > b, interpoluj pierwotne V7 na nowa siatke przestrzenna.
Metode Newtona mozemy stosowaé pod warunkiem, ze pochodna jest niezerowa, czyli Vi <> 0, ale dla

opcji mocno out-of-the-money lub mocno in-the-money juz V() jest praktycznie zerowa. Dlatego powyzszy
algorytm nalezy poprawié¢, na przyktad poprzez:

1. przed pierwsza zmiana zgodnie z (4]) skupienie jednorodnej siatki(poza krafiicami) na zbiorze
{z: &(x) > toll, & (x) < 1 —tol2}

2. w kazdym kroku sprawdzenie, czy punkty nie zostaly przesuniete w niepozadany obszar i ewentualne
poprawienie jak w punkcie 1.



Dokumentacja programu

american_PDE
Gléwng funkcjg obliczajaca cene amerykanskiej opcji z ewentualna bariera jest
american PDE(SO0, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)

bold Algorytm nie wycenia opcji down-and-in call dla K > B1, opcji up-and-in put dla K < B2. Argumenty
funkcji

e S0 - cena poczatkowa instrumentu bazowego

e K - cena wykonania opcji

e 1 - ciagla stopa procentowa wolna od ryzyka (w skali roku)
e T - czas zycia opcji liczony w latach

e sigma - zmiennoé¢ instrumentu bazowego

e Mx - liczba punktéw na siatce przestrzennej

e Mt - liczba punktow na siatce czasu

e xmin - dolna granica cen instrumentu bazowego

e xmax - gorna granica cen instrumentu bazowego

e scheme - wyb6r schematu metody réznic skonczonych; 1 dla schematu niejawnego (implicit), 2 dla
schematu Cranka - Nicolson

e opcja - wybor rodzaju opcji; 1 dla opcji call, 2 dla opcji put

e tol - wspolezynnik tolerancji bledu; domyslna warto$é¢ le — 6

e Large - wspélezynnik kary; domyslna warto$é le6 (zgodnie z [I] sugerowana wartoéé: 1/tol, gdyz dla
weztéw, w ktérych V" — f(S;) < 0, zachodzi [V"™ — f(S;) | ~ % )

e Bl - dolna bariera; dla opcji waniliowych wartosé pomijana przez funkcje, domy$lnie: xmin

e B2 - gérna bariera; dla opcji waniliowych warto$¢ pomijana przez funkcje, domyslnie: xmax

e typ - typ bariery; mozliwe wartosci: 'up-and-out’, ’down-and-out’, 'up-and-in’, ’down-and-in’, ’double-
knock-out’, ’"double-knock-in’; inna warto$¢ oznacza opcje waniliowg,

Wartosci funkeji
e price - interpolowana cena opcji w punkcie SO; poza wezlami interpolacja splajnami stopnia 3; skalar

e w - wektor cen opcji na przedziale [zmin, xmaz]; wektor Mx+1 - wymiarowy

x - wektor cen instrumentu bazowego, ktérym odpowiadaja ceny opcji w; wektor Mx+1 - wymiarowy

e blad - warto$¢ maksymalnego relatywnego bledu ograniczenia amerykanskiego, tzn. maz,, ; %

UWAGA! W przypadku opcji typu ’knock-in’ dlugosci wektorow x i w moga byé¢ wieksze z powodu
wydluzenia x o punkty Bl lub B2 oraz, dla kazdego typu opcji, rowniez o strike K. Natomiast dla
opcji ’knock-out’ argumenty zostaja skrécone do przedzialu ograniczonego bariera/barierami



american_ PDE_TSEL

Wersja american_PDE ze zmiennym krokiem czasowym (time selector).

american PDE_TSEL(S0, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ, t0,
dnorm, maxdt, D)

W tej funkeji zastosowatam przeksztalcenie kroku czasowego AT 2 = Ar"Hlmin, ( W(Swnﬂ‘;i@(swn)l ) |
maz(D,|V (85,7 T,V (S;,7™)])
Argumenty

e jak dla american_ PDE

e Mt - maksymalna liczba punktu czasu, powyzej ktorej algorytm wyrzuci btad
e t0 - poczatkowy krok czasowy; domyslnie: T/1000

e dnorm - $rednia relatywna zmiana kroku czasowego; domy$lnie: 0.15

e maxdt - maksymalna wielko$¢ kroku czasowego; domyslnie: T /100

e D - kolejny parametr zabezpieczajacy przed nadmierna liczba krokéow czasowych przy matej wartosci
V. Sugerowana wartosé¢: 1

Wartosci funkcji - jak dla american PDE.

american_adapt_PDE

Wersja american PDE ze zmiennym krokiem przestrzennym (adaptive mesh).

american_adapt_PDE(SO, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ, alfa,
b);

Argumenty funkcji
e jak dla american_ PDE
e alfa - parametr okreslajacy czy potrzebna jest zmiana rozmieszczenia, dokladniej w opisie metody.
e b - liczba petli zwyklego american PDE przed uruchomieniem metody adaptive mesh.
Wartosci funkcji - wektor [Price, w, wl, x, blad, v3]:
e Price, w, x, blad - jak dla american_ PDE
e wl - wektor cen opcji waniliowej (w przypadku wyceny opcji barierowych.

e v3 - trzecia pochodna funkcji wyceniajacej na zakonczenie obliczen.

Greki

Skrypt zawiera réwniez funkcje liczace parametry greckie zadanej opcji metoda ilorazu réznicowego central-
nego. Wszystkie funkcje liczace pojedynczy wspdlezynnik wrazliwodei zwracaja wartosci postaci [grekaAM,
allAM, x|, gdzie grekaAM jest wartoscia parametru w punkcie S0, all AM jest wektorem wartosci parame-
tru w punktach x (wektor zwracany przez funkcje wyceniajaca), co umozliwia narysowanie od razu wykresu
danego parametru.



Delta

deltaAM_PDE(S0, dS, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)
Argumenty

e jak dla american_ PDE

e +dS - zmiana ceny instrumenty bazowego

Gamma

gammaAM PDE(SO0, dS, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)
Argumenty

e jak dla american_ PDE

e +dS - zmiana ceny instrumenty bazowego

Rho
rhoAM_PDE(SO0, dr, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)
Argumenty
e jak dla american_ PDE

e +dr - zmiana stopy procentowej

Vega
vegaAM_PDE(S0, dsigma, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)
Argumenty
e jak dla american_ PDE

e +dsigma - zmiana zmiennoéci instrumentu bazowego

Theta

thetaAM_PDE(S0, dT, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol, B1, B2, typ)
Argumenty

e jak dla american_PDE

e +dT - zmiana czasu

Greeks
Funkcja liczaca wszystkie wspolczynniki greckie

greeksAM_PDE(SO0, dS, dT, dr, dsigma, K, r, T, sigma, Mx, Mt, xmin, xmax, scheme, opcja, Large, tol,
B1, B2, typ)

Argumenty
e jak dla poszczegdlnych wspétczynnikéw greckich

Wartosci funkeji: wektor kolejnych wspétezynnikéw - [deltaAM, thetaAM, gammaAM, rhoAM, vegaAM]



funkcje pomocnicze

Powyzsze funkcje odwotuja sie do kilku pomocniczych funkcji.
e payoff(S, K, opcja)

Funkcja wyptlaty. Przyjmuje i zwraca wektory. Domyslna funkcja - wyplata z opcji waniliowe;j.
e Value(y,x,w)

Funkcja interpolujaca warto$ci wektora w z x na y. Wektory x i w musza by¢ tej samej dlugosci. Wek-
tor/skalar y - dowolny.

e out(x, B1, B2, typ)

Funkcja wyliczajaca mnoznik wyptaty dla opcji barierowych typu knock-out. Wejscie: wektor x, B1 i B2
- bariery, typ - jak w american_PDE.

e check(S0, K, xmin, xmax, typ, B1, B2, opcja)

Funkcja sprawdzajaca, czy granice SO znajduje sie w zakresie (nietrywialnej) wyceny. Zwraca blad dla SO ¢
[xmin, xmax].

e war_brzeg(K, xmin = min(x), xmax = max(x), B1, B2, typ, opcja)

Funkcja wyliczajaca warunki brzegowe. Odpowiednio powiazana z funkcja payof f.

Testy programu

Numerycznych wynikéw wyceny amerykanskich opcji barierowych jest w literaturze stosunkowo niewiele. W
ponizszych przykladach ceny referencyjne zostaly zaczerpniete z

e [1I] dla opcji typu knock-out, obliczone algorytmem penalty method

e [6] dla opcji down-and-in put, obliczone zmodyfikowanym algorytmem dwumianowym dla 2000 okreséw

down-and-in put

Ceny dla parametréow: K = 100, r = 0.06, sigma = 0.2, T = 0.5, xmin = 0, xmax = 200, Mx = 200, Mt =
200



Zrodlo/Metoda S0 B1 Cena CPU (sec) Cena (Mx, Mt =500) CPU

[6] 75 70 17.3004 17.3004
penalty implicit 75 70 17.2817 1 17.2968 13
penalty Crank-Nicolson 75 70 17.2982 1 17.3034 13
[6] 110 90  1.2532 1.2532
penalty implicit 110 90 1.249 1 1.2493 14
penalty Crank-Nicolson 110 90 1.2528 1 1.2518 13
[6] 100 90  4.1178 4.1178
penalty implicit 100 90  4.0996 1 4.1059 144
penalty Crank-Nicolson 100 90  4.1112 1 4.1126 15
[6] 85 80 12.4360 12.4360
penalty implicit 85 80 12.4317 1 12.4317 14
penalty Crank-Nicolson 85 80 12.4358 1 12.4358 14
variable timestep

implicit 85 80 12.4343 1.7 12.4397 6.5
variable timestep

Crank-Nicolson 85 80 12.4504 1.7 12.4473 6.5
[6] 100 80  1.7849 1.7849
penalty implicit 100 80 1.786 14 1.7845 14
penalty Crank-Nicolson 100 80 1.788 1.5 1.7853 13
variable timestep

implicit 100 80 1.8022 1.3 1.8038 6.4
variable timestep

Crank-Nicolson 100 80  1.8032 1.3 1.7966 6.4

W tym przypadku widzimy, ze zmienny krok czasowy daje gorsza dokladnosé niz zastosowanie stalego kroku z
mniejsza liczba punktéw czasoprzestrzeni. W zwiazku z wigksza wrazliwoscig na parametry funkcji, doradzam
raczej stosowanie statego kroku czasowego w przypadku opcji knock-in.

down-and-out call

Ceny opcji down-and-out call dla parametréw: SO = 100, K = 100, r = 0.1, sigma = 0.2, T = 0.5, B1 = 99.9

Zrodlo/Metoda Mx Mt  Cena CPU (sec)
2 0.164

penalty implicit 200 200 0.1622 0.5
penalty implicit 500 500 0.1648 9
penalty Crank-Nicolson 200 200 0.1622 0.5
penalty Crank-Nicolson 500 500 0.1648 8.7
variable timestep

implicit 200 104 0.1649 0.6
variable timestep

implicit 500 104 0.1648 2.5
variable timestep

Crank-Nicolson 200 105 0.1652 0.6
variable timestep

Crank-Nicolson 500 105 0.1658 2.5




double-knock-out call

Ceny opcji double-knock-out call dla parametréw: SO = 100, K = 100, r = 0.1, sigma = 0.2, T = 0.5, B1 = 95,
B2 =125

Zr6dlo/Metoda Mx Mt  Cena CPU (sec)
[4] 5.462

penalty implicit 200 200 5.4623 1
penalty implicit 500 500 5.4685 8.6
penalty Crank-Nicolson 200 200  5.467 1
penalty Crank-Nicolson 500 500 5.4703 8.7
variable timestep

implicit 200 116  5.467 0.7
variable timestep

implicit 500 116 5.4681 2.7
variable timestep

Crank-Nicolson 200 117 5.4776 0.7
variable timestep

Crank-Nicolson 500 117 5.4782 2.7

10
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