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Streszczenie
W pracy przedstawione sa zagadnienia zwigzane z aproksymacja, czyli znajdowaniem przy-
blizonych rozwiazan dla probleméw NP-trudnych. Jednym z najwiekszych osiggnie¢ w tej
dziedzinie jest twierdzenie PCP, ktére pokazuje, ze dla wielu probleméw NP-trudnych znaj-
dowanie odpowiednio dobrych przyblizonych rozwiazan réwniez jest NP-trudne. W pracy
znajduje sie spéjny dowdd tego twierdzenia, przedstawiony w przystepny sposoéb. W dalszej
czedci pracy opisane sg przyktadowe zastosowania twierdzenia PCP.
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Rozdziatl 1

Wstep

Duzo waznych zagadnien algorytmicznych to problemy NP-trudne. Jak wiadomo, nie po-
trafimy znalezé efektywnych algorytméw do rozwiazywania tych probleméw. Ponadto, jezeli
hipoteza P # NP jest prawdziwa, probleméw tych nie mozna rozwigzaé¢ w czasie wielomia-
nowym.

Juz dla danych wejsciowych niewielkich rozmiaréw algorytmy rozwiazujace problemy NP-
trudne dzialajg bardzo wolno. Dla wiekszych danych obliczenie rozwigzania jest praktycznie
niemozliwe. W tej sytuacji mozemy postepowac¢ na dwa sposoby: szukaé algorytméw, kto-
re dla niektérych danych wejéciowych dzialaja w czasie wielomianowym, ale w pozostaltych
przypadkach dziataja wyktadniczo, lub algorytméw aproksymacyjnych, ktére zawsze dziata-
ja w czasie wielomianowym, ale zwracany przez nie wynik jest nieoptymalny. W tej pracy
zajmiemy sie wladnie algorytmami aproksymacyjnymi.

1.1. Algorytmy aproksymacyjne

Problem optymalizacyjny jest to problem obliczeniowy, ktéry ma wiele rozwigzan, przy czym
kazdemu rozwiazaniu odpowiada pewna wartosé¢ (koszt). Rozwiazanie optymalne to takie,
ktore maksymalizuje badZ minimalizuje koszt.

Problemy optymalizacyjne dzielimy na problemy maksymalizacji i problemy minimaliza-
cji. Rozwiazanie optymalne dla danego egzemplarza problemu ¢ oznaczamy OPT(¢).

Algorytm aproksymacyjny jest to wielomianowy algorytm, ktéry dla danego problemu
optymalizacyjnego znajduje rozwiazanie, ktorego koszt nie rézni sie od kosztu rozwiazania
optymalnego wiecej razy, niz pewien ustalony wspoétczynnik.

Definicja 1.1 Algorytm aproksymacyjny ma wspotczynnik aproksymacji réwny «, jesli:

e dla problemu maksymalizacji: dla dowolnego egzemplarza problemu ¢ koszt otrzymanego
rozwigzania wynosi co najmniej « - OPT(¢),

e dla problemu minimalizacji: dla dowolnego egzemplarza problemu ¢ koszt otrzymanego
rozwigzania wynosi co najwyzej o - OPT ().

7 powyzszej definicji mozna wywnioskowad, ze dla probleméw maksymalizacji wspolczyn-
nik aproksymacji o < 1, natomiast dla probleméw minimalizacji o > 1.

Ponizej znajduje sie opis prostego algorytmu aproksymacyjnego.



Definicja 1.2 Problem komiwojazera: dla danego grafu pelnego G = (V, E), w ktérym kazdej
krawedzi przypisana jest nieujemna warto$é (koszt), nalezy znaleZé cykl o najmniejszej sumie
kosztow krawedzi przechodzgcy przez kazdy wierzcholek dokladnie raz.

W metrycznej wersji problemu komiwojazera rozpatrujemy wylacznie grafy, dla ktérych
funkcja kosztu spelnia nieréwnoéé trojkata.
Algorytm aproksymacyjny dla problemu metrycznego wyglada nastepujaco:

e 7najdujemy minimalne drzewo rozpinajace 17" grafu G,

e obchodzimy otrzymane drzewo przy uzyciu algorytmu DF'S i numerujemy odwiedzane
wierzcholki w kolejnoéci preorder,

e zwracamy cykl, ktory przechodzi przez wszystkie wierzchotki w kolejnoéci naszego nu-
merowania.

Pokazemy teraz, ze przedstawiony algorytm ma wspdlczynnik aproksymacji rowny 2. Dla
zbioru krawedzi W sume kosztéw krawedzi z tego zbioru bedziemy oznaczaé c(W).

Niech C' bedzie optymalnym cyklem przechodzacym przez wszystkie wierzchotki doktadnie
jeden raz. Przez usuniecie dowolnej krawedzi tego cyklu otrzymujemy drzewo rozpinajace.
Zatem ¢(C) > ¢(T), gdzie T jest minimalnym drzewem rozpinajacym naszego grafu.

Koszt obchodzenia drzewa T algorytmem DF'S wynosi 2 - ¢(T') (kazda krawedzia drzewa
idziemy dwa razy). Oznaczmy przez C’ cykl, ktéry jest tworzony przez algorytm aproksyma-
cyjny. Cykl ten powstaje z obchodzenia drzewa T algorytmem DF'S przez usuniecie powta-
rzajacych sie wierzchotkdéw. Poniewaz zachodzi nieréwnosé trdjkata, usuwanie wierzchotkdw
na $ciezce nie moze zwigkszy¢ kosztu. Zatem ¢(C’) < 2-¢(T) < 2-¢(C).

Koszt znalezionego cyklu jest co najwyzej dwukrotnie wiekszy niz koszt optymalnego
cyklu, wiec przedstawiony algorytm ma wspoétczynnik aproksymacji rowny 2.

1.2. Trudno$é aproksymacji

Problemy NP-trudne maja bardzo réznorodna strukture, wiec moga zachowywac sie roéznie
z punktu widzenia aproksymacji. Niektore z nich mozemy aproksymowac z dowolng doktadno-
Scig (méwimy wtedy, ze dla takich probleméw istnieje wielomianowy schemat aproksymacji).
Inne problemy potrafimy aproksymowaé z pewnym stalym wspétczynnikiem, lub wspélczyn-
nikiem rzedu O(logn). Ale istniejg tez takie problemy, ktérych nie potrafimy aproksymowaé
z zadnym wspoélczynnikiem, lub wspélczynnik aproksymacji jest tak duzy, ze algorytm jest w
praktyce bezuzyteczny. Co wiecej, dla wielu probleméw potrafimy dowiesé, ze jezeli P # N P,
to probleméw tych nie da sie aproksymowaé z okreslonym wspétczynnikiem.

W jaki sposéb mozna dowodzi¢ trudno$é¢ aproksymacji? Wykonuje si¢ to za pomocg re-
dukcji, podobnie jak w przypadku dowodéw NP-trudnosci probleméw decyzyjnych. Mozemy
wykonywaé redukcje z probleméw NP-trudnych (taka redukcje okresla si¢ wtedy jako redukcje
wprowadzajaca luke) lub z probleméw, ktérych trudnosé aproksymacji umiemy juz udowod-
ni¢ (méwimy wtedy o redukeji zachowujacej luke).

Przedstawimy teraz jeden z najbardziej znanych dowodéw trudnosci aproksymacji:

Twierdzenie 1.1 Aproksymacja problemu komiwojazera (bez zaloZenia, Ze zachodzi nierdw-
nosé trajkgta) z dowolnym wspdlczynnikiem o > 1 jest NP-trudna.



Dowdd: Wykonamy redukcje z problemu cyklu Hamiltona. Pokazemy, ze gdybyémy potrafili
aproksymowaé¢ problem komiwojazera z pewnym wspolczynnikiem o > 1, to moglibySmy
rozwigzaé w czasie wielomianowym problem cyklu Hamiltona.

Niech G = (V, E) bedzie grafem, dla ktérego chcemy rozstrzygnaé, czy zawiera on cykl
Hamiltona. Przeksztalcamy graf G w graf G’ w nastepujacy sposob:

e (' ma taki sam zbiér wierzchotkéw co G,
e (& jest grafem pelnym,

e na krawedziach grafu G’ okreSlamy nastepujaca funkcje kosztu: jesli (u,v) € E, to
c(u,v) =1, w przeciwnym razie c(u,v) =2 -« - |V|.

Zalbézmy teraz, ze mamy algorytm aproksymacyjny o wspoétczynniku « dla problemu komi-
wojazera. Wykonujemy ten algorytm dla grafu G’. Jesli w grafie G istnieje cykl Hamiltona, to
otrzymamy wynik réwny co najwyzej a- OPT(G) = « - |V|. Jesli cykl Hamiltona nie istnieje,
to w znalezionym cyklu musi si¢ znajdowaé co najmniej jedna krawedz o koszcie 2-a-| V|, wiec
koszt znalezionego rozwigzania bedzie wyzszy niz w poprzednim wypadku. Zatem mozemy
rozstrzygnad, czy graf G ma cykl Hamiltona.

Pokazaliémy wiec, ze aproksymacja problemu komiwojazera z dowolnym wspoétczynnikiem
a > 1 jest NP-trudna. |

Jezeli aproksymacja danego problemu ze wspétczynnikiem « jest NP-trudna, to méwimy,
ze « jest lukq aproksymacyi danego problemu.

W tym rozdziale pokazaliémy, ze do algorytméw aproksymacyjnych mozemy podejsé na
dwa sposoby: szukaé algorytméw o coraz lepszych (czyli coraz blizszych 1) wspélezynnikach
aproksymacji lub prébowaé¢ udowodnié, ze aproksymacja danego problemu z odpowiednim
wspoélczynnikiem jest NP-trudna. W tej pracy zajmiemy sie¢ dowodzeniem trudnosci aprok-
symacji.






Rozdziatl 2

Spelnialnos¢ formul logicznych
i spetnialnos¢ grafu wiezéw

W pierwszej czesci tego rozdziatu zajmiemy sie jednym z najbardziej klasycznych problemdw
NP-trudnych, czyli problemem spetnialnosci formut logicznych w logice klasycznej zapisanych
w postaci 3CNF.
Formuta logiczna w postaci 3CNF ma posta¢ koniunkcji dowolnej liczby klauzul, gdzie
kazda klauzula jest alternatywa co najwyzej trzech zmiennych lub negacji zmiennych.
Przyklad formuly 3CNF: (z1 V —xa V —x3) A (21 V 24) A (24 V 22 V —23)

W dalszej czesci rozdziatu zdefiniujemy graf wiezéw oraz przedstawimy problem spelnial-
noéci takiego grafu.

2.1. Problem spelnialnosci formul logicznych

Definicja 2.1 Problem 3SAT: Dla danej formuly ¢ w postaci SCNF stwierdzié, czy jest ona
spetnialna.

Mozna sformutowaé ten problem w postaci optymalizacyjnej:

Definicja 2.2 Problem MAX 3SAT: Dla danej formuly ¢ w postaci SCNF znaleZé warto-
sctowanie speiniajgce maksymalng liczbe klauzul.

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

o UNSAT,(¢) — liczba z przedzialu [0, 1] oznaczajaca, jaki procent klauzul formuly ¢
nie jest spelniony przy warto$ciowaniu o

o UNSAT(¢) = min,UNSAT,(¢)

Problem spetnialnosci formut logicznych w postaci 3CNF mozemy sformutowaé jeszcze
w inny sposoéb:

Definicja 2.3 Problem GAP 3SAT: Dla danej formuly logicznej ¢ w postaci SCNF i liczby
a > 0 rozréznié przypadki, dla ktérych UNSAT(¢) =0 lub UNSAT(¢) > «.

W przypadku, gdy UNSAT(¢) € (0, «), algorytm rozwiazujacy problem GAP 3SAT moze
dawa¢ dowolng odpowiedz.



2.1.1. Aproksymacja problemu MAX 3SAT

Niech ¢ bedzie formulg w postaci 3CNF. Pokazemy, w jaki sposéb mozna znalez¢é wartoscio-
wanie, w ktérym bedzie spelnionych co najmniej % - OPT(¢) klauzul. Rozwazmy dwa war-
tosciowania: jedno nadaje wszystkim zmiennym wartosé¢é TRUFE, a drugie wartos¢ FALSE.
Zwracamy to wartosciowanie, dla ktérego spelniona jest wigksza liczba klauzul.

Latwo zauwazy¢, ze jest to algorytm %—aproksymacyjny dla problemu MAX 3SAT. Kazda
klauzula jest spelniona dla co najmniej jednego z naszych wartosciowan. Zatem w ktoéryms
z nich musi by¢ spelniona co najmniej potowa wszystkich klauzul, co daje aproksymacje
o wspolezynniku %

W ksiazce [5] znajduje sie opis algorytmu aproksymujacego powyzszy problem ze wspo6l-
3

czynnikiem ¥.

Powstaje pytanie, jak dobre algorytmy aproksymacyjne dla problemu MAX 3SAT mozemy
tworzy¢. Czy wspotczynnik aproksymacji moze by¢ dowolnie bliski 17 Okazuje sie, ze jest to
niemozliwe, o czym przekonamy sie w dalszej czesci pracy.

2.2. Problem spelnialnosci grafu wiezéw

Zalézmy, ze mamy zbiér zmiennych V' nad pewnym skonczonym alfabetem ¥. Ponadto mamy
zbiér wiezéw, z ktérych kazdy dotyczy (co najwyzej) dwdch zmiennych i okresla zaleznosci
miedzy wartosciami tych zmiennych. Strukture takg mozemy przedstawi¢ w postaci grafu,
w ktérym wierzchotkami sa zmienne, natomiast krawedzie oznaczaja wiezy miedzy poszcze-
gélnymi parami zmiennych (petle oznaczaja wiezy dotyczace jednej zmiennej, o ile takie
wystepuja).

Definicja 2.4 Grafem wiezéw nazywamy graf G = ((V, E),%,C), gdzie:
o (V,E) jest grafem nieskierowanym,
o 1 jest rownocze$nie zbiorem zmiennych przyjmujgcych wartosci z alfabetu X2,

e dla kazdej krawedzi e € E okreslony jest wiez c(e) C X2 oraz C = {c(e) }eck-

Rozmiar grafu wiezéw G oznaczamy rozmiar(G) i definiujemy nastepujaco: rozmiar(G) =

(VI +IEl-[5P).

2.2.1. Problem 3-kolorowania a graf wiezéw

Chcemy stwierdzié, czy dany graf G = (V, E) jest 3-kolorowalny. Graf ten mozemy przedsta-
wi¢ w postaci grafu wiezéw G’ w nastepujacy sposob: struktura grafu pozostaje bez zmian,
alfabet jest zbiorem trzech dopuszczalnych kolorow, natomiast wiezy wymuszaja, aby wartosci
na obu koncach krawedzi byly rézne.

Wtedy problem 3-kolorowania grafu G jest rownowazny problemowi spelnialnosci grafu
wiezéow G'.
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2.2.2. Spelnialno$¢ grafu wiezow

Niech G = ((V,E),%,C) bedzie grafem wiezéw, a o0: V — 3 dowolnym warto$ciowaniem.
Wiez c(e) € C nazywamy spelnionym przez warto$ciowanie o, jesli nadaje ono koncom kra-
wedzi e wartosci (a, b), gdzie (a,b) € c(e).

Podobnie jak dla problemu spelnialnosci formut logicznych, UNSAT,(G) jest liczba
z przedziatu [0, 1], oznaczajaca procent wiezéw, ktére nie sa spelnione przez wartosciowanie o.

Problem spelnialnosci grafu wiezéw mozemy sformutowaé¢ w postaci decyzyjnej lub opty-
malizacyjnej. My bedziemy zajmowacé sie ta druga:

Definicja 2.5 Problem spetnialnosci grafu wiezéw: Dla danego grafu wiezow G obliczyé mak-
symalng liczbe wiezow, jakie mogq zostaé spelnione.

Problem ten nalezy do probleméw NP-trudnych (W poprzednim podrozdziale pokazali$my
redukcje z problemu 3-kolorowania).

2.3. Redukcja problemu spetnialnosci grafu wiezéw do proble-
mu 3SAT

Pokazemy teraz, w jaki sposéb na podstawie grafu wiezéow G = ((V, E), X, C) mozemy utwo-
rzy¢ formule logiczna ¢ w postaci 3CNF tak, aby spelniony byl warunek: UNSAT(¢) €
[%ET(G), UNSAT(G)], gdzie Cyx, jest stala zalezna tylko od |X].

Niech G = ((V, E), %, C) bedzie grafem wigzéw. Zbudujemy formule ¢ w taki sposéb, ze
kazdemu wiezowi w G bedzie odpowiadaé¢ doktadnie Cy klauzul formuty.

Kazda zmienna v; € V jest nad skoniczonym alfabetem 3, wigc mozemy ja zastapic¢ sta-
g liczbg zmiennych logicznych v;1,...v; tak, zeby kazdemu wartodciowaniu o zmiennej
v; odpowiadalo jakie$ warto$ciowanie o’ zmiennych v; ; i odwrotnie. Chcemy skonstruowac
formule ¢ odpowiadajgca wiezowi miedzy zmiennymi v; i v;. W formule tej beda wystepo-
wac zmienne v; 1, ...k, Vj1,. .. Vjk. Mozemy zbudowac tabelke (stalego rozmiaru) okresla-
jaca, przy jakich wartosciowaniach tych zmiennych dany wiez bedzie spelniony, a przy jakich
nie. Na podstawie takiej tabelki mozemy tatwo zbudowaé¢ formule —¢. Bedzie ona postaci:
(AN AT AYIAN A YLE)Y NV (T A AT e AYma A A Y k), gdzie 24y moze
by¢ postaci v;; lub —w; p, natomiast yq, — v;p lub —v;,.

Za pomocg praw de Morgana z powyzszej formuly otrzymamy formule ¢: (mz11 V...V
21V YV Vi) A A (T VooV Z g V W VooV 2 k). Musimy
jeszcze doprowadzi¢ te formule do postaci 3CNF, czyli dodajac dodatkowe zmienne rozbi¢
wszystkie klauzule tak, aby kazda z nich sktadata sie co najwyzej z trzech zmiennych lub
negacji zmiennych.

W ten sposéb z kazdego wiezu powstanie co najwyzej Cy, klauzul. Zeby kazdemu wiezowi
odpowiadato doktadnie Csy klauzul, mozemy dodaé¢ dodatkowe spelnialne klauzule.

Zauwazmy teraz, ze dany wiez jest spelniony przez wartosciowanie o wtedy i tylko wtedy,
kiedy formuta utworzona na podstawie tego wiezu jest spelniona przy wartoSciowaniu o’.
Ponadto, jesli dany wiez nie jest spelniony przy wartoéciowaniu o, to w formule ¢ moze nie

by¢ spetnionych od 1 do Cy klauzul odpowiadajacych temu wigzowi. Zatem otrzymujemy:
UNSAT(p) € [P0 UNSAT(G)).
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Twierdzenie 2.1 Jesli potrafimy rozwigzaé w czasie wielomianowym problem GAP 3SAT
z pewnym wspolczynnikiem a, to dla problemu spelnialnosci grafu wiezow potrafimy w czasie
wielomianowym rozréznié przypadki UNSAT(G) =0 i UNSAT(G) > o - Cx.

Dowéd: Z grafu G mozemy utworzy¢ formute 3CNF ¢ w sposéb opisany powyzej. Wszyst-
kie wykonywane operacje odbywaly si¢ w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru gra-
fu G, otrzymana formula tez jest rozmiaru wielomianowego wzgledem rozmiaru G. Jesli
UNSAT(G) = 0, to réwniez UNSAT(¢) = 0. Jedli natomiast UNSAT(G) > « - Cy, to
UNSAT(¢) > «. Rozwiazujac problem GAP 3SAT dla otrzymanej formuly, otrzymamy
rozwigzanie naszego problemu. |
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Rozdziat 3

Sformulowanie twierdzenia PCP
1 idea dowodu

Poczatkowo w sformutowaniu twierdzenia PCP byla mowa o maszynach Turinga oraz o pro-
babilistycznej weryfikacji swiadkéow dla probleméw NP-trudnych (stad wziela sie tez nazwa
twierdzenia — Probabilistically Checkable Proofs).

Korzystajac z tego twierdzenia, udowodniono trudno$é¢ aproksymacji wielu probleméw
NP-trudnych. Okazuje si¢, ze niektore z tych wynikdéw sa rownowazne twierdzeniu PCP.

3.1. Twierdzenie PCP
W tej pracy bedziemy sie zajmowaé twierdzeniem PCP w nastepujacej wersji:

Twierdzenie 3.1 [Twierdzenie PCP] Istnieje stala o > 0 taka, Ze problem GAP 3SAT ze
wspolczynnikiem o jest NP-trudny.

Idea dowodu: Pokazemy, ze istnieje stala o/ > 0 taka, ze dla problemu spelnialnosci grafu
wiezéw rozréznienie przypadkéw UNSAT(G) = 0i UNSAT(G) > o jest NP-trudne. Wtedy
z twierdzenia 2.1 otrzymamy teze.

Niech G = ((V,F),%,C) bedzie grafem wiezéw. Wtedy zachodzi jeden z warunkow:
UNSAT(G) =01lub UNSAT(G) > 1/|E|. Zatem 1/|E)| jest luka aproksymacji dla problemu
spelnialnosci grafu wiezéw. Zastanéwmy sie teraz, jak ze wspdlczynnika 1/|E| otrzymaé staly
wspdlezynnik.

Bedziemy wykonywaé operacje, ktéra dla grafu wiezow G w czasie wielomianowym tworzy
graf wiezéw G’ taki, ze:

e jesli UNSAT(G) = 0, to réwniez UNSAT(G') = 0,
e jesli UNSAT(G) > 0, to UNSAT(G') > min(«a,2- UNSAT(G)) dla pewnego o > 0,
e rozmiar grafu G’ jest liniowy wzgledem rozmiaru grafu G.

Taka operacja podwaja luke aproksymacji, o ile luka ta jest nie wigksza od pewnej stalej,
niezaleznej od G.

Aby wykazaé, ze aproksymacja problemu spelnialnosci grafu wiezéw z pewnym statym
wspoélezynnikiem jest NP-trudna, wykonamy najpierw redukcje z problemu 3-kolorowania
grafu. Niech G — dowolny graf, dla ktérego chcemy rozstrzygnaé, czy jest 3-kolorowalny.
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Graf G przeksztalcimy do grafu wiezéow G’ tak, jak to zostalo przedstawione w rozdzia-
le 2.2.1. Jedli graf G jest 3-kolorowalny, to UNSAT(G') = 0, w przeciwnym wypadku
UNSAT(G') > 1/|E|. Teraz zastosujmy O(log n) razy operacje podwajania luki aprok-
symacji. Z grafu G’ otrzymamy graf G” (rozmiaru wielomianowego wzgledem G'), przy czym
jezelil UNSAT(G') = 0, to UNSAT(G") = 0, a w przeciwnym razie UNSAT(G") > « dla
pewnej statej a > 0.

Zalézmy, ze dla problemu spelnialnosci grafu wiezéw potrafimy w czasie wielomianowym
rozrézni¢ przypadki UNSAT(G") = 01 UNSAT(G") > a. Wtedy potrafimy w czasie wie-
lomianowym rozstrzygnaé, czy graf G jest 3-kolorowalny. Zatem rozréznienie tych dwdch
przypadkoéw jest NP-trudne.

3.2. Zwiekszanie luki aproksymacji

Gtéwna czesé dowodu twierdzenia PCP polega na konstrukeji operacji podwajania luki aprok-
symacji. Taka operacja bedzie sktadaé sie z trzech etapéw:

e przetwarzanie wstepne — z grafu wigzéw G tworzymy graf G, ktéry ma strukture
ekspandera o pewnych szczegdlnych wlasnos$ciach. Graf G’ ma rozmiar liniowy wzgledem
rozmiaru grafu G, ten sam zbiér wierzchotkéw i zblizona luke aproksymac;ji.

e potegowanie grafu — z grafu wiezéw G’ tworzymy graf (G')! dla pewnego t € N. Dzieki
temu, ze graf G ma odpowiednig strukture, operacja potegowania zwigkszy luke aprok-
symagcji, przy liniowym zwiekszeniu rozmiaru alfabetu i rozmiaru grafu.

e zmniejszenie rozmiaru alfabetu — z grafu (G’)! otrzymamy graf G”, ktéry ma pewien
ustalony alfabet Xg (niezalezny od G) i luke¢ aproksymacji zblizona jak w grafie (G)%.

Mozemy tak dobraé wszystkie parametry, aby po wykonaniu powyzszych krokéw luka
aproksymacji grafu G” byla co najmniej dwukrotnie wigksza niz luka aproksymacji grafu G.
(Oczywiscie pod warunkiem, ze nie przekroczy ona pewnego ograniczenia o > 0.)

W kolejnych rozdziatach pracy znajduje sie opis powyzszych operacji.
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Rozdziat 4

Ekspandery

W tym rozdziale zajmiemy sie ekspanderami. Jest to szczegdlny rodzaj graféw regularnych,
w ktérych dla dowolnego podzbioru wierzchotkéw istnieje odpowiednio duzo krawedzi tag-
czacych ten zbiér z jego dopelnieniem. O jakosci ekspandera $wiadczy wspotczynnik zwany
parametrem ekspansywnosci — im wiekszy ten parametr, tym ,lepszy” jest ekspander.

Ekspandery maja zastosowanie w wielu dziedzinach informatyki, na przyktad przy pro-
jektowaniu sieci, kodow korygujacych btedy lub przy derandomizacji.

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe wtasnosci ekspanderéw i pokazemy, w jaki
sposob moga sie one przydaé¢ do dowodzenia trudnosci aproksymacji.

4.1. Podstawowe wlasnosci

Niech G = (V, E) bedzie grafem oraz S,T C V. Przez E(S,T) bedziemy oznaczaé liczbe
krawedzi, ktére maja jeden koniec w zbiorze S, a drugi w T. Przez S bedziemy oznaczaé
dopelnienie zbioru S.

Definicja 4.1 Ekspanderem o parametrze ekspansywnosci h(G) nazywamy regularny graf
nieskierowany G = (V, E), dla ktorego zachodzi:

h(G) = min L’Sl
889 tnin([S1,150)

Graf ten moze miec krawedzie wielokrotne 1 petle.

Obliczanie parametru ekspansywnosci dla danego grafu jest bardzo nieefektywne. Okazuje
sie jednak, ze parametr ten jest SciSle zwigzany ze spektrum grafu, a konkretnie z druga
wartoscig wlasng macierzy sasiedztwa.

Niech G = (V, E) bedzie ekspanderem o stopniu wierzcholkéw d. Macierz sasiedztwa A
dla tego grafu jest macierza o wymiarach |V| x |V|. G jest grafem nieskierowanym, wiec
macierz A jest symetryczna. Z algebry liniowej wiemy, ze taka macierz ma |V| rzeczywistych
wartosci wlasnych Ay > Ao > ... > Ajy|. Wartosci te nazywamy spekirum grafu G. Zawiera
ono duzo informacji na temat grafu, np. dla graféw d-regularnych zachodzi A\ = d.

Dla ekspandera G o stopniu wierzchotkéw d zachodzg nastepujace zaleznosci miedzy pa-
rametrem ekspansywnosci h(G) i druga wartodcia wlasna Ag:

Twierdzenie 4.1 452 < h(G) < /2d(d — )\9)
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Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [4].

Zanim zajmiemy si¢ omawianiem zastosowan ekspanderéw, powinniémy wiedzie¢, czy
takie grafy mozna efektywnie konstruowac¢. Zwykle bedziemy chcieli otrzymaé ekspandery
o réznej liczbie wierzchotkéw i odpowiednio duzym parametrze ekspansywnoéci. Oczywiscie
im wiekszy jest stopien wierzchotkéw, tym wiekszy moze by¢ parametr ekspansywnosci. Na
przyklad gdy graf G jest 2n-wierzchotkowa klika, h(G) = n. Chcemy jednak, zeby stopien
wierzcholkéw byt staly, niezaleznie od liczby wierzchotkdw.

Definicja 4.2 Rodzina ekspanderéw o parametrze ekspansywnosci h > 0 nazywamy nieskon-
czong rodzine grafow G = {G;}icr, gdzie:

o kazdy graf G; jest d-reqularnym ekspanderem (d jest stale dla calej rodziny G) o para-
metrze ekspansywno$ci réwnym co najmniej h,

e kolejne grafy majg coraz wiekszq liczbe wierzchotkow, ale liczba ta nie ro$nie zbyt szybko
(np. nit1 < 2-n;, gdzie n; oznacza liczbe wierzcholkéw i-tego grafu).

Pierwszym narzucajacym sie pytaniem jest, czy takie rodziny ekspanderow istnieja. Czy
dla grafow G; o coraz wiekszej liczbie wierzchotkéw i stalym stopniu wierzchotkdéw d nie
musi zachodzié¢ h(G;) — 07 Okazuje sie, ze tak nie jest. Istnienie takich rodzin graféw mozna
pokazaé probabilistycznie lub przedstawiajac sposéb ich konstrukc;ji.

Twierdzenie 4.2 Istniejg stale dy € N i hg > 0 takie, Ze istnieje rodzina dy-regularnych
ekspanderéw G = {Gplnen 0 parametrze ekspansywnosci hy. Co wiecej, kazdy graf z takiej
rodziny mozna skonstruowaé w czasie wielomianowym wzgledem jego rozmiaru.

Istnieja rézne sposoby konstrukeji takich rodzin graféw. Mozna je znalezé na przyktad
w pracy [4].

4.2. Przeksztalcanie graféw do postaci ekspanderow

W dowodzie twierdzenia PCP, aby wykonaé operacje powiekszenia luki aproksymacji, musimy
najpierw przeksztatci¢ graf wiezéw do postaci ekspandera o pewnych wlasnosciach. W tym
rozdziale pokazemy, w jaki spos6b mozna to zrobié.

Twierdzenie 4.3 Dla dowolnego grafu wiezow G = ((V, E),3,C) mozna w czasie wielomia-
nowym skonstruowaé graf wiezéw G’ tak, aby zachodzily nastepujgce warunki:

o (' jest d-reqularnym ekspanderem o parametrze ekspansywnosci h,
e kazdy wierzcholek w grafie G' ma petle,
e graf G' ma taki sam alfabet co graf G,

rozmiar(G') < C - rozmiar(Q),
UNSAT(G') € [3-UNSAT(G),UNSAT(G)],
gdzie C;d,h >0 10 < 8 <1 sq stalymi, niezaleznymi od grafu G.

Konstrukcja takiego grafu sktada sie z dwéch etapow. Najpierw z grafu G tworzymy
graf regularny, a potem dodajemy do niego krawedzie tak, aby kazdy wierzchotek miat petle
oraz aby parametr ekspansywnosci otrzymanego grafu byl odpowiednio duzy. W kazdym
z tych krokéw musimy zadbaé o to, aby nowy graf G’ mial odpowiedni rozmiar i warto$é
UNSAT(@).
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4.2.1. Tworzenie grafu regularnego

Twierdzenie 4.4 Istniejg stale d > 0 oraz 0 < By < 1 takie, Ze kazdy graf wiezow G =
((V,E),X,C) moze byé przeksztalcony do grafu G' = (V',E'),%,C’), gdzie G' jest grafem
d-regularnym o 2 - |E| wierzcholkach oraz UNSAT(G') € [ - UNSAT(G),UNSAT(G)].

Dowéd: Niech dy, hg beda stalymi z twierdzenia 4.2. Wierzchotkami grafu G’ beda kopie
wierzchotkéw grafu G, przy czym dla kazdego wierzchotka v € V' tworzymy tyle kopii v; € V',
ile wynosi stopiefi v. Dla kazdej krawedzi (u,v) € E tworzymy w grafie G’ krawedz pomiedzy
jedng kopig wierzchotka u i jedna kopia wierzchotka v. Robimy to w taki sposéb, aby z kazdego
wierzchotka grafu G’ wychodzila dokladnie jedna krawedz. Teraz dla kazdego wierzchotka
v € V w grafie G' laczymy wszystkie jego kopie ekspanderem o stopniu wierzchotkéw dy
i parametrze ekspansywnosci hyg.

W wyniku tej operacji otrzymamy graf (dp + 1)-regularny. Alfabet w nowym grafie jest
taki sam jak w GG. Wiezy tworzymy w nastepujacy sposob:

e jesli dana krawedz odpowiada pewnej krawedzi (u,v) z grafu G, to dajemy jej takie
same wiezy, co krawedzi (u,v)

e w przeciwnym razie (gdy krawedz taczy kopie tego samego wierzchotka) tworzymy wiezy
wymuszajace przypisanie obu wierzchotkom tej samej wartosci

Utworzony w ten sposéb graf G’ ma 2 - |E| wierzcholkéw i |E| - (dp + 1) krawedzi.
Musimy teraz sprawdzié, jaka jest wartos¢ UNSAT(G'). Pokazemy, ze zachodza nieréw-
nosci:

e UNSAT(G') < UNSAT(G)
e UNSAT(G') > B1 - UNSAT(G), gdzie (1 jest stala niezalezna od G

Pierwsza nier6wnos$¢ mozemy latwo uzasadnié. Niech ¢ bedzie optymalnym warto$ciowa-
niem dla grafu G. Na podstawie ¢ mozemy wygenerowaé¢ warto$ciowanie o’ dla grafu G’.
Kazdy wierzcholek w grafie G’ jest kopia pewnego wierzchotka v z grafu G, wigc mozemy
mu przypisa¢ warto$¢ o(v). Przy takim warto$ciowaniu wszystkie kopie jednego wierzchotka
maja te sama wartosé, wiec wszystkie wiezy na taczacych je krawedziach sa spelione. Z po-
zostalych wiezéw jest doktadnie UNSAT,(G) - |E| niespelnionych (sa to te same wiezy, ktére
nie zostaly spelnione dla grafu G), czyli

_ UNSAT,(G) - |E|

UNSAT(G') < UNSAT,/(G') = Bl sl S UNSAT,(G) = UNSAT(G).
. 0

Musimy jeszcze wykazaé, ze zachodzi druga nieréwnoéé. Niech o’ bedzie optymalnym
warto$ciowaniem dla G’. Na podstawie tego warto$ciowania wygenerujemy warto$ciowanie o
dla grafu G: Dla kazdego wierzchotka v grafu G sprawdzamy, jakie wartosci majg wszystkie
kopie v w grafie G'. Jako o(v) bierzemy te warto$é, ktéra wystapila najwiecej razy.

Co daje nam takie warto$ciowanie? Niech v; € V' beda kopiami wierzchotka v € V. Niech
F bedzie zbiorem tych v;, dla ktérych zachodzi o’ (v;) # o(v). Pokazemy, ze wtedy co najmniej

}”"T‘F‘ wiezOw na krawedziach laczacych wierzchotki v; nie bedzie spelnionych. Zbiér F' jest

suma zbioréw F, = {v; € F : o(v;) = a}, przy czym Vgex|Fu| < @ Wierzchotki v; sg
polaczone ekspanderem o parametrze ekspansywnosci hg, wiec E(F,,{v;} \ F,) = ho - |Fal,
zatem Y, o5 E(Fo, {vi} \ Fo) > |F|-ho. Kazda krawedZ wystepuje w takiej sumie co najwyzej
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dwa razy, wiec co najmniej ho'z‘F‘ krawedzi taczy wierzcholtki v;, ktére maja przypisane rézne

wartosci. Wiezy dla tych krawedzi nie sa spelnione.

Niech H C FE bedzie zbiorem krawedzi grafu G, ktérych wiezy nie sa spelnione przy
warto$ciowaniu o. Kazdej krawedzi e = (u,v) € H odpowiada krawedz e’ = (u/,v") w grafie
G’. Zbiér H dzielimy na dwa podzbiory H; i Ho w nastepujacy sposob: jesli wiezy dla krawedzi
€’ sa spelnione, to e € Hy, w przeciwnym razie e € Hy. Zatem w grafie G’ nie sg spelnione
wiezy dla co najmniej |Hy| krawedzi taczacych kopie réznych wierzchotkéw. Zauwazmy teraz,
ze jesli e € Hy, to dla co najmniej jednego z koncéw tej krawedzi u zachodzi o(u) # o' (u').
Zatem w grafie G’ dla co najmniej |H;| wierzcholkéw o' zachodzi o/ (v') # o(v), gdzie v € V
jest wierzchotkiem odpowiadajacym v’. Otrzymujemy wiec, ze wiezy dla co najmniej %
krawedzi taczacych kopie takich samych wierzchotkéw nie sa spelnione.

W grafie G’ przy optymalnym warto$ciowaniu pozostaje co najmniej w + |Hz| nie-
spelnionych wiezéw. Zachodzi wiec:

hg - |H1| +2- |H2| > min(2, ho) . |H| S min(2, ho)

UNSAT(G') > > > -UNSAT(G).
(&) 2-(do+1)-|F] 2-(do+1)-|E]| 2-(do+1) (@)
Zatem powyzsze twierdzenie jest prawdziwe ze stala 8 = % oraz d = dy + 1. |

4.2.2. Zwiekszanie parametru ekspansywno$ci

Twierdzenie 4.5 Istniejg stale dg, hg > 0 oraz 0 < (B2 < 1 takie, Ze dowolny d-regularny graf
wiezow G = ((V, E), X, C) mozna przeksztalcié do postaci (d+ dy+ 1)-regularnego ekspandera
G = ((V,E'),%,C") o parametrze ekspansywnosci co najmniej hg, w ktérym kazdy wierzcholek

ma petle oraz zachodzi: UNSAT(G') € [B2 - UNSAT(G),UNSAT(G)].

Dowdd: Niech dy, hg beda stalymi z twierdzenia 4.2. Graf G’ tworzymy z G, dodajac naste-
pujace krawedzie:

e do kazdego wierzchotka dodajemy petle (uznajemy, ze petla dodaje 1 do stopnia wierz-
chotka)

e dodajemy krawedzie dp-regularnego ekspandera o |V| wierzchotkach i parametrze eks-
pansywnosci hg (kazdy wierzcholek naszego grafu utozsamiamy z jakims wierzchotkiem
ekspandera i dodajemy odpowiednie krawedzie)

Dla nowych krawedzi dodajemy wiezy, ktore sa zawsze spelnione.

Pokazemy, ze utworzony w ten sposoéb graf G’ spelnia wszystkie warunki twierdzenia. Ze
sposobu konstrukeji grafu wynika, ze jest on (d + dy + 1)-regularny oraz kazdy wierzchotek
ma petle.

Poniewaz cze$é krawedzi grafu G’ tworzy ekspander o parametrze ekspansywnosci hyg,
wiec caly graf ma parametr ekspansywnoéci réwny co najmniej hg.

Poniewaz grafy G' 1 G’ maja taki sam zbior wierzcholkéw i alfabet, maja rowniez te same
warto$ciowania. Na wszystkich dodanych krawedziach umiesciliSmy wiezy, ktore sa zawsze
spelnione, zatem optymalne wartosciowanie dla G jest réwniez optymalnym wartosciowaniem
dla G'. Zatem:

UNSAT(G) - |E| d
— UNSAT(G) - ——————.
2] UNSAT(G) - oo

UNSAT(G') =

Twierdzenie jest prawdziwe ze stata Go = W‘fﬁl.
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Dowéd tw. 4.3: Do grafu wiezéw G = ((V, E), X, C) stosujemy najpierw tw. 4.4, a nastepnie
tw. 4.5. Otrzymamy (d+dg+1)-regularny ekspander G’ o parametrze ekspansywnosci hg > 0.
Kazdy wierzcholek w grafie G’ ma petle.
Graf G’ ma 2-|E| wierzchotkéw oraz | E|-(d+do+1) krawedzi, wiec jego rozmiar jest liniowy
wzgledem rozmiaru G (rozmiar(G) = |V |+|E|-32, rozmiar(G') = 2:|E|+|E|-(d+do+1)-3?).
Ponadto UNSAT(G') € [B1-B2-UNSAT(G),UNSAT(G)]. Zatem twierdzenie jest praw-
dziwe ze stata h = hg 1 8 = [1 - (o. [ |

4.3. Bladzenie losowe po ekspanderach

Ekspandery maja te wlasnosé, ze z dowolnego wierzchotka juz w niewielkiej liczbie krokow
mozna dojs¢ do duzej liczby wierzchotkdw.

Wilasnosc ta jest czgsto wykorzystywana przy btadzeniu losowym, ktére wykonujemy na-
stepujaco: startujemy z dowolnego wierzchotka i w kazdym kroku idziemy losowa krawedzia
wychodzaca z wierzchotka, w ktérym aktualnie jestedmy. Kazda krawedz jest wybierana z
takim samym prawdopodobienstwem (niezaleznie od tego, czy jest to zwykla krawedz, czy
petla).

Okazuje sie, ze przy btadzeniu losowym mozemy szybko uniezaleznié¢ sie od tego, ktéry
wierzcholek zostal wybrany jako poczatkowy.

Twierdzenie 4.6 Niech G = (V, E) bedzie d-reqularnym ekspanderem o drugiej warto$ci
wlasnej \o. Zbior F C E jest dowolnym zbiorem krawedzi. Niech s bedzie losowq $ciezkg w G,
ktorej pierwsza krawedZ nalezy do F. Wowczas pmwdopodobieﬁstwo, ze (i + 1)-sza krawedZ

[EVIRY:
sciezkt s rownieZ nalezy do F', jest ograniczone z gory przez |E‘ + (57"

Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [2].

Twierdzenie 4.7 Niech G = (V, E) bedzie d-reqularnym ekspanderem o drugiej warto$ci
wlasnej \o. Zbior F C E jest dowolnym zbiorem krawedzi. Niech s bedzie losowq $ciezkg w G,
1,7 € N, 1 < j. Wtedy prawdo odobzenstwo ze i-ta oraz j-ta krawed? tej Sciezki nalezqg do F
jest ograniczone z gory przez |E‘ Igl‘ ("\(fl)J 4.

Dowéd: Oznaczmy i-ta oraz j-ta krawedz $ciezki s odpowiednio przez e;, e;. Korzystamy z
poprzedniego twierdzenia i otrzymujemy:

F| (|F o[\
Pr[eieF,ejEF}:Pr[eieF]'Pr[ejeFleieF]<lE|.<lE:+(";) )
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Rozdzial 5

Potegowanie grafu

W tym rozdziale zajmiemy si¢ operacja potegowania grafu. W wyniku tej operacji na podsta-
wie grafu G otrzymujemy nowy graf G*, ktéry ma taki sam zbiér wierzchotkéw co G, a kazda
krawedz w G! odpowiada pewnej $ciezce w G.

W dalszej czesci rozdziatu pokazemy, jak mozna zastosowaé te operacje do powiekszenia
luki aproksymacji w problemie spelnialnoéci grafu wiezow. Aby pokazaé, ze nasza operacja
zwieksza luke aproksymacji, bedziemy musieli wykonaé troche rachunkdéw.

5.1. Operacja potegowania
Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym. Graf G* (¢ € N) tworzymy nastepujaco:
e zbiorem wierzcholkéw grafu G* jest V,

e dla kazdej éciezki dtugosci t w grafie G tworzymy w G! krawedz laczaca oba kofice tej
Sciezki.

7 powyzszej konstrukeji wynika, ze graf G* moze mieé krawedzie wielokrotne oraz petle. Licz-
ba krawedzi (u,v) w grafie Gt jest réwna liczbie éciezek dtugosci ¢, taczacych wierzchotki u
i v w grafie G. Jesli G jest grafem d-regularnym, to G* jest grafem d‘-regularnym.

Niech G = ((V, E), %,C) bedzie d-regularnym grafem wiezéw. Dla takiego grafu réwniez
mozemy wykonaé operacje potegowania. Zbiér wierzchotkéw i krawedzi w grafie G! tworzymy
tak samo, jak przy potegowaniu zwyklego grafu.

Powstaje pytanie, jaki powinien by¢ alfabet oraz wiezy w grafie G*. Warto$cia wierzchotka
v € V w grafie G s3 jego ,opinie” o wszystkich wierzchotkach, do ktérych mozna doj$é z v
(tym razem w grafie G) $ciezka dtugosci [t/2]. Sciezek takich jest d[*/?], wiec graf G* ma
alfabet 24'*%!. (Jesli miedzy wierzchotkami v i w jest k $ciezek dtugosci [t/2], to wierzchotek
v bedzie przechowywal k& — by¢ moze réznych — opinii o w).

Teraz opiszemy sposéb tworzenia wiezéw w Gt. Niech (v, w) bedzie krawedzia w G'. War-
tosciowanie o przypisuje wierzchotkom v i w opinie o wartosciach pewnych wierzchotkéw
w grafie G. Jesli dostaniemy sprzeczne opinie o jakim$ wierzchotku, to wiez na krawedzi
(v, w) nie bedzie spelniony. (Jesli wierzcholek v ma dwie rézne opinie o jakim§ wierzchol-
ku, to automatycznie wiezy dla wszystkich krawedzi o koncu w v nie beda spelnione). Jesli
wierzcholtki v, w maja opinie aj,as o wierzchotkach vy, vo € V, a ponadto (vi,ve) € E oraz
(a1,a2) ¢ c((v1,v2)), to wiez (v, w) réwniez nie jest spelniony. W przeciwnym razie wiez (v, w)
jest spetniony.
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7 powyzszej metody konstrukeji wiezéw wynika, ze dla kazdego grafu istnieje optymalne
wartosciowanie, przy ktérym zaden wierzcholek nie ma sprzecznych opinii o innych wierz-
chotkach.

5.2. Potegowanie grafu a luka aproksymacji

Pozostaje pokazaé, ze operacja potegowania grafu opisana powyzej, zastosowana do grafu
otrzymanego z tw. 4.3, zwicksza luke aproksymacji.

7 konstrukcji grafu G' widaé, ze jedli UNSAT(G) = 0, to UNSAT(G') = 0. Teraz
pokazemy, ze jesli warto$¢ UNSAT(G) jest odpowiednio mata, to zachodzi UNSAT(G?) >
O(Vt)-UNSAT(G).

Twierdzenie 5.1 Istnieje stala B > 0, zalezna tylko od h,d,|X|, Ze dla dowolnego t € N

oraz dowolnego d-regularnego grafu wiezow G o parametrze ekspansywnosci h, w ktorym kazdy
wierzcholek ma petle, zachodzi: UNSAT(G') > -/t - min(UNSAT(G), 1).

Dowéd: Niech G = ((V, E),%,C), G = ((V, E’),Zd“m,C’). Oznaczmy przez o' optymalne
wartosciowanie dla grafu Gf, w ktérym kazdy wierzchotek ma jednoznaczna opinie o swoich
sasiadach. Opinie wierzcholka v o wierzchotku w przy wartosciowaniu o’ oznaczymy o), (v).

Na podstawie warto$ciowania o’ skonstruujemy warto$ciowanie o dla grafu G tak, aby
UNSAT, (G") bylo odpowiednio duze w poréwnaniu z UNSAT,(G).

Niech v € V. W grafie G mamy d*/?! §ciezek dtugosci [t/2], wychodzacych z v. Dla kazdej
takiej Sciezki, konczacej sie w pewnym wierzchotku w € V, patrzymy na warto$é o) (w). Jako
o(v) bierzemy te wartosé, ktéra wystapita najwiecej razy.

Niech F' C FE bedzie zbiorem krawedzi, ktérych wiezy nie sa spelnione przy wartoscio-
waniu o oraz takim, ze % = min(UNSAT,(G), 1). (Jezeli UNSAT,(G) < %, jest to zbiér
wszystkich krawedzi, ktérych wiezy nie sa spelnione przy o).

W dalszej czesci rozdziatu udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 5.2 Prawdopodobienstwo, ze wiez dla losowo wybranej krawedzi ¢’ € E' nie jest spel-
niony, wynosi co najmniej [ - \/t - %, gdzie (B jest pewng stalg zalezng tylko od d, h oraz
%]

Z tego lematu otrzymujemy dowdd naszego twierdzenia: UNSAT(G?) = UNSAT, (G?)
jest réwne prawdopodobienstwu, ze wiez dla losowej krawedzi ¢/ € E’ nie jest spelniony (przy
wartosciowaniu ¢”), czyli wynosi co najmniej 3 - v/t - % = BVt -min(UNSAT,(G),}) >
BVt -min(UNSAT(G), 1). u

5.3. Rachunki

Teraz udowodnimy lemat z poprzedniego podrozdziatu, dzigki czemu zakonczymy dowdd
twierdzenia 5.1.

Dowéd lematu 5.2: KrawedZ ¢/ € E' mozemy utozsamié z krotka (vg,...v;) € Vi —
opisuje ona kolejne wierzcholki $ciezki, ktérej odpowiada krawedz e’. Wigz dla takiej krawedzi
moze nie by¢ spetniony w réznych przypadkach. Jeden z takich przypadkéw wystepuje, gdy dla

pewnej krawedzi (v;—1,v;) € E zachodzi: (vi—1,v;) € F, oy, (vo) = o(vi-1), oy, (v¢) = o(vy).
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Niech I = ([4] — Vt,[5] + V) NN bedzie zbiorem indekséw. Dla i € I definiujemy

zmienng losowa N;(€'), ktéra dla €' = (vg,...v;) € E' przyjmuje nastepujace wartosci:

RT ) . ! — . / — .
Ni(e,):{ ! J;p(;l (vi-1,v) € Fyol,_, (v0) = 0(viz1), 0, (1) = o(v3)

Jesli dla pewnego i € I zachodzi N;(e') = 1, to wiez dla krawedzi €’ nie jest spelniony. Niech
N(e') = > ;cr Ni(e!). Wtedy prawdopodobienstwo, ze wigz dla krawedzi ¢’ nie jest spelniony,
wynosi co najmniej Pre[N(e') > 0].

Zmienna losowa N przyjmuje wylacznie nieujemne wartosci, zatem zachodzi:
E[N] = E[N|N > 0] - Pr[N > 0] oraz
E[N?] = E[N?|N > 0] - Pr[N > 0] > E?[N|N > 0] - Pr[N > 0].

7 tego otrzymujemy, ze E[QJ[VQ% < Pr[N > 0]. Wykazemy p6zniej, ze zachodza nastepujace
nieréwnosci:

Lemat 5.3 E.[N(¢/)] > 81 -Vt- H dla pewnej stalej 31 > 0, zaleznej tylko od d oraz |X|.

Lemat 5.4 E.[(N(e'))?] < B2-V/t- \|EI dla pewnej statej B2 > 0, zaleznej tylko od h oraz d.

Korzystajac z nich otrzymujemy, ze prawdopodobier’lstwo ze wi@z dla krawedzi e/ € £’
nie jest spelniony, wynosi co najmniej: Pro[N(e') > 0] > E[N2 \f }g; =[3-\/t- ;g}

Udowodnimy teraz, ze powyzsze lematy zachodza. W tym celu najpierw przedstawimy
jeszcze jeden lemat:

Lemat 5.5 Niech v € V bedzie wierzcholkiem w grafie G. Prawdopodobieristwo, zZe losowa
Sciezka dlugosci k € I, rozpoczynajgca sie w wierzcholku v, konczy sie w pewnym wierzchotku
w €V, dla ktérego zachodzi ol (w) = o(v), wynosi co nagmniej T - ﬁ, dla pewnej stalej T > 0.

Idea dowodu: Ze sposobu, w jaki generowaliSmy wartoSciowanie o, wynika bezpo$rednio,
ze dla k = [t/2] prawdopodobienstwo naszego zdarzenia wynosi co najmnie; ‘—é'

Poniewaz kazdy wierzcholek w G ma co najmniej jedna petle oraz k nie rézni sie od [t/2]
o wiecej niz v/, éciezki dtugosci k czesto beda sie konczyé¢ w tych samych wierzchotkach, co
Sciezki dlugosci [t/2]. Rozbijajac wszystkie krawedzie $ciezek na krawedzie ,istotne” oraz
Jhieistotne” (w zaleznosci od tego, czy sa to petle) mozna pokazaé, ze prawdopodobienstwo
naszego zdarzenia wynosi co najmniej 7 - ﬁ dla pewnej statej 7 > 0, gdzie T zalezy wytacznie
od stalych d oraz |X|.

Szczegblowy dowdd tego lematu mozna znalezé w pracy [2].

Dowéd lematu 5.3: Niech i € I. Obliczymy teraz E[N;(e’)]. W tym celu bedziemy wybieraé
losowa krawedz e’ z grafu G*. Kazda krawedz w G' reprezentuje pewna $ciezke (vg, ... v;) w G.
Krawedz €' konstruujemy nastepujaco:

e wybieramy losowa krawedz (v;_1,v;) € F,

e 7 wierzchotka v;_1 wybieramy w grafie G losowsg Sciezke dlugosci ¢ — 1 — kolejne wierz-
chotki tej $ciezki zapamietujemy jako v;_1,v;—2, ... vg,

e 7 wierzchotka v; wybieramy w grafie G losows, Sciezke dtugoéci t—i — kolejne wierzchotki
tej Sciezki zapamietujemy jako v;, vit1,. .. vs.
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W ten sposéb kazda $ciezka dtugosci t w grafie G, a wiec réwniez kazda krawedz w GY, jest
wybierana z takim samym prawdopodobienstwem.
Obliczymy teraz prawdopodobienistwo, ze dla tak utworzonej krawedzi e’ zachodzi N;(e') =
1, czyli jednocze$nie zachodzg zdarzenia (v;—1,v;) € F, o, (vo) = o(vi-1), 0, (v¢) = o(vy).
Z lematu 5.5 wynika, ze prawdopodobiefistwo kazdego ze zdarzei oy, (vo) = o(v;_1) oraz
oy, (ve) = o(v;) wynosi co najmniej 7 - ‘%' i nie jest zalezne od tego, czy (vi—1,v;) € F.

F
Zatem E[N;] = Pr(Ni(e') = 1] > {E - 72 (&)’

oraz E[N] =Y ;c; E[Ni] = 1 - V- % dla pewnej statej 51 > 0. |

Dowdd lematu 5.4: Niech ¢/ = (v,...v) € E'. Rozwazmy zmienne losowe Z;, dla i € I,
okreslone nastepujaco:
Zi(e') _ { 1 jeZeli (1)7;_1,1]2') eF
0 wpp.
Niech Z(e') = Y ;e Zi(€'). WartoScig zmiennej Z(e') jest liczba krawedzi ze zbioru F C E,

przez ktore przechodzi $ciezka €’ w swojej srodkowej czesci (gdy indeksy naleza do zbioru I).
Oczywiscie zachodzi N(e') < Z(¢), wiec:

EN* )< E[Z*)=E|Y_ ZZj)= Y _ E|ZZ]=Y E[Z]+2- Y  E[ZZ]

ijel ijel iel ijel, i<j

Z twierdzenia 4.7 otrzymujemy, ze dla i < j zachodzi: E[Z;Z;] < }?‘ (Ig} + (%)j_i).
Graf G ma parametr ekspansywno$ci réwny co najmniej h, wiec z twierdzenia 4.1 istnieje

stala C' < 1 (zalezna tylko od h i d) taka, ze %' < C. Zatem

F| \F| (|F| i
21K L < Jl>.
E[N?] < |1 - |E|+2 > ] |E|+C

i,j€l, i<j
Poniewaz |I| = 2 - v/t oraz % < %
FL (g JFIN gy I3 Ll
EIN? < 1] N o < |
AT IE] Z Vi g
gdzie B2 > 0 jest pewna stala zalezna tylko od parametru ekspansywnosci h oraz d. [ |
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Rozdziat 6

Zmniejszanie rozmiaru alfabetu

W tym rozdziale opisana jest operacja zmniejszania rozmiaru alfabetu w grafie wiezéw. Po
przedstawieniu tej operacji bedziemy mieli wszystkie elementy dowodu twierdzenia PCP.
Dowdéd ten opisany jest na konicu rozdziatu.

6.1. Operacja zmniejszania rozmiaru alfabetu

Mamy pewien graf wiezéw G = ((V, E), X, C). Chcemy na jego podstawie, dla pewnego usta-
lonego alfabetu X, utworzyé¢ graf G' = ((V/, E'), 3o, C’) spelniajacy nastepujace warunki:

e rozmiar(G') < Cyx - rozmiar(G), gdzie Cy, jest pewna stala zalezna tylko od |X].
e UNSAT(G') € [y-UNSAT(G),UNSAT(G)] dla pewnej statej v > 0.

Do konstrukcji grafu G’ uzyjemy redukcji P, ktora przeksztatca formule ¢ w postaci CNF
w graf wiezow G taki, ze:

o jedli ¢ jest spelnialna, to UNSAT(Gy) = 0,
e jedli ¢ nie jest spetnialna, to UNSAT(G,) > a dla pewnej stalej a.

Nie nakladamy ograniczen na czas dzialania redukcji P — moze by¢ on wykladniczy. Nie sta-
nowi to problemu, poniewaz redukcje bedziemy wykonywaé¢ wytacznie dla danych wejsciowych
stalego rozmiaru.

Wréémy teraz do konstrukeji grafu G’. Kolejne czesci tego grafu bedziemy tworzyé na
podstawie kolejnych krawedzi grafu G. Wiez dla krawedzi e = (v, w) mozemy przeksztalcié
do formuly CNF ¢ o zmiennych logicznych v;, w;. Sposéb, w jaki mozemy utworzy¢ taka
formute, zostal opisany w rozdziale 2.3, jednak my bedziemy to robié¢ troche inaczej. Dla
formuty ¢ mozemy wykonaé redukcje P i otrzymamy graf wiezéw Ge. Rozmiar takiego grafu
zalezy tylko od |X|. Graf G’ bedzie suma graféw G..

Musimy jednak zwrdci¢ uwage na jedna rzecz: Czesto wystepuje sytuacja, ze kazdy wiez
z osobna jest spelnialny, ale nie istnieje warto$ciowanie, dla ktorego sa spelnione wszystkie
wiezy jednoczesnie. Jesli grafy G, beda tworzone przez niezalezne wywolania redukcji P,
beda mialy niezalezne zbiory wierzcholtkéw. Dzieki temu bedzie mozna utworzyé¢ niezalez-
ne wartosciowania dla wszystkich graféw G, przy ktorych wszystkie wiezy beda spelnione.
Zatem musimy zapewnié¢ sp6jnos¢ miedzy poszczegdlnymi wywolaniami redukcji P — na
przyklad poprzez tworzenie wspoélnych wierzchotkéw dla tych graféw. Aby spdjnosé mogla
zostaé zachowana, musimy natozy¢ pewne ograniczenia na redukcje P.
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Twierdzenie 6.1 Dia pewnego alfabetu Yo (takiego, ze 0,1 € 3g) i stalej € > 0 istnieje
redukcja R, ktora przeksztalca formule postaci CNF ¢ o zbiorze zmiennych X w graf wiezow
G = ((V,E),X,C) taki, ze X CV oraz spelnione sq nastepujgce warunki:

e Niech a : X — {0,1} bedzie wartosciowaniem ¢. Jesli UNSAT,(p) = 0, to istnieje
wartosciowanie b : (V \ X) — 3o, dla ktdérego zachodzi UNSAT, ,(G) = 0,

e Niech a : X — X bedzie wartoSciowaniem. Jesli dist(a, SAT(¢)) > 0, to dla kazdego
wartosciowania b : (V \ X) — X zachodzi UNSAT, »(G) > ¢ - dist(a, SAT(¢)),

gdzie dist(a, SAT(¢)) € [0,1] oznacza najmniejszy procent zmiennych, na ktérych wartoscio-
wanie a 10Zni sie od jakiegos wartosciowania spetniajgcego formule ¢.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy [2]. Zauwazmy, ze nie nakladamy ogra-
niczen na czas dzialania redukcji R oraz na rozmiar wyniku — moga by¢ one wykltadnicze
w stosunku do rozmiaru danych wejsciowych.

Wykazemy teraz, ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.2 Istnieje alfabet Yo oraz stata v > 0 taka, zZe dowolny graf wiezow G =
((V,E),X,C) mozna w czasie wielomianowym przeksztalcié do postaci grafu wiezéw G' =
(V' E"),X%0,C") tak, aby zachodzily warunki:

e rozmiar(G') < Cyx - rozmiar(Q), gdzie Cx, jest stalg zalezng tylko od |3,

e UNSAT(G') € [y - UNSAT(G), UNSAT(G)].

Dowdéd: Kazdej zmiennej v € V' nad alfabetem ¥ odpowiada | = O(log|X|) zmiennych lo-
gicznych v;. Kazdemu wartoSciowaniu o zmiennej v mozemy przypisa¢ pewne wartosciowanie
o’ zmiennych v;. Wykorzystujac kody korygujace bledy o odleglosci wzglednej p mozemy
zapewni¢, ze réznym wartosciowaniom zmiennej v odpowiadaja warto$ciowania zmiennych v;
rézniace sie na co najmniej [ - p zmiennych. Oczywiscie im wieksze jest p, tym wieksza musi
by¢ liczba zmiennych I.

Dla kazdej krawedzi (u,v) € E mozemy utworzy¢ formule logiczna ¢ w postaci CNF
o zmiennych u;, v; tak, ze ¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy wartosciowania zmiennych
u; 1 v; reprezentuja jakie§ wartoSciowania zmiennych u i v oraz gdy wiez dla krawedzi (u,v)
jest spelniony przy tych wartoSciowaniach.

Dla tak utworzonej formuty ¢ wykonujemy redukcje R opisana w twierdzeniu 6.1. W wy-
niku tej redukcji dostaniemy graf wigzow G(,,), W ktorym czes¢ wierzchotkéw odpowiada
zmiennym u;, v;.

Chcemy, aby wszystkie grafy odpowiadajace poszczegdlnym krawedziom mialy te sama
liczbe krawedzi. W tym celu dla kazdej krawedzi e € E z grafu G, tworzymy graf G., ktéry
ma te same wierzcholki co G, oraz tyle samo krawedzi, co najwiekszy z grafow G.. Mozemy
zrobi¢ to w taki sposob, zeby grafy G. i G, mialy podobny wspdlczynnik UNSAT:

1

3 UNSAT(G,) <K UNSAT(G.) < 2-UNSAT(G.).
Graf G’ powstaje jako suma graféw G, dla wszystkich krawedzi e € E, z tym, ze wszystkie
wierzchotki odpowiadajace tej samej zmiennej v; (dla wszystkich v € V) sklejamy w jeden

wierzcholek. Krawedzi nie sklejamy, wiec moze powstaé¢ duzo krawedzi miedzy jedna para
wierzcholtkow.
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Pokazemy teraz, ze dla tak utworzonego grafu G’ zachodza warunki podane w twierdzeniu:

1) rozmiar(G'") < Cyx - rozmiar(Q)
Dane wejsciowe dla redukeji R stanowi formuta ¢ o 2 -1 zmiennych. Dla kazdego z 2% war-
tosciowan formuta moze byé¢ spelniona lub nie. Zatem mozemy mieé 22" istotnie réznych
danych wejsciowych. W kazdym przypadku na wyjséciu dostaniemy jakis graf. Niech C bedzie
rozmiarem najwiekszego z tych graféw. Wtedy rozmiar(G') < C'-rozmiar(G), gdzie stala C
zalezy tylko od I, czyli od rozmiaru alfabetu ¥ oraz wspétczynnika korekcji p.

2) UNSAT(G") > v-UNSAT(G)

Niech ¢’ : V' — ¥y bedzie optymalnym warto$ciowaniem dla G’. Na jego podstawie wy-
generujemy wartosciowanie o dla grafu G w nastepujacy sposéb: Niech v € V. Kazdemu
warto$ciowaniu zmiennej v odpowiada pewne wartosciowanie zmiennych v;. Jako o(v) bierze-
my taka warto$¢, zeby odpowiadajace jej wartosciowanie zmiennych v; réznito sie jak najmniej
od o' (v;).

Naszym celem jest pokazanie, ze wowczas UNSAT, (G') > v- UNSAT,(G). Niech F C
FE bedzie zbiorem tych krawedzi, ktérych wiezy nie sg spelnione przy wartoSciowaniu o.
Pokazemy, ze dla kazdej krawedzi e = (u,v) € F pewien staly procent wiezéw grafu G, nie
jest spelniony przy wartoSciowaniu o’.

Z wlasnosci redukcji R wiemy, ze UNSAT(Ge) > dist(o'|y; v, SAT(9)), gdzie ¢ jest
formuta odpowiadajaca krawedzi e. Przypomnijmy, ze formula ¢ jest spelniona wtw. gdy
wartosciowanie dla zmiennych wu;, v; reprezentuje pewne wartosciowanie zmiennych « i v oraz
wartosciowanie to spelnia wiez dla krawedzi (u,v).

Poniewaz (u,v) € F, wigc warto$ciowanie ¢’ nie spelnia formuly ¢. Aby wiez dla krawedzi
(u, v) byl spelniony, nalezy zmienié¢ wartosé o(u) lub o(v). Przypu$émy, ze jest to o(u). Ponie-
waz uzyliSmy koddéw korygujacych btedy o odlegtosci wzglednej p, trzeba w tym celu zmienié
co najmniej p/2 procent wartosci u;, a wiec co najmniej p/4 procent wartosci wszystkich
zmiennych formuty. Zachodzi wiec:

1
UNSATJ/(G/(WU)) > §UNSATU/(G(U7U)) =€ p/8.

Poniewaz wszystkie grafy G, maja taka sama liczbe krawedzi, zatem
UNSAT(G") =UNSAT,(G') > p/8-c-UNSAT,(G) > v - UNSAT(G)

dla stalej vy = p/8 - €.

3) UNSAT(G') K UNSAT(G)
Niech o bedzie optymalnym wartosciowaniem dla G. Na podstawie tego warto$ciowania mo-
zemy wygenerowaé wartos$ciowanie o’ w grafie G’ w sposob nastepujacy: Dla wszystkich v € V
wierzchotkom v; przypisujemy warto$ciowanie odpowiadajace o(v). Kazdy z pozostaltych
wierzchotkéw w € V'’ nalezy do dokladnie jednego z graféw G’(u’v). W kazdym z graféw G/(u,v)
znajdujemy optymalne warto$ciowanie, przy ustalonych wezesniej wartosciach o’ (u;), o’ (v;).

Wtedy z wlasnosci redukeji ‘R dla kazdej krawedzi e € E zachoduzi: jesli wiez dla e jest
spelniony przy warto$ciowaniu o, to wszystkie wiezy w grafie G., sa spelnione przy warto-
$ciowaniu o’. Poniewaz wszystkie grafy G, maja ten sam rozmiar, zachodzi:

UNSAT(G) = UNSAT,(G) > UNSAT,(G') > UNSAT(G).
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6.2. Dowdd twierdzenia PCP

Teraz mozemy pokazaé, ze twierdzenie PCP jest prawdziwe. W tym celu wykorzystamy zgro-
madzone informacje dotyczace graféw wiezow.

Twierdzenie 6.3 Niech G = ((V,E),%,C) bedzie grafem wiezéw. Wowczas na podstawie
tego grafu mozemy w czasie wielomianowym utworzyé graf wiezéw G’ o alfabecie Xg, dla
ktorego zachodzi:

e rozmiar(G') < Cx - rozmiar(G),

e jesli UNSAT(G) =0, to réwniez UNSAT(G') =0,

e jesli UNSAT(G) > 0, to UNSAT(G') > min(«,2 - UNSAT(Q)),
dla pewnej stalej o, stalego alfabetu X, oraz stalej Cxy zaleznej od |X|.

Dowéd: Konstrukcja grafu G’ sktada sie z trzech czesci, ktére zostalty wezesniej udowodnione
jako twierdzenia 4.3, 5.1 oraz 6.2.

W pierwszym kroku z grafu G otrzymamy graf wiezéw G = ((V', E'), %, ("), ktoéry jest
d-regularnym ekspanderem o parametrze ekspansywnosci h, w ktorym kazdy wierzchotek ma
petle oraz zachodzi: UNSAT(G') > a1 - UNSAT(G), dla pewnych stalych d,h oraz aq,
niezaleznych od G.

W kolejnym kroku z grafu Gy otrzymujemy graf wiezéw GY = ((V', E"), Zd“m,C”), dla
ktérego zachodzi UNSAT(GY) > az -Vt - min(UNSAT(G), 1) dla pewnej stalej ap zaleznej
tylko od h,d oraz |X|.

W ostatnim korku z grafu GY otrzymujemy graf wiezéw G’ = ((V”, E"),%0,C") oraz
zachodzi: UNSAT(G') > a3 - UNSAT(GY) dla pewnej stalej .

Zatem dostajemy:

UNSAT(G') > az - ag -Vt -min(ag - UNSAT(G), %) > min(w,2 - UNSAT(G))

dla odpowiednio dobranych t oraz «.

Zauwazmy, ze kazdym kroku z grafu spelnialnego powstawal réwniez graf spelnialny.
Ponadto rozmiar grafu wzrastal liniowo, zaleznie tylko od |X|, d oraz t.

Zatem otrzymany graf G’ spelnia warunki podane w tresci twierdzenia. |

Dowéd twierdzenia PCP: Pokazemy, ze istnieje stala o/ > 0 taka, ze dla problemu
spelnialnosci grafu wiezéw rozréznienie przypadkéw UNSAT(G) =01 UNSAT(G) > o jest
NP-trudne.

Niech G = ((V, E),%,C) bedzie grafem wiezéw. Wtedy zachodzi: UNSAT(G) = 0 lub
UNSAT(G) > ﬁ Wykonujac O(logn) razy operacje opisana w twierdzeniu 6.3 z grafu G
otrzymamy graf G’, dla ktérego zachodzi:

e jesli UNSAT(G) =0, to UNSAT(G') =0,
o jesli UNSAT(G) > 0, to UNSAT(G') > o

dla pewnej stalej o/. Poniewaz problem spelnialnosci grafu wiezéw jest NP-trudny, wiec
réwniez rozréznienie przypadkéw UNSAT(G') =01 UNSAT(G') > o jest NP-trudne.

7 twierdzenia 2.1 otrzymujemy, ze problem GAP 3SAT z pewnym stalym wspolczynni-
kiem « jest NP-trudny. |
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Rozdziat 7

Przyklady zastosowan twierdzenia
PCP

Uzywajac twierdzenia PCP, mozemy pokazywaé trudnosé aproksymacji réznych problemoéow
NP-trudnych. W tym rozdziale znajduje sie kilka przyktadow.

7.1. Problem GAP 3SAT z ograniczong liczba wystgpien zmien-
nych

Dla k > 0 problem GAP 3SAT (k) jest ograniczeniem problemu GAP 3SAT do formut, w kté-
rych kazda zmienna wystepuje nie wigcej niz k razy.

Twierdzenie 7.1 Istniejq stale k, a1 > 0, dla ktérych problem GAP 3SAT(k) ze wspélczyn-
nikiem aq jest NP-trudny.

Dowdd: Przeprowadzimy redukcje z problemu GAP 3SAT. Niech ¢ bedzie formutag 3CNF
o zbiorze zmiennych X. Chcemy na jej podstawie utworzy¢ formute 3CNF 1, w ktorej kazda
zmienna wystepuje co najwyzej k razy, a ponadto dla pewnej statej a > 0 zachodzi:

o jesli UNSAT(¢) = 0, to UNSAT(¥) = 0,
o jesli UNSAT(¢) > 0, to UNSAT(¢)) > - UNSAT()).

Kazdej zmiennej x € X bedzie odpowiadaé¢ tyle nowych zmiennych xz;, ile razy zmienna
x wystepuje w ¢. Dla formuty ¢ tworzymy takie same klauzule co dla ¢, z tym ze kazde
wystapienie zmiennej z zastepujemy inng zmienna x; (dla wszystkich x € X).

Teraz, za pomoca dodatkowych klauzul w formule v, bedziemy chcieli wymusié, aby w kaz-
dym optymalnym warto$ciowaniu formuty v wszystkie zmienne x; mialty przypisang te sama
warto$¢. W tym celu uzyjemy ekspanderéow.

7 twierdzenia 4.2 wiemy, ze istnieja state dg,hg > 0, dla ktérych istnieje rodzina dg-
regularnych ekspanderéw o parametrze ekspansywnosci hg. Zwiekszajac stopnie wierzchotkow
(na przyklad poprzez utworzenie kilku kopii kazdej krawedzi), mozemy zwiekszy¢ parametr
ekspansywnosci. Zatem dla pewnego d > 0 istnieje rodzina ekspanderéw G o stopniu wierz-
chotkéw d i parametrze ekspansywnosci h > 1.

Dla kazdej zmiennej z € X wykonujemy nastepujace operacje: Tworzymy ekspander G,
o parametrze ekspansywnosci h i wierzchotkach x;. Dla kazdej krawedzi (x;, z;) ekspandera
dodajemy do formuly v klauzule (z; V —z;) oraz (z; V —z;). Sa one jednoczesnie speinione
wtw. gdy zmienne x; oraz x; majq przypisane te same wartosci.
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Pokazemy, ze w optymalnym warto$ciowaniu wszystkie zmienne x; maja przypisana te
sama wartosé¢. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy zmienne x; mozemy podzieli¢ na dwa podzbiory
Ay i Ay (J[A1] < |Az]) tak, zeby w kazdym ze zbioréw znalazly si¢ zmienne, ktére maja
to samo warto$ciowanie. Wtedy nie jest spelione co najmniej E(A;, A2) > |A1| klauzul
odpowiadajacych krawedziom ekspandera G,. Zatem, zmieniajac warto$ciowanie zmiennych
ze zbioru A1, otrzymamy lepsze wartosciowanie formuly v (co najmniej |A; |41 niespelnionych
klauzul bedzie teraz spelnionych kosztem co najwyzej |A;| klauzul, ktére mogly przestaé by¢
spelnione). Poniewaz zalozyliSmy, ze poprzednie warto$ciowanie bylo optymalne, dochodzimy
do sprzecznosci. Zatem w optymalnym warto$ciowaniu wszystkie zmienne z; (dlaz € X) maja
przypisang te sama wartosc.

W tak utworzonej formule 1) kazda zmienna wystepuje doktadnie 2d+ 1 razy (k = 2d+1).
W optymalnym warto$ciowaniu wszystkie klauzule odpowiadajace krawedziom ekspandera
beda spelnione. Niespelnionych klauzul bedzie zatem tyle samo, co przy optymalnym warto-

Sciowaniu formuly ¢. Otrzymujemy wiec, ze UNSAT (¢)) = Tlﬂ -UNSAT(¢).

7 twierdzenia PCP wiemy, ze istnieje stata 8 > 0, dla ktorej rozrdznienie przypadkow
UNSAT(¢) = 0 oraz UNSAT(¢) > (3 jest NP-trudne. Zatem réwniez rozréznienie przypad-
kéw UNSAT(¢p) = 01 UNSAT(¢) > 57t - B jest NP-trudne. Z tego wynika, ze problem
GAP 3SAT(2d + 1) ze wspdlczynnikiem oy = Tl-s-l - 3 jest NP-trudny. [
Twierdzenie 7.2 Istnieje stala ag > 0, dla ktdrej problem GAP 3SAT(3) ze wspélczynni-
kiem a9 jest NP-trudny.

Dowdéd: Przeprowadzimy redukeje z problemu GAP 3SAT(k), gdzie k jest stala z twierdzenia
7.1. Niech ¢ bedzie formuta 3CNF, w ktorej kazda zmienna wystepuje co najwyzej k razy. Na
podstawie formuly ¢ utworzymy formute 1, w ktérej kazda zmienna wystepuje co najwyzej
3 razy oraz zachodzi:

o jesli UNSAT(¢) = 0, to UNSAT(¢)) = 0,
o jesli UNSAT(¢) > 0, to UNSAT(¢)) > a - UNSAT (),

dla pewnej statej a > 0.

Formule v tworzymy nastepujaco: tak jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, dla
kazdej zmiennej x formuly ¢ kazde wystapienie tej zmiennej zastepujemy nows zmienng x;.
W ten sposéb dla kazdej zmiennej x powstanie tyle zmiennych x;, ile razy x wystepuje w ¢.

Teraz dla kazdej zmiennej x formuly ¢, ktorej odpowiada n zmiennych x1,...x,, dodaje-
my do ¢ klauzule: (z1V-x2), (x2V-x3),. .. (Xn—1V-xy), (2, Vx1). Wszystkie takie klauzule
sg jednoczesnie spetnione wtw. gdy wszystkie zmienne z; maja przypisang te sama wartosc.

Niech o1 bedzie optymalnym wartosciowaniem dla formuty . Na podstawie tego warto-
Sciowania utworzymy warto$ciowanie o9 — byé moze o wiekszym wspdteczynniku UNSAT,
ale takie, dla ktorego wszystkie zmienne z; maja przypisana te sama wartosé. Wartoscio-
wanie to tworzymy nastepujaco: kazdej zmiennej x; przyporzadkowujemy te wartos¢, ktora
wystepowala czesciej jako oy (x;) dlai € {1,...n}.

Zalézmy, ze dla pewnej zmiennej x formuly ¢ zmienne x; nie mialy przypisanej jednej
wartosci o1 (z;). Wtedy co najmniej jedna klauzula postaci (x; V —x;y1) lub (z, V —x1), ktéra
nie byla spelniona przy wartosciowaniu o1, bedzie spelniona przy wartoSciowaniu oy. Poza
tym co najwyzej k/2 klauzul, ktére byly spelnione przy warto$ciowaniu o1, teraz nie bedzie
spelnionych (poniewaz zmienilismy warto$ciowanie co najwyzej k/2 zmiennych x;). Zatem

UNSAT (1)) = UNSAT,, (1) > = - UNSAT,, (1)).

o
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Na podstawie wartoSciowania oo mozemy wygenerowaé wartosciowanie o dla formuty ¢
— kazdej zmiennej = przyporzadkowujemy wartos¢ oa(x;). W formule ¢ przy tym wartoscio-
waniu bedzie tyle samo niespetnionych wiezéw, co w formule ¢ przy wartosciowaniu oo.

Liczba klauzul formutly 1 jest co najwyzej cztery razy wieksza od liczby klauzul ¢, otrzy-
mujemy wiec: UNSAT,, (v) > % -UNSAT,(¢), zatem UNSAT (¢)) > i -UNSAT ().

Z twierdzenia 7.1 wiemy, ze istnieje stala a; > 0, dla ktdrej rozrdznienie przypadkéw
UNSAT(¢) = 0 oraz UNSAT(¢) > i jest NP-trudne. Zatem rozréznienie przypadkéw
UNSAT () =01 UNSAT(¥) > ﬁ -1 tez jest NP-trudne. Z tego wynika, ze problem GAP
3SAT(3) ze wspdlczynnikiem g = ﬁ - aq jest NP-trudny. |

7.2. Minimalne pokrycie wierzchotkowe i maksymalny zbior
niezalezny

W tym rozdziale wykazemy trudnosé aproksymacji dla problemu minimalnego pokrycia wierz-
chotkowego i maksymalnego zbioru niezaleznego.

Definicja 7.1 Problem minimalnego pokrycia wierzchotkowego: dla danego grafu nieskiero-
wanego G = (V, E) znalezé najmniejszy zbidr V' C V taki, ze kazda krawedZ ma co najmniej
jeden koniec w V.

Definicja 7.2 Problem maksymalnego zbioru niezaleinego: dla danego grafu nieskierowanego
G = (V, E) znaleZé najwiekszy zbior V' C V taki, ze Zadne dwa wierzcholki nalezgce do V'
nie sqg polgczone krawedzig.

Powyzsze problemy sa dualne: dopelnieniem minimalnego pokrycia wierzchotkowego jest
maksymalny zbiér niezalezny. Zachodza nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 7.3 Istnieje stala ag > 0, dla ktorej aproksymacja problemu maksymalnego
zbioru miezaleznego ze wspolczynnikiem ag jest NP-trudna.

Twierdzenie 7.4 Istnieje stala oy > 0, dla ktorej aproksymacja problemu minimalnego po-
krycia wierzchotkowego ze wspotczynnikiem oy jest NP-trudna.

Najpierw udowodnimy pomocnicze twierdzenie:

Twierdzenie 7.5 Istnieje wielomianowa redukcja, ktora przeksztalca formute SCNF ¢ w graf
G = (V,E) taki, ze:

o jesli UNSAT(¢) =0, to S(G) = 3|V,
o jesli UNSAT(¢) > 0, to S(G) = |V|- (1 — UNSAT(¢)),
gdzie S(G) oznacza rozmiar maksymalnego zbioru niezaleznego w grafie G.

Dowdd: Redukcja wyglada nastepujaco: Mozemy przyjaé, ze kazda klauzula sktada sie
z trzech literatow. Jesli tak nie jest, mozemy powieli¢ ktorys z literatéw klauzuli, nie zmienia-
jac warto$ci UN SAT (¢). Teraz dla kazdej klauzuli formuly ¢ tworzymy trzy wierzchotki grafu
G (kazdy z nich odpowiada jednemu literatlowi w danej klauzuli). Krawedzie w G tworzymy
w nastepujacy sposob:

e laczymy wierzchotki, ktére odpowiadaja literatom z jednej klauzuli,
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e laczymy wierzchotki, jezeli jeden odpowiada jakiej§ zmiennej, a drugi negacji tej zmien-
nej.

Pokazemy teraz, ze S(G) jest réwne maksymalnej liczbie klauzul, ktére moga by¢ spelnione
w formule ¢.

Niech ¢ bedzie optymalnym wartosciowaniem formuly ¢. Dla kazdej spelnionej klauzuli
wybieramy jeden literal, ktéry jest spelniony przy tym warto$ciowaniu. Wierzchotki grafu
G odpowiadajace tym literalom tworza zbiér niezalezny (wszystkie wierzchotki odpowiadaja
literalom z réznych klauzul, a poza tym nie mogliSmy jednoczesnie wybraé¢ wierzchotkéow
odpowiadajacych pewnej zmiennej i jej zaprzeczeniu). Zatem S(G) jest réwne co najmniej
liczbie klauzul spetnionych przy optymalnym wartosciowaniu.

Niech V' C V bedzie maksymalnym zbiorem niezaleznym w G. Na podstawie tego zbioru
wygenerujemy warto$ciowanie o formuly ¢, ktére spelnia co najmniej |V'| klauzul. Rozpa-
trujemy kolejno wszystkie zmienne z formulty — jesli do zbioru V' nalezy wierzchotek odpo-
wiadajacy zmiennej x lub jej negacji, to jako o(x) przyjmujemy odpowiednio warto$¢ TRU E
lub FALSE. Pozostale zmienne warto$ciujemy dowolnie.

Przy takim warto$ciowaniu wszystkie literaty, ktérym odpowiadaja wierzchotki z V/, sa
spelnione. Poniewaz wszystkie z nich naleza do réznych klauzul, wiec w wartoéciowaniu o
jest co najmniej |V’| spelnionych klauzul. Zatem S(G) jest réwne co najwyzej liczbie klauzul
spelnionych przy optymalnym warto$ciowaniu.

Pokazalidmy, ze S(G) jest réwne maksymalnej liczbie klauzul, ktére moga by¢ spelnione
w formule ¢. Poniewaz liczba klauzul jest réwna §|V|, wiec S(G) = £|V|- (1 — UNSAT(9)).
Dla UNSAT(¢)) = 0 zachodzi S(G) = %|V|. [

Dowédd tw. 7.3: Z twierdzenia PCP wiemy, zZe istnieje stata § > 0, dla ktérej rozréznienie
przypadkéw UNSAT(¢) = 0 oraz UNSAT(¢) > [ jest NP-trudne. Zatem z twierdzenia 7.5
rozréznienie przypadkéw S(G) = 2|V] i S(G) < 3|V|- (1 — B) jest NP-trudne. Otrzymuje-
my wiec, ze aproksymacja problemu maksymalnego zbioru niezaleznego ze wspétczynnikiem

(1 — B) jest NP-trudna. [

Dowdéd tw. 7.4: Niech C'(G) oznacza rozmiar minimalnego pokrycia wierzchotkowego w gra-
fie G. Korzystamy z twierdzenia 7.5. Poniewaz maksymalny zbiér niezalezny jest dopetnieniem
minimalnego pokrycia wierzchotkowego, mozemy przeprowadzi¢ wielomianowsg redukcje, kto-
ra na podstawie formuly 3SAT ¢ generuje graf G = (V, E), dla ktérego zachodzi:

o jesli UNSAT(¢) = 0, to C(G) = 2|V,
e jesli UNSAT(¢) > 0, to C(G) = 2|V| - (1 + L5,

7 twierdzenia PCP wiemy, ze istnieje stala 5 > 0, dla ktérej rozréznienie przypadkéw
UNSAT(¢) = 0 oraz UNSAT(¢) > [ jest NP-trudne. Zatem rozréznienie przypadkéw
C(G) = §|V| iC(G) = %]V| (14 g) jest NP-trudne. Pokazali$émy, ze aproksymacja problemu
minimalnego pokrycia wierzchotkowego ze wspétezynnikiem (1 + g) jest NP-trudna. |

7.3. Problem LABELCOVER

Problem LABELCOVER jest jednym z podstawowych probleméw dotyczacych trudnosci
aproksymacji. Korzystajac z niego, mozna udowodnié¢ trudno$é¢ aproksymacji wielu innych
probleméw NP-trudnych. Problem LABELCOVER wystepuje w dwoch wersjach — minima-
lizacji i maksymalizacji. My zajmiemy sie ta druga wersja.
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Definicja 7.3 Problem LABELCOVER: dany jest reqularny graf dwudzielny G = (Vy,Va, E)
oraz liczba N € N. Ponadto, dla kazdej krawedzi e € E, dana jest funkcja cze$ciowa fe :
{1,...N} —={1,...N}.

Etykietowaniem grafu G nazywamy funkcje g : (Vi U Vo) — {1,...N}, ktora kazdemu
wierzcholkowi przyporzadkowuge etykiete. Etykietowanie g pokrywa krawed? (vi,ve) € E (dla
v1 € Vi,ve € Vo), jezeli f(vl,vz)(g(vl)) = g(v2).

Rozwigzanie problemu polega na znalezieniu etykietowania, ktore pokrywa najwiekszq licz-
be krawedzi.

Pokazemy, ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 7.6 Istnieje stala as > 0, dla ktorej aproksymacja problemu LABELCOVER
ze wspolczynnikiem ag jest NP-trudna.

Dowdd: Pokazemy wielomianows redukcje, ktéra na podstawie formuty 3CNF ¢, w ktorej
kazda zmienna wystepuje co najwyzej 3 razy, wyznacza regularny graf dwudzielny G, liczbe
etykiet N oraz funkcje f. dla krawedzi takie, dla ktérych zachodzi:

e jesSliUNSAT (¢) = 0, to w G istnieje etykietowanie, ktére pokrywa wszystkie krawedzie,

e jesliUNSAT(¢) > 0, to przy kazdym etykietowaniu G zostaje co najmniej %-UNSAT(@Z))
procent niepokrytych krawedzi.

Redukcje wykonujemy nastepujaco: Tworzymy graf dwudzielny G; = (Vi, Vo, E), w kté-
rym wierzchotki V; odpowiadaja poszczegdlnym klauzulom formuty, natomiast Vo — zmien-
nym. Wierzchotki odpowiadajace klauzuli i zmiennej taczymy krawedzia, jesli dana zmienna
(lub jej negacja) wystepuje w tej klauzuli. Liczba etykiet wynosi 8. Sa one postaci (a1, az, as),
dla a; € {0,1}. Dla wierzchotkéw ze zbioru V; etykiety odpowiadaja wartosciom kolejnych
zmiennych wystepujacych w klauzuli. Dla wierzchotkéw ze zbioru V5 etykiety postaci (a1, 0,0)
oznaczaja wartosciowanie odpowiedniej zmiennej réwne a;. Pozostate etykiety dla wierzchot-
kow z Vo nie sg uzywane — nie pokrywajg zadnych krawedzi.

Niech (vi,v2) bedzie krawedzia w G1. Wtedy zmienna vy (lub jej negacja) pojawia sie
w klauzuli v1. Kazde etykietowanie (a1, ag, as) wierzchotka vy wyznacza jakie§ wartosciowanie
zmiennych klauzuli. Funkcje czesciowa f(y, v,) definiujemy nastepujaco:

e jesli klauzula nie jest spelniona przy warto$ciowaniu kolejnych zmiennych (a1, as,as),
t0 f(u,,00)((a1,a2,a3)) nie jest okreslone,

e jedli klauzula jest spetniona przy wartosciowaniu (a1, ag, az), to jako fi,, v,)((a1,az,a3))
przyjmujemy taka etykiete wierzchotka v, ktora nadaje zmiennej vo te sama wartosé,
co etykietowanie wierzchotka v;.

Stopien kazdego wierzcholtka wynosi co najwyzej 3. Dodajac co najwyzej 2|E| nowych
krawedzi, ktére moga by¢ latwo spelnione, mozemy utworzyé¢ z G; graf regularny G, dla
ktérego zachodzi: § - UNSAT(G1) < UNSAT(G) < UNSAT(Gy).

Etykiety zmiennych V5 tworza wartosciowanie klauzuli. Jesli warto$ciowanie to spelnia
formute ¢, to mozna nada¢ wszystkim wierzchotkom V; takie wartoéci, aby wszystkie krawe-
dzie w GG byly pokryte. Jesli wartoSciowanie to nie spetnia ¢, to kazdej niespetnionej klauzuli
odpowiada co najmniej jedna niepokryta krawedz. Zatem co najmniej %U NSAT(¢p) krawedzi
grafu G (a wigc co najmniej %U NSAT(¢) krawedzi grafu G) bedzie niepokrytych.

7 twierdzenia 7.2 wiemy, ze istnieje stala ao > 0, dla ktorej rozrdznienie przypadkéw
UNSAT(¢) = 01 UNSAT(¢) > g jest NP-trudne. Zatem dla problemu LABELCOVER
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rozréznienie przypadkow, w ktérych najlepsze etykietowanie pokrywa wszystkie krawedzie
lub nie pokrywa co najmniej % - ap procent krawedzi jest NP-trudne. Pokazalismy wiec, ze
aproksymacja problemu LABELCOVER ze wspo6tczynnikiem % - g jest NP-trudna. |

Powyzsze twierdzenie mozna wzmocnié. Mozna pokazaé istnienie redukcji, tym razem
dzialajacej w czasie 2Po(1087) " dzicki ktérej uzyskujemy luke aproksymacji réwna glog' '
dla dowolnego v > 0. Redukcja taka jest przedstawiona w pracy [1].

7 istnienia tej redukcji wynika, ze aproksymacja problemu LABELCOVER ze wspot-
czynnikiem glog' ' n (dla dowolnego ustalonego v > 0) jest quasi-NP-trudna. Oznacza to, ze
jesli potrafimy osiagnaé taki wspoétczynnik aproksymacji w czasie wielomianowym, to kazdy
problem NP-zupelny mozemy rozwiaza¢ w czasie 2petv(logn),

34



Bibliografia

1]

S. Arora, C. Lund, , Hardness of approximations”, z ksiazki D. Hochbaum , Approxima-
tion Algorithms for NP-hard Problems”, PWS 1996

I. Dinur, ,The PCP theorem by gap amplification”, ECCC Report TR05-046, 2005

I. Dinur, O. Reingold, ,,Assignment testers: Towards a Combinatorial Proof of the PCP-
Theorem”, FOCS 2004

N. Linial, A. Widgerson, , Expander Graphs and their Applications” — notatki do wy-
kladu, http://www.math.ias.edu/ boaz/ExpanderCourse

Vijay V. Vazirani, ,Algorytmy aproksymacyjne”, WNT 2005

35



