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Mamie

Motto:

Gdybym kimkolwiek miat byé, a nie sobg,
Tylko nim chciatbym byd.
William Shakespeare, Koriolan, I, 1.
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Wprowadzenie

Rachunki lambda

Poczatki rachunku A Rachunek A zostal wprowadzony niezaleznie przez
Curry’ego |[Cur30a, Cur30b] i Churcha [Chu33| w poczatkach lat trzydzie-
stych XX w. jako propozycja formalizacji podstaw matematyki. System
ten okazal sie sprzeczny jak pokazali Kleene i Rosser [KR35]. W roku 1936
Church i Rosser wskazali niesprzeczny podsystem wczesniej wprowadzonego
rachunku. Okreslone przy pomocy tego systemu pojecie A-definiowalnosci
stanowilto jeden z kamieni milowych przy tworzeniu pojecia efektywnej obli-
czalnosci (wspotczesny opis tych zagadnien mozna znalez¢ w ksiazce Baren-
dregta [Bar84]).

Rachunki lambda z typami Wraz z rozwojem rachunku beztypowego
zaczely pojawiac sie rachunki A z typami. Pierwsza taka propozycja byt
rachunek lambda z typami prostymi A — , ktory zostal niezaleznie wpro-
wadzony przez Curry’ego [Cur34] i Churcha [Chu40]. Gléwna motywacja
wprowadzenia tego rachunku byto umozliwienie wyrazania informacji o dzie-
dzinie i przeciwdziedzinie okreslanej funkcji.

System F (oznaczany tutaj jako A2) — drugi rozwazany tutaj rachu-
nek A z typami — zostal zaproponowany niezaleznie przez Girarda [Gir72]
(jako narzedzie do pokazywania twierdzenia o eliminacji ciecia) oraz przez
Reynoldsa [Rey74] jako propozycja abstrakcji jezyka programowania pozwa-
lajacego wykorzystywaé polimorficzne definicje programéw. Ten ostatni nurt
zaowocowal wprowadzeniem jezyka programowania ML [Mil78, Mil84| oraz
innych jezykow funkcyjnych w tym Mirandy [Tur86|, Haskella [HF92| czy
Camla [Ler97].

7 czasem zauwazono Scisty zwiagzek miedzy réznego rodzaju logikami in-
tuicjonistycznymi a rachunkami A z typami — spos6b tworzenia termoéw
i przypisywania im typéw doskonale odpowiada konstrukcyjnej naturze for-
malizméw intuicjonistycznych. Na przyktad rachunek A\ z typami prostymi
okazal sie odpowiadaé¢ intuicjonistycznemu rachunkowi zdan, zas system
F — zdaniowej logice drugiego rzedu. Te i wiele innych obserwacji tej na-
tury pozwolily na wprowadzenie pojecia izomorfizmu Curry’ego-Howarda —
wzajemnej odpowiedniosci miedzy dowodami w systemach nauralnej deduk-
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cji a A-termami. Zwigzek pomiedzy niepustoscia typoéw w logice kombina-
torowej (znajdujacej sie w $cistym zwiazku z rachunkiem lambda) a formu-
tami intuicjonistycznej logiki zdaniowej w postaci Hilberta wykazal Curry
w ksigzce [CF58|. W pracy tej pojawily sie tez uwagi o istnieniu stosow-
nego zwigzku bezpogrednio dla rachunku lambda z typami prostymi i logiki
intuicjonistycznej w wersji z naturalng dedukcja. Obecnie funkcjonuje prze-
konanie podobne do stynnej tezy Turinga, ze praktycznie kazdy rachunek
lambda z typami odpowiada jakiemug systemowi logicznemu.

Powyzsze powigzanie decyduje w ogromnym stopniu o zastosowaniu ra-
chunkéw A w teorii systemoéw automatycznego i wspomaganego maszynowo
dowodzenia twierdzen. Na ideach rachunkéw A z typami i powiazanych z nimi
logikach wyzszego rzedu oparte byty i sa miedzy innymi projekt AUTO-
MATH de Bruijna [dB80], Edinburgh Logical Framework zaproponowany
przez Harpera, Honsela i Plotkina [HHP93|, Isabelle zaproponowana przez
Paulsona [Pau86], HOL [Gor87], Lego wprowadzone przez Harpera i Milnera
[HP89], Coq [CHS85|, Nuprl [Con86|.

W wyniku zainteresowania tematyka automatycznego dowodzenia twier-
dzeni pojawit sie trzeci rachunek z typami, ktérym sie tutaj bedziemy zajmo-
waé — AP. Rachunek ten, opracowany przez Harpera, Honsela i Plotkina
[HHP93| pozwala na wprowadzanie zaleznosci typu od obiektu (termu). Po-
zwala to z jednej strony mysleé¢ o takich typach jak o konstrukcjach umozli-
wiajacych wyrazanie zaleznosci w rodzaju list(n) oznaczajacych na przy-
ktad listy zawierajace wylacznie elementy o wartoéci n. 7 drugiej strony
wprowadzona tutaj kwantyfikacja pozwala mysle¢ o typach (po zastosowa-
niu izomorfizmu Curry’ego-Howarda) jak o zdaniach z kwantyfikacja ,,pierw-
szego rzedu”. W zwiazku z tym rachunek ten znajduje swoje zastosowanie
w systemach hybrydowych taczacych elementy programowania i dowodzenia
twierdzen, np. we wspomnianym juz Edinburgh Logical Framework.

Problemy decyzyjne dla rachunkéw A W zwiazku z potrzeba auto-
matyzacji roznych operacji (np. tworzenia dowodu w jakiejs logice, analizy
statycznej programu funkcyjnego itp.) pojawil sie szereg problemow decy-
zyjnych zwigzanych z typami w r6znych rachunkach A. Bardziej szczegotowe
ich oméwienie znajduje sie w sekcji 1.2.3, gdzie wprowadzamy szczegdltowe
ich definicje. Tutaj wspomnimy jedynie, ze problemy te polegaja zasadniczo
na rozwazaniu, czy z fragmentu typowego osadu rachunku A postaci:

T M:r,

gdzie T' jest kontekstem interpretujacym zmienne wolne, M — A-termem,
a 7 typem, da sie stworzy¢ pelny osad. Problemy te, gdy nieznany jest typ
i/lub kontekst maja silny zwiazek 7z réznymi wariantami unifikacji.



Unifikacja

Unifikacja pierwszego rzedu Unifikacja rozumiana jako rozwigzywanie
rownarni na termach logiki pierwszego rzedu (na niewiadome mozna pod-
stawia¢ termy) zostata wprowadzona przez Herbranda w 1930 roku [Her68].
Pierwszy pelny algorytm podany zostal niezaleznie przez Robinsona [Rob65]
oraz Guarda [Gua64].

Unifikacja pierwszego rzedu gra kluczowa role w programowaniu w lo-
gice, gdzie stanowi podstawe mechanizmu obliczeniowego — SLD-rezolucji
[AE82|. Unifikacja ta znalazla takze zastosowanie w dziedzinie rachunkow
A, 0 czym bedziemy jeszcze pisa¢ ponize;j.

Unifikacja wyzszego rzedu Jako uogo6lnienie unifikacji pierwszego rzedu
pojawilo sie pojecie unifikacji wyzszego rzedu. W tej unifikacji na niewia-
dome w poréwnywanych termach mozna podstawia¢ obiekty funkcyjne, czyli
takie, ktore przyjmuja argumenty. Dla tego problemu podany zostal semial-
gorytm wyliczajacy dla danego rownania wszystkie unifikatory (moze ich by¢
nieskoniczenie wiele) [PJ72| oraz semialgorytm sprawdzajacy istnienie unifi-
katora [Hue75]. Mniej wiecej w tym samym czasie okazalo sie, ze problem ten
jest nierozstrzygalny [Hue73, Luc72]. Powyzsze wyniki dotyczyty unifikacji
trzeciego rzedu (niewiadome moga mie¢ jako argumenty funkcje). Dla uni-
fikacji drugiego rzedu (niewiadome moga mie¢ jako argumenty tylko termy)
nierozstrzygalnosé zostala udowodniona dopiero w roku 1981 przez Gold-
farba [Gol81]. W dowodzie Goldfarba wykonywana byta redukcja 10. pro-
blemu Hilberta do unifikacji drugiego rzedu.

Wyprowadzanie typow

Problem wyprowadzania typow dla danego rachunku A polega na okreslaniu,
czy dla danego termu M istnieje kontekst I' i typ 7, takie ze wyprowadzalny
w rachunku jest osad

I'-M:T.

Omowimy tutaj historie tego problemu dla interesujacych nas tutaj rachun-
koéw A\— |, A2 oraz AP.

W literaturze rozwazany jest takze wariant powyzszego problemu nazy-
wany tutaj problemem kontekstowego wyprowadzania typdw, w ktorym jako
dane wystepuja kontekst I' i term M, a w pytaniu chodzi o istnienie typu 7,
takiego ze wspomniany wyzej osad ma wyprowadzenie.

Wyprowadzanie typow w A—  Rozstrzygalnosé¢ problemu (konteksto-
wego 1 normalnego) wyprowadzania typow dla A— zostata niezaleznie udo-
wodniona przez Curry’ego [Cur69] oraz Hindleya [Hin69]. Szczegolna role gra
tutaj wspomniana wczesniej unifikacja pierwszego rzedu. Dana para I', M
jest przetwarzana na uktad réwnan takiej unifikacji. Rozwigzywalnosé tego
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uktadu jest rownowazna istnieniu typu 7, dla ktorego osad I' - M :7 ma
wyprowadzenie w A— . Typ 7 mozna bezposrednio odczytaé¢ z uzyskanego
unifikatora.

Unifikacja pierwszego rzedu ma zastosowanie takze w (kontekstowym
i normalnym) wyprowadzaniu typow dla wyrazen jezyka programowania ML,
ktory stanowi rozszerzenie rachunku A— o pewng ograniczong postaé po-
limorfizmu, majaca jednak rozstrzygalne (kontekstowe) wyprowadzanie ty-
pow. Dowdd rozstrzygalnosci wyprowadzania typéw w tym rachunku znaj-
duje sie w klasycznej pracy Milnera [Mil78|.

Wyprowadzanie typéw w A2 Kluczowy wynik dla tego problemu —
nierozstrzygalnosé zwyktego i kontekstowego wyprowadzania typow w A2-
Curry udowodnil Wells w swojej pracy [Wel99]. W pracy tej wykonana
zostala redukcja nierozstrzygalnego problemu semiunifikacji, ktéry polega
na rozwiazywaniu pewnych nieréwnoéci na termach.

Wezesdniej znany byt wynik cze$ciowy opracowany przez Bohma i Pfen-
ninga w dwoch odrebnych pracach [Boe85, Pfe88] dla tak zwanego rachunku
A2 7z wytartymi typami — przez ten system rozumiemy rachunek zdefinio-
wany w zasadzie tak jak A2-Church z tym, ze w niektérych miejscach zamiast
typow moga znajdowaé sie zaznaczone puste miejsca, w ktérych w intencji
moze sie pojawié¢ dowolny, pasujacy typ. Gramatyka dla termoéw tego ra-
chunku wyglada tak:

Ay = V[ AN | AT | AL[]| AWV :TAZ |
AV []Aj:/ ‘ AVA]:,.

Dla systemu A2-Church rozstrzygalnos¢ kontekstowego wyprowadzania
typow jest znana od dosyé¢ dawna, a jej formalny dowdéd w ogélniejszym
przypadku — dla dowolnego PTS majacego tzw. wlasno$¢ silnej normalizacji
— znajduje sie w pracy [Ben93]|.

Dotad nieznane byty wyniki dla problemu wyprowadzania typow dla \2-
Church. Podsumowanie znanych wynikéw znajduje sie w tablicy 1.

A2-Curry A2-Church

' M: 7 | nierozstrzygalne rozstrzygalne —
— latwa redukcja | tatwa redukcja do
7z [Wel99] [Ben93]

?F M:?7 | nierozstrzygalne
— [Wel99]

Tablica 1: Rozstrzygalnos¢ probleméw decyzyjnych dla A2
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Wyprowadzanie typow w AP Sytuacja w przypadku tego rachunku jest
dosy¢ interesujaca, gdyz problem sprawdzania typow (dane sa kontekst, term
i typ) jest tutaj rozstrzygalny zob. np. [SU98]. Jednak przy tym problem
kontekstowego wyprowadzania typow dla AP jest nierozstrzygalny, jak udo-
wodnil Dowek [Dow93].

Zastosowania probleméw wyprowadzania Interesujacy nas tutaj pro-
blem wyprowadzania typow tak kontekstowy, jak i normalny pojawia sie
w naturalny sposéb w badaniach nad jezykami programowania, gdyz algo-
rytmy wyprowadzania typow stuzg do uzupeliania programoéw o informacje
o rodzaju dopuszczalnych danych wejsciowych i wynikéw. Problem wypro-
wadzania typow pojawia sie jednak takze w obszarze czystej logiki. Problemy
wyprowadzania typow sg jedna z mozliwych form rozwazanego tam problemu
znajdowania dowodu dla danego jego szkieletu. Tego typu problemami zaj-
mowal sie Voronkow w pracy [Vor96] oraz innych pracach prowadzacych do
zamieszczonego tam wyniku. Nasze podejscie jest jednak w znaczacy sposob
odmienne od problemu Voronkowa, gdyz w naszym przypadku zajmujemy
sie termami, ktore nie musza by¢ w postaci normalnej (odpowiada to uzywa-
niu szkieletow z zaznaczonymi regutami (cut)) oraz dodatkowo nasze termy
w miejscu, gdzie uzywana jest reguta podstawienia na zmienng kwantyfiko-
wang ogoblnie, zawieraja algebraiczne termy pierwszego rzedu.

Wktlad niniejszej pracy

Zwiazek miedzy unifikacja a wyprowadzaniem typow W niniejszej
pracy przedstawione jest kilka szczegblnych przypadkéw problemu unifikacji
drugiego rzedu wraz z szeregiem konstrukcji wskazujacych na zwiazek mie-
dzy tymi szczegblnymi przypadkami a wyprowadzaniem typ6éw w rachunkach
A z typami. Konstrukcje te wskazuja, ze szczegolna role graja tutaj instan-
cje problemu unifikacji, gdzie argumenty zmiennej drugiego rzedu sa termami
bez niewiadomych (zmiennych wolnych).

Glowny zwigzek miedzy unifikacja a wyprowadzaniem typow stanowi re-
dukcja unifikacji z prostymi argumentami do problemu wyprowadzania, ty-
pow dla wersji Churcha rachunku A2. Unifikacja z prostymi argumentami to
wtlagdnie unifikacja, gdzie argumenty zmiennej drugiego rzedu sa termami bez
niewiadomych. Nierozstrzygalnos¢ takiej unifikacji implikuje nierozstrzygal-
no$¢ wyprowadzania typow (podrozdziat 3.1).

Drugi zwiazek tutaj uzyskany jest odwrotnej natury — jest to redukcja
kontekstowego wyprowadzania typow w podsystemie AP odpowiadajacym
logice pierwszego rzedu do unifikacji ze zmiennymi w pozycjach czotowych.
Taka unifikacja stanowi dalsze ograniczenie zakresu dopuszczalnych niewia-
domych — moga one wystepowaé tylko jako pierwszy symbol w termie row-
nania (argumenty oczywiscie dalej nie moga zawiera¢ niewiadomych). Tym
razem z rozstrzygalnosci takiej unifikacji wynika rozstrzygalnosé wspomnia-
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nego kontekstowego wyprowadzania typow (stosowne wyniki znajduja sie
w podrozdziale 3.2).

Dla pelnosci przedstawienia umieszczona zostata tutaj jeszcze jedna zna-
na wczesniej konstrukcja (w niniejszej pracy wyciagamy z niej jednak nowe
wnioski), ktora wigze kontekstowe wyprowadzanie typéw z unifikacja o in-
stancjach ze zmiennymi w pozycjach czotowych zmodyfikowana w ten spo-
sOb, ze dozwalamy, aby niewiadome byty trzeciego rzedu. Taka unifika-
cja daje nierozstrzygalnosé¢ (podrozdzial 3.2) kontekstowego wyprowadzania
dla systemu, w ktérym dopuszcza sie kwantyfikacje po symbolach drugiego
rzedu (po symbolach funkcyjnych). Przy okazji dowdd ten pokazuje, ze je-
§li rozluznimy nasze wymagania dotyczace wyprowadzenia dla danego osadu
mieszczacego sie w naszym zanurzeniu logiki pierwszego rzedu i pozwolimy,
aby jego wyprowadzenie byto dowolnym wyprowadzeniem w AP, to problem
kontekstowego wyprowadzania typéw dla logiki pierwszego rzedu staje sie
nierozstrzygalny.

Unifikacja drugiego rzedu W niniejszej pracy znajduje sie nowy dowdd
nierozstrzygalnosci unifikacji drugiego rzedu. Dowdd ten jest istotnie rézny
od dowodu Goldfarba [Gol81|, nie wykorzystuje redukcji do majacego bar-
dzo skomplikowany dowé6d nierozstrzygalnosci 10. problemu Hilberta, ale za
to bezposrednio wskazuje na mechanizm obliczeniowy kryjacy sie w unifika-
cji drugiego rzedu. Dowdd tutaj przedstawiony jest na tyle uniwersalny, ze
tatwo, postugujac sie jego ogolna idea, przeprowadzié¢ redukcje wielu innych
problemoéw (zob. [Vea98]). Dowdd ten przy okazji obejmuje ciekawy podpro-
blem unifikacji drugiego rzedu — problem unifikacji z prostymi instancjami,
gdzie w argumentach niewiadomych moga wystepowaé tylko termy bez nie-
wiadomych (rezultaty te przedstawiamy w podrozdziale 2.1).

Dodatkowo zaprezentowany jest tutaj interesujacy rozstrzygalny frag-
ment unifikacji drugiego rzedu — unifikacje z symbolami w pozycjach czo-
towych (podrozdzial 2.2). Unifikacja ta jest o tyle ciekawa, ze pozwala na
wyrazanie wlasnosci systemoéw przepisywania terméw, np. czy istnieje ciag
redukcji réwnolegtych o co najwyzej k krokach, ktére prowadza od termu
t1 do termu ts.

Uzyskujemy tutaj takze ciekawe zwiazki miedzy przepisywaniem termoéw
a unifikacja. Pojawiaja sie one przy okazji prezentacji konstrukcji zwigzanych
z dowodem nierozstrzygalnosci unifikacji drugiego rzedu (sekcja 2.1.2).



Rozdzial 1

Podstawowe pojecia

Podstawowymi pojeciami uzywanymi tutaj sa pojecia z dziedziny rachunkéw
lambda z typami. Opisane one sg w podrozdziatach 1.111.2. W podrozdziale
tym wprowadzimy definicje wzorowane na [Bar92|. Przedstawimy tutaj takze
intuicjonistyczna logike pierwszego rzedu (podrozdziat 1.3) oraz podstawowe
pojecia zwigzane z unifikacja (podrozdzial 1.4).

1.1 Beztypowy rachunek lambda

Nasze przedstawienie zaczniemy od definicji rachunku lambda bez typow.

Definicja 1.1.1 (beztypowy rachunek lambda)

Zbior A-termdw, oznaczany A, utworzony jest na bazie nieskoriczonego
zbioru zmiennych przedmiotowych V = {v,v',v" ...} oraz operacji aplikacji
i abstrakcji:

xeV = x €A,
M,N €A = (MN) €A,
MeANzeV = (AxM)eA.

Przyjmujemy tutaj zwykte konwencje dotyczace zapisu terméw rachunku
lambda: litery x,y, z,... oznaczaja zmienne, litery M, N, L,... oznaczaja
dowolne termy, zewnetrzne nawiasy sg pomijane, a takze

FM, ... M, ozmacza (...((FM)Ms)...M,)
Azy - @M oznacza (Axy(Aza(... (Azp(M))...))).

Definicje rekurencyjne okrelajace rézne obiekty sktadniowe bedziemy
zwykle zapisywaé za pomoca gramatyk bezkontekstowych. Termy z defini-
cji 1.1.1 opisywane sg za pomoca gramatyki:

A==V | (AA) | (AV.A).

Okreslimy teraz pojecie wystapienia zmiennej zwigzane;.
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Definicja 1.1.2 (wystapienie zmiennej zwigzanej)
W termie M wszystkie wystgpienia zmiennej x znajdujace sie w podtermie
postaci Ax.N sa zwigzane.

Zmienne wolne okreslone sg z kolei tak:

Definicja 1.1.3 (zmienne wolne)
Zbior zmiennych wolnych termu M (oznaczany przez F'V (M)) zdefiniowany
jest rekurencyjnie w sposob nastepujacy:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M)UFV(N);
FV(x.M) = FV(M)-—{xz}.

Definicja 1.1.4 (term zamknigty)
Term zamkniety to taki term M, dla ktorego FV (M) = (). Zbior wszystkich
takich terméw oznaczamy przez AY.

Definicja 1.1.5 (zastgpienie zmiennej)
Operacje zastgpienia zmiennej © przez y w termie M (ozn. Mlx = y|)
okreslamy rekurencyjnie tak:

=] = ¥
z, 0 ile x # z;

2|
[z :

N
H

E ||
I

(M )[ yl = (Mi[z:=y])(Ma[z := y]);

(Az.P)[z = y] = Az(Plz :=y]), gdzie x # z oraz y # z,
Ay.P)z:=y] = XIz(Ply:=z|[z:=y]), gdzie x # z oraz y # z;
Az.P)[z:=y] = (\z.P).

W obecnej postaci powyzsza definicja nie jest dobrze okre§lona, gdyz w pia-
tym punkcie doboér zmiennej z nie jest jednoznaczny. Oczywiste jest jed-
nak, ze przy nieskoriczonej liczbie zmiennych istnieje sposéb jednoznacznego
wyboru tej zmiennej w zaleznosci od P,x oraz y, tak aby spelnione byty
wymienione w tym punkcie warunki. Co wiecej metoda wyboru moze by¢
efektywna (np. przy ustalonym efektywnym dobrym porzadku na zmiennych
wybieramy pierwsza zmienng nie wystepujaca w Pxy).

Zdefiniowane w definicji 1.1.1 A-termy utozsamiamy, gdy znajduja sie
w relacji réwnowaznosci zwanej a-konwersja.

Definicja 1.1.6 («-konwersja)
Relacja a-konwersji, oznaczana przez =, zdefiniowana jest rekurencyjnie
tak:

o =, T;

e jesli My =, M| oraz My =, M}, to takze My My =, M| M},
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e jesli My =, Mj, to \eMy =, \yMj [z := y| dla dowolnego y (w szcze-
golnosci dla y = z).

Od tej pory A-termy bedziemy traktowali jako klasy abstrakcji =,. Do-
datkowo przyjmujemy konwencje uzywania reprezentantéw klas abstrakeji,
ktore maja roztaczne zbiory zmiennych wolnych i zwiazanych i co wiecej
kazda zmienna zwigzana jest wigzana w termie tylko w jednym miejscu.

Definicja 1.1.7 (podstawienie)

W wyniku wykonania podstawienia terméw Ni,..., N, na odpowiednie
zmienne x1, ..., %, (wolne ich wystapienia) w termie M powstaje term ozna-
czany Mxq := Ny, -+, x, := N,| okreslony rekurencyjnie tak:

xi[x1 := Ny, 2y = Ny = N;dlaie{l1,...,n};

ylry := Ny, -+, @y = Ny = y,oilex; #ydlaie{l,...,n};

(MlMQ)[.%'l = Nl, R Nn] = (Ml[xl = Nl, R Nn])

(MQ[{El = Nl, e, T = Nn]);

(Ay.P)[z1 := Ny, -+, 2 ;= Np] = Az.(Ply := 2]

[(El = Nl, Ty = Nn])7
o ile x; # y oraz z nie wystepuje
wN;iPdaie{l,...,n}
(Az;.P)[x1 := Ny, ,xp =N, = (Az;.Plry:= Ny, -,
xi—1 = Nj_1,
Tiy1 = Nig1,- -,
Ty = Np]).

Zwykle podstawienie terméw Ni,..., N, na odpowiednie zmienne z ze-
stawu x1,...,x, oznaczamy jako [x; := Ni,...,z, := N,|. Zauwazmy,
ze tak okreslone podstawienia stanowig funkcje czedciowe ze zbioru zmien-
nych V do zbioru terméw A. Takie funkcje czesciowe bedziemy oznaczali
za pomocy liter S, T,... W zwiazku z tym dla podstawien ma sens pojecie
dziedziny. Dziedzine podstawienia S bedziemy oznaczali jako Dom/(S5).

Czasami stosuje sie odrobine inne podejscie do rachunku A. Zaklada
sie, ze pewne zmienne wolne maja status stalych — obiektéw, na ktore
nie dzialaja podstawienia. Efekt niemoznosdci podstawienia czegokolwiek na
stale mozna uzyskaé tatwo przy oryginalnym podejéciu, piszac na poczatku
termu A-abstrakcje po wszystkich symbolach oznaczajacych stale. Oczy-
wiscie nie bedziemy tutaj stosowali tego typu ,0zdobnikéw” notacyjnych.
W tym momencie powinno by¢ jasne, jak zdefiniowaé¢ taki rachunek ze sta-
tymi, w zwigzku z tym nie bedziemy tutaj wprowadzali formalnie tej wersji
rachunku A.

Termy powyzsze stanowia dziedzine systemu redukcyjnego. Jego relacja
redukcji okreslona jest jak nastepuje
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Definicja 1.1.8 (§-redukcja)
Powiemy, ze M —g N, gdy

o M=, (A\e.M))Msi N =, Mz := My);
o M =, MMy, My —g N1 i N =, N1 Mo;
o M =, MMy, My —g Noi N =, My No;
o M =, \e.My, My —5 Ny i N =, \z.Ny.

Domkniecie zwrotno-przechodnie relacji — g zapisujemy symbolem —» g, za$
najmniejsza relacje rownowaznosci zawierajacag —g oznaczamy za pomocs
symbolu =g.

Zauwazmy, ze istotnym elementem tej definicji jest stwierdzenie, ze
()\CI?Ml)MQ —8 Ml [,I = MQ],

natomiast korzystajac z pozostalych punktéw tej definicji, mozna wykonaé
redukcje termu, gdy przedstawiona przed chwila sytuacja pojawi sie gdzies
w podtermie.

Aby precyzyjnie wyrazi¢ powyzej wyrazong intuicje konieczne jest kilka
definicji. Definicje te maja charakter ogdlny i dotycza termoéw dowolnego
jezyka.

Definicja 1.1.9 (kontekst)
Powiemy, ze term M ze zmienng wolng O jest kontekstem, gdy O ma do-
ktadnie jedno wystapienie w M.

Definicja 1.1.10 (wstawienie do kontekstu)
Wynik wstawienia termu M do kontekstu N (oznaczany M[N]) definiujemy
rekurencyjnie tak:

o M My[N] = M;[N]M;[NT;
o (A\z.M)[N] = Az.(M[N]).

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji nie dokonujemy przemianowania zmien-
nych.

Definicja 1.1.11 (relacja zgodna)
Powiemy, ze relacja R jest zgodna na zbiorze termoéw T, gdy dla kazdego
kontekstu M w tym zbiorze, jesli My RM,, to takze M[M;]RM [Ms).
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Mozemy teraz powiedzie¢, ze relacja —g jest najmniejsza relacja zgodna
spetniajaca warunek:

()\(L’Ml)MQ —3 Ml[.%' = MQ]

Podobnej konstrukcji bedziemy jeszcze uzywaé w przysztosci dla okreslenia
[B-redukeji dla réznych rachunkéw lambda.

Zdefiniowana tuta] relacja — 3 ma wlasnos¢ Churcha-Rossera (zob. twier-
dzenie 2.3.7 w [Bar92]), tzn. dla dowolnego termu M; oraz terméw Mo, M3
takich, ze My —»g My oraz My —»g M3, istnieje term My, taki ze My —g My
oraz M3 g M4.

1.2 Rachunki lambda z typami

Na potrzeby niniejszej pracy zdefiniujemy trzy rachunki lambda z typami.
Beda to: A — |, A2 oraz AP. Podamy definicje tych rachunkéw w wersji
Curry’ego i Churcha.

1.2.1 Rachunki lambda w wersji Curry’ego

Zaczniemy od wersji Curry’ego. Termy wszystkich wspomnianych rachunkéw
maja w tej wersji te samg sktadnie i jest to opisana juz sktadnia beztypowego
rachunku lambda. Ro6znice pojawiaja sie dopiero w sktadni typow.

Definicja 1.2.1 (typy rachunku A— -Curry)
Zbior typéw rachunku lambda z typami prostymi, oznaczany za pomoca
Typy(A— ), definiujemy przy uzyciu nastepujacej gramatyki

T:=V|T-—T,

gdzie T jest skrotem dla Typy(A— ), za$ V stanowi nieskoniczony zbi6r zmien-
nych typowych.

W rachunku lambda z typami prostymi typ postaci ¢ — 7 pozwala na
wyrazanie zaleznosci: ,,jesli zostanie podany argument typu o, to dostaniemy
wynik typu 7.

Definicja 1.2.2 (typy rachunku A2-Curry)
Zbior typow polimorficznego rachunku lambda, oznaczany przez Typy(A2),
definiujemy za pomoca nastepujacej gramatyki

T:=V|T—-T]|(VV)T,

gdzie T jest skrotem dla Typy(A2), zas V stanowi nieskoriczony zbioér zmien-
nych typowych.

Dla typéw rachunku polimorficznego istnieje réwniez pojecie zmiennej
zwiazanej i wolnej, w zwiazku z czym mozna, podobnie jak dla A-termoéw
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wprowadzi¢ relacje a-konwersji. Relacja ta podobnie jak w przypadku ter-
moéw utozsamia typy rézniace sie tylko nazwami zmiennych zwiazanych. Ze
wzgledu na podobieristwo tego pojecia do pojecia stosowanego w przypadku
A-termow (a takze logiki pierwszego rzedu) nie wprowadzamy tego pojecia
explicite.

W polimorficznym rachunku lambda typ postaci Vao pozwala na wyraza-
nie zalezno$ci polimorficznej: ,dla kazdego typu (wstawianego na «) mozemy
skonstruowaé typ na podstawie schematu ¢”. Pozwala to miedzy innymi na
traktowanie termu Az.x (dla podanego argumentu dajemy w wyniku wlasnie
ten argument) uniwersalnie — ten przepis na obliczenie dziata dla dowolnych
danych wejsciowych.

Definicja 1.2.3 (typy rachunku AP-Curry)
Zbior typow rachunku AP, oznaczany przez Typy(AP), definiujemy za po-
moca nastepujacej gramatyki

T:=V|(VV:T)T | (T(A)),
K= | (IIV:TK,

gdzie T jest skrotem dla Typy(AP), symbol K oznacza rodzaje rachunku
AP, zag V stanowi nieskoriczony zbioér zmiennych typowych, a V stanowi
nieskoniczony zbiér zmiennych przedmiotowych (zbior V z definicji 1.1.1).
Symbole II i V wiaza umieszczone za soba zmienne.

Podobnie jak w A2 typy rachunku AP beda utozsamiane zgodnie 7z re-
guty a-konwersji, ktora utozsamia termy i typy rozniace sie tylko nazwami
zmiennych zwiazanych.

Typy beda oznaczane za pomocy liter o, 7,..., zmienne typowe oznaczane
sa za pomocy liter «, 3, ..., wreszcie rodzaje oznaczane sg za pomocy liter
Ky L, ... Dla typow rachunku AP postaci (Vz:0)7, gdzie x nie wystepuje
wolno w 7, przyjmujemy konwencje zapisu jako o — 7.

Z rodzajami i typami postaci (Ilz: o)k lub (Vz : 0)T zwigzana jest pewna
intuicja teoriomnogosciowa. Mianowicie moga one by¢ rozumiane jak pro-
dukt rodziny zbioréw.

Dla rodziny zbiorow {A;}er (tutaj T odpowiada o) mozemy okresli¢
produkt:

H Ay ={fe€ (U AT | f(t) € A; dla wszystkich t € T'}.
teT teT

Elementami produktu sa funkcje, ktorych wartos$ci dla danego ¢ € T naleza
do zbioru A;, przy tym zbiory A; moga by¢ rozne dla réznych t. Mozna
wiec powiedzie¢, ze przeciwdziedzina funkcji f nalezacej do produktu nie
jest ustalona, ale zalezna od argumentu t. Podobnie, jesli M jest termem
typu (Vz:o)7, to typ aplikacji Mz zalezy od typu argumentu x. Glebsze
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wyjasnienia mozna znalez¢ w pracy [HHP93]. Jesli wszystkie A; sa rowne,
to uzyskujemy réwnosé
114 = AL

teT

dla jakiegos ustalonego tg € T', ktora usprawiedliwia przyjeta przez nas kon-
wencje traktowania pewnych typéw jak typow funkcyjnych.

Patrzac na to od strony obliczeniowej, typy te pozwalaja na wprowa-
dzanie zaleznosci typu od termu. Zwykle w literaturze stosuje sie przyktad
z typem (Vz:N)list(z) (gdzie N i list nalezy traktowaé jako symbole wpro-
wadzone w odpowiednim kontekscie AP), ktory oznacza typ list parametry-
zowanych liczbami naturalnymi. Mozna sobie wyobrazi¢ oczywiscie wiele
takich typow, np.: listy o wartosciach nie przekraczajacych n, listy o ele-
mentach réwnych zawsze n itp. Czasami, zeby podkresli¢ ten wlasnie aspekt
rachunku AP, méwi sie, ze podstawowym elementem tego rachunku sag kon-
struktory typow, a typy to taka specjalna kategoria konstruktoréw, ktére nie
moga by¢ zaaplikowane do terméw.

Przy okreglaniu rachunku lambda z typami konieczne jest podanie defi-
nicji kontekstu.

Definicja 1.2.4 (konteksty w A— -Curry i A2-Curry)

Kontekstem w A — (A2) nazwiemy skoriczony zbior par (z,7), gdzie z
jest zmienng przedmiotowa, a 7 typem, przy czym w zbiorze tym zadna
zmienna przedmiotowa sie nie powtarza. Pare ztozong ze zmiennej x i typu
o bedziemy oznaczali przez x:o. Konteksty bedziemy oznaczali literami
typu I', A, ... Wyrazenie I',z: 0 oznacza I' U {z:0}, gdzie I' = I'\{z: 7 |
T jest typem}.

(var) Tyz:7hk), x:7 (z ¢ Dom(T"));

'y M:oc— T F"A_,NIO"
'y, MN:7 ’

IFrz:obyx, M:T

(app) o e M:o— 71

(abs)

Rysunek 1.1: Reguly przypisywania typoéw w A— -Curry
Dla systemu AP konteksty sa bardziej skomplikowane:

Definicja 1.2.5 (konteksty w AP-Curry)

Kontekstem w AP nazwiemy skoriczony ciag sktadajacy sie z par (z,7) lub
(a, k), gdzie z jest zmienna przedmiotowa, 7 typem, « zmienna typowa,
a k rodzajem. Pare zlozong ze zmiennej x i typu o bedziemy oznaczali
przez x: o, podobnie dla zmiennej typowej « i rodzaju x mamy oznaczenie
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a: k. Konteksty bedziemy oznaczali literami typu I', A, ... Wyrazenie ', z: o
oznacza I'-(z : o), analogicznie dla zmiennej typowej i rodzaju (znak - oznacza
konkatenacje ciaggéw). Pusty kontekst oznaczaé bedziemy przez ().

Dla kazdego kontekstu I' zbiér rzutowan jego elementéw na pierwsza wspot-
rzedna (zbiér zmiennych tam deklarowanych) oznaczamy przez Dom(T).

Zasadniczg czesé definicji rachunku lambda z typami stanowi okreglenie
regul przypisywania typow.

Definicja 1.2.6 (przypisywanie typdéw w A— -Curry)

Dla kontekstu I', termu M i typu o bedziemy moéwié, ze w kontekscie I' term
M ma typ o, oznaczenie I' -y, M :0, gdy mozna taki osad wyprowadzi¢
uzywajac regut z rys. 1.1.

(var) Thz:7hkyxz:7 (z ¢ Dom(I));

x:obyo M:7

FkxaM:0 -7 T’k N:io )
by XeM:o— 1’

b
Try MN:7 i (abs)

(app)

Tk M:(Voo)
[ty M:(cla:=7])’

(inst)

'y M:o
I'Fy M:(Va.o)’

(gen) a ¢ FV (D).

Rysunek 1.2: Reguly przypisywania typow w A2-Curry

Definicja 1.2.7 (przypisywanie typdéw w A2-Curry)

Dla kontekstu I', termu M i typu o bedziemy moéwié, ze w kontekscie I' term
M ma typ o, oznaczenie I' Fyo M :0, gdy mozna taki osad wyprowadzi¢
uzywajac regutl z rys. 1.2.

Definicja 1.2.8 (przypisywanie typdw w AP-Curry)

Dla kontekstu I', termu M i typu o bedziemy moéwié, ze w kontekscie I' term
M ma typ o, oznaczenie I' Fyp M : 0, gdy mozna taki osad wyprowadzié¢
uzywajac regut z rys. 1.3.

Przedstawimy teraz kilka tradycyjnych wtasnodci, ktére maja rachunki
lambda z typami. Ich dowody dla A— |, A2 oraz AP mozna znalez¢ w [Bar92|
oraz [HHP93].
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Iz:7Hpk:0O
Pbyp (z:7)k: 0

(type) Fap *: 0 (kd-abs)

I'yp k:O
Ia:kbkypa:k

(kd-var) (a ¢ Dom(I"))
Phyxpop:(llz:7)k Thyxp M:7

(kd-app) I'Fap oM : klx := M]

Tx:rhypo:x T'hyp 7%

IF'Fap (Vz:7)o:*

(var)

(typ-abs) (x ¢ Dom(I"))

z:thypax:7

Fkxp N:(Vx:1)o T'kFap M:T
C'kyxp NM:o[z: = M]

(app)
x:thHyp M:0o

(abS)F Fap Az.M : (Vx:7T)o

Pkap7m:x Ihkypr:0O

-k D T
(trm d) F,I‘:T Fip k: O ($¢ Om( ))
I'kypk:O Thypk:0
typ-kd D T
(typ-kd) Ia:kbypk':0O (a & Dom(L))
'+ : '+ :
(trm-typ) 2L TEE LA O g o )

F,I‘:Tl—)\p ¢2l€

(typ_typ)rl—)\pﬂtm FI—)\p(ﬁ:Ii/
Da:kbyxp ¢: K

I'kypr:x I'hapM:o
x:thkyp M:0o

F'kapr:0 T'Exp M:o
IFa:kbyp M:o

(a ¢ Dom(I))

(trm-trm)

(z ¢ Dom(I"))

(typ-trm) (o &€ Dom(TI))

'bxpM:o o=pg0
Fl—)\pM:O'I

F'kxpd:k k=g~

kd-
(ke-conv) —

(typ-conv)

Rysunek 1.3: Reguly przypisywania typow w AP-Curry
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Fakt 1.2.9 (silna normalizacja)

Relacja B-redukcji ma dla wszystkich trzech opisanych tutaj rachunkdéw in-
teresujgcg wtasnosé silnej normalizacji (zob. twierdzenie 5.3.33 w [Bar92]),
tzn. dla kazdego termu M, ktéry w jakims kontekscie jest typowalny, wszyst-
kie ciggi redukcyi sq skoticzone.

Fakt 1.2.10 (wtasno§¢ Churcha-Rossera)

Relacja B-redukcji ma wtasnosé Churcha-Rossera, czyli dla kazdej trojki ter-
mow My, Ma, M3, takiej ze My —»g My oraz My —g Mo, istnieje term My,
taki ze My —g My oraz Mz —g My.

Powyzsze dwie wtasnosci na mocy lematu Newmana jedynos¢ postaci
normalnych (-redukc;ji.

Fakt 1.2.11 (postaé normalna)
Kazdy term M ma jedyng postaé normalng tzn. taki term M', ze M —z M’
oraz nie istnieje M" # M', dla ktorego M' —g M".

Dla danego termu M jego posta¢ normalna oznaczamy przez NF(M).
Jeszcze jedng ciekawa wlasnoscig jest wlasnosé zachowywania typu (ang.
subject reduction):

Fakt 1.2.12 (zachowywanie typu)

Wymienione tutaj rachunki A majg wltasnosé zachowywania typu, tzn dla
kazdego termu M, jesli wyprowadzalny jest osqd ' M : 7 oraz M —g M,
to wyprowadzalny jest tez osqd T' = M’ : 1.

1.2.2 Rachunki lambda w wersji Churcha

Obecnie opiszemy wspomniane juz rachunki w wersji Churcha. W wer-
sji Churcha termy maja bardziej skomplikowana sktadnie, ktérej opis musi
w niektorych przypadkach by¢ przeplatany z definicja typu i kontekstu.

Definicja 1.2.13 (jezyk A— -Church)
Zbior pseudotermdow A— -Church opisany jest za pomoca nastepujacej gra-
matyki:

Ar ==V | (ATAT) | (AV: T Ar),

gdzie T jest zbiorem typoéw rachunku A— zdefiniowanym w definicji 1.2.1.

Definicja 1.2.14 (jezyk A2-Church)
Zbior pseudotermdw rachunku A2-Church opisany jest za pomoca nastepu-
jacej gramatyki:

A’E = V ‘ (A'H‘AT) ‘ (A'H‘T) ’ ()\VT A'H‘) ‘ (}\V A']I‘),

gdzie T jest zbiorem typow rachunku A2 zdefiniowanym w definicji 1.2.2, za$
V jest wymienionym w tej samej definicji zbiorem zmiennych typowych.
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Najbardziej skomplikowana sytuacja jest w przypadku rachunku AP.

Definicja 1.2.15 (jezyk AP-Church)

Zbior pseudotermdow rachunku AP-Church definiowany jest jednoczes$nie ze
zbiorem typow i rodzajow rachunku AP-Church. Zbiory te opisane sa za
pomoca nastepujacej gramatyki:

T:=V|(VV:T)T| (T Ar)
K== | (IIV:T)K
A’E =V ‘ (A'H‘AT) ‘ ()\VTAT)

Wyrazenia wyprowadzane za pomoca regulty T naleza do zbioru Typycp (AP)
i nazywane sa pseudotypami, zas wyrazenia wyprowadzane za pomoca reguty
K naleza do zbioru Rodzajecy(AP) i nazywane sa pseudorodzajami.

Czasami, zeby rozrézni¢ zbiory terméw w A— , A2 i AP, dodajemy odpo-
wiednie adnotacje do Ar, tj. piszemy odpowiednio At ., At 2 i At x\p.

Definicja 1.2.16 (konteksty w systemach Churcha)

Konteksty dla rachunkéow A— i A2 w wersji Churcha sg zdefiniowane tak
jak w definicji 1.2.4. W kontekscie rachunku AP w wersji Churcha obiekty
okreslone w definicji 1.2.5 bedziemy nazywali pseudokontekstams.

Powyzsze definicje pozwalaja dopiero okresli¢, jak wygladaja wyrazenia,
ktore stanowia elementy osadéw wyprowadzanych w rachunkach Churcha.
O pseudotermie mozemy powiedzie¢, ze jest termem rachunku Churcha, do-
piero, gdy uda sie dla niego wyprowadzi¢ jakis osad.

Definicja 1.2.17 (reguty wyprowadzania dla A— -Church)

Dla kontekstu I', pseudotermu M i typu o bedziemy moéwié, ze w kontek-
scie I' term M ma typ o, oznaczenie I' ), M :0, gdy mozna taki osad
wyprowadzi¢ uzywajac regut z rys. 1.4.

(var) Tyz:7hk), x:7 (z ¢ Dom(T));

'y M:oc— 7 FI_)\_,NZO'.
'y, MN:7 ’

IFrz:obyx, M:T
'y Ao M:o— 1

(app) (abs)

Rysunek 1.4: Reguly przypisywania typéw w A— -Church

Systemy wyprowadzania typoéw dla A— -Church i dla A— -Curry réznia
sie miedzy sobg tylko w regule (abs), gdzie w wersji Churcha dodana jest
adnotacja typowa do zmiennej pod A-abstrakcja.
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Definicja 1.2.18 (reguly wyprowadzania dla A2-Church)

Dla kontekstu I', pseudotermu M i typu o bedziemy moéwic, ze w kontekscie I’
term M ma typ o, oznaczenie I' Fyo M : o, gdy mozna taki osad wyprowadzié¢
uzywajac regut z rys. 1.5.

(var) Tyz:7hkyxz:7 (z ¢ Dom(I));

F'bxoM:o—7 I'bxagNio
'ty MN:7 ’

x:obyo M:7 ]
Ity XNe:oM:o— 71’

(app) (abs)
Iy M: (Va.o)

(nst) S 3 (ol = )

'y M:o

(o) T, (R i) (Vo) “EFVED:

Rysunek 1.5: Reguly przypisywania typow w A2-Church

W przypadku systemu A2 réznice miedzy rachunkiem Churcha i Curry’ego sa
bardziej zauwazalne. Oprocz roznicy w regule (abs), gdzie rachunek Churcha
dodaje adnotacje analogicznie jak w przypadku rachunku A — | dochodza
jeszcze roznice w regutach (inst) i (gen). W tej pierwszej mamy dodatkowo
obecng aplikacje typowa, w tej drugiej zas A-abstrakcje zmiennej typowe;j.

Definicja 1.2.19 (przypisywanie typdéw w AP-Church)
Dla pseudokontekstu I', pseudotermu M i pseudotypu o bedziemy mowié, ze
w kontekscie I' term M ma typ o, oznaczenie I Fyp M : o, gdy mozna taki
osad wyprowadzi¢ uzywajac regut z rys. 1.6.

Dla pseudokontekstu I', pseudotypu 7 i pseudorodzaju x bedziemy mo-
wi¢, ze w kontekscie I' typ T ma rodzaj k, oznaczenie I' -yp 7: Kk, gdy mozna
taki osad wyprowadzié, uzywajac regut z rys. 1.6.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja okresla, kiedy o pseudokontekscie mozna
moéwic, ze jest kontekstem — ma to miejsce, gdy pseudokontekst wystepuje
w jakimg$ wyprowadzeniu zgodnym z regutami AP. Warto jeszcze nadmienié,
ze regula (typ-conv) z rys. 1.6 korzysta z pojecia relacji =g, ktora okreslamy
dopiero w definicji 1.2.28. PrzeniedliSmy te definicje tam, by ulatwi¢ porow-
nanie (-redukcji w poszczegdlnych rachunkach.

Tutaj réznica jest pozornie bardzo nieznaczna i sprowadza sie do dodania
adnotacji typowej do zmiennej przedmiotowej w regule (abs). W tym ra-
chunku wystepuje jednak pewna dodatkowa réznica miedzy wersja Churcha
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Rysunek 1.6: Reguly przypisywania typéw w AP-Church
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a Curry’ego, na ktéra warto zwrdci¢ uwage, a ktéra nie wystepuje w przy-
padku A— i A\2. Mianowicie, poniewaz typy zaleza tutaj od terméw, a sktad-
nia termow jest zmieniona, to inna jest tez definicja samych typow.

Mozemy wreszcie okresli¢ zbiory legalnych terméw dla omawianych tutaj
rachunkow:

Definicja 1.2.20 (termy w wersji Churcha)

Zbior termow legalnych w jakimg kontekscie rachunku A—  (lub rachunkéow
A2, AP), oznaczany w niniejszej pracy przez Termycy, (A— ) (lub odpowied-
nio przez Termycy,(A2), Termycy, (AP)), definiujemy tak:

Termycy, (AX) = {M € At x | istnieja I' i 7, takie ze I' -yxx M : 7},
gdzie X jest rowne — (lub odpowiednio 2, P).

Miedzy rachunkami w wersji Churcha i Curry’ego istnieje interesujacy
zwiazek. Wyrazenie jego wymaga wprowadzenia pewnej dodatkowej definicji:

Definicja 1.2.21 (wycieranie typdw)
Operacje | - | wycierania typow przeksztatcajacy termy w rachunku Churcha

na termy rachunku beztypowego definiujemy

e dla rachunku A— jako

2] = x
|[MN| = |[M]|N|
Az:o.M| = lx.|M|
e dla rachunku A2 jako

2] =z
|MN| = [M]|N]
| M| = |M]
Ax:o.M| = Az.|M|
AaM| = [M],

e 7za$ dla rachunku AP jako

|z =
[MN| = |M]|N]
[Az:o.M| = Mx.|M|.

Powyzsze definicje wycierania typow rozszerzamy na konteksty i typy (i ro-
dzaje) w ten sposob, ze dla rachunkow A— oraz A2 operacja ta na kontek-
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stach jest identycznosciowa, zas dla AP jest okreslona jak nastepuje:

|| = «
|(Vz:o)r| = (Va:l|o])|7]
id\'ﬂ = |[o|[M]
(Hz:0)x| = (Iz:|o]|)|k|
T (e:R)] = [T, (a:]k])
T (z:0)] = [T, (z:]o])

Twierdzenie 1.2.22 (zalezno§¢ miedzy Curry i Church)

Dla kazdego z rachunkéw A— ; A2 i AP osad I' = M : o jest wyprowadzalny
w rachunku w wersji Churcha wtedy i tylko wtedy, gdy w rachunku w wersji
Curry’ego wyprowadzalny jest osad |T'| = |M]:|o].

Dowdd:

Dow6d mozna znalezé na przyktad w [BLRU97]. U
Bedziemy sie tutaj postugiwali réwniez pojeciem rzedu. Wprowadzamy

go tutaj za [Hue76]:

Definicja 1.2.23 (rzad typu)
Rzqd typu prostego o, oznaczany ord(o), jest liczba naturalna okreslona na-
stepujacym wzorem indukcyjnym:

ord(«) = 1 dla o atomowego;
ord(c — 7) = max(ord(o) 4+ 1,7).

Rzedem termu M w osgdzie I' -y, M :7 nazwiemy rzad typu 7. Zwykle
opuszczamy informacje o osadzie, jesli z kontekstu wynika, o jaki osad chodzi.

Pojecie to pozwala na zdefiniowanie, czym jest rachunek A (z typami pro-
stymi) okreslonego rzedu:

Definicja 1.2.24 (rachunek A rzedu n)
Rachunek X rzedu n (z typami prostymi) w wersji Churcha okreslamy przez
ograniczenie zbioru terméw rachunku lambda z typami prostymi (w wer-
sji Churcha) do tych, ktore sa zbudowane przy uzyciu zmiennych o typach
rzedu co najwyzej n. Zbiér termoéw takiego rachunku oznaczamy przez
Termycy, (A— ). Wszystkie dopuszczalne wyprowadzenia i konteksty musza
sktadaé sie z tak ograniczonych termoéw.

Rachunek n-tego rzedu w wersji Curry’ego uzyskujemy z rachunku w wer-
sji Churcha, stosujac wycieranie typow. Zbior termoéw rachunku Curry’ego
rzedu n oznaczamy przez Termy(A— ;).

Uwaga 1.2.25 W powyzszych definicjach dotyczacych rachunku A w wersji
Churcha uzywaliSmy poje¢ pseudotermu, pseudokontekstu, pseudotypu czy
pseudorodzaju. W dalszej czesdci pracy bedziemy trzymali sie mniej rygory-
stycznie rozgraniczenia miedzy tymi pojeciami a pojeciami bez przedrostka
pseudo- i bedziemy ten przedrostek opuszczali.
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p-redukcja Kazdy z powyzszych rachunkéw w wersji Churcha ma wtasna
definicje B-redukcji, ktora jest niestety rézna od definicji dla beztypowego
rachunku A. Trudno nawet zdefiniowaé taka redukcje w terminach redukcji
w rachunku beztypowym i wycierania typow, gdyz w rachunkach Churcha
mamy do czynienia z pewnymi konstrukcjami, ktore podlegaja [-redukcji,
ale nie wida¢ ich po wytarciu adnotacji typowych (np. aplikacja typowa
w rachunku A2-Church).

Wraz z kazdym pojeciem relacji —g wprowadzamy takze domkniecie
zwrotno-przechodnie oznaczane symbolem —» 3 oraz najmniejsza relacj¢ row-
nowaznosci zawierajaca — g oznaczang za pomocg symbolu =g. Oto definicje
poszczegdlnych redukcji:

Definicja 1.2.26 (§ redukcja w A— )
Relacje —3 w A— -Church okred§lamy jako najmniejsza relacje¢ zgodng, taka

ze
(Az:0.M)My —p Mz = My).

Definicja 1.2.27 (§ redukcja w A2)
Relacje —g w A2-Church okreslamy jako najmniejsza relacje zgodna, taka ze

(Ax:0.My)My —pg Mz := My
(Aa.My)o —g Mo :=ol.

Definicja 1.2.28 (§ redukcja w AP)
Relacje —3 w AP-Church okreslamy jako najmniejsza relacje zgodna (na
sumie zbioréw termow, typow i rodzajow), taka ze

(Az:0.M)My —pg Mz := Myl

Okreglone tutaj redukcje majg wtasnosé¢ Churcha-Rossera (twierdzenie 2.3.7
w [Bar92]|) oraz wtasnosc¢ silnej normalizacji (twierdzenie 5.3.33 w [Bar92]).
W zwiazku z tym ostatnim dobrze okreslone jest pojecie postaci normalne;j
termu, oznaczanej dla termu M przez NF(M).

1.2.3 Problemy uzupelniania osadéw

W zwiazku z rachunkami A z typami rozwazane sg rézne ciekawe problemy
decyzyjne. Problemy te dotycza osadéw, czyli wyrazen postaci I' - M : 0.
Otrzymujemy tutaj jako dane jaki§ fragment (niekoniecznie wtasciwy) ta-
kiego osadu. Naszym zadaniem jest odpowiedzie¢, czy istnieje takie uzupel-
nienie tego osadu, ze wynik uzupelnienia daje sie wyprowadzi¢ w okreslonym
systemie wyprowadzania. Kazdy taki problem ma swoja wersje dla rachunku
Churcha i Curry’ego.

Opiszemy tutaj gtéwne spotykane w literaturze problemy oraz przedsta-
wimy dotychczasowe wyniki ich dotyczace.



29

Problem 1.2.29 (kontekstowe sprawdzanie typdw)
Dane: Kontekst T, term M 14 typ o.
Pytanie: Czy osqd I' ¢ M : 0 jest wyprowadzalny w systemie o?

Problem 1.2.30 (kontekstowe wyprowadzanie typow)

Dane: Kontekst I' i term M.

Pytanie: Czy istnieje taki typ o, ze osgd I' ¢ M :0 jest wyprowadzalny
w systemie o2

Problem 1.2.31 (kontekstowa inhabitacja)

Dane: Kontekst ' @ typ o.

Pytanie: Czy istnieje taki term M, ze osqd I' ¢ M : 0 jest wyprowadzalny
w systemie o %

Problemy powyzsze maja swoje wersje, w ktéorych w Danych opuszczony
jest kontekst, przy czym pytanie zmodyfikowane jest tak, ze zamiast kontek-
stu I' mamy kontekst pusty. Takie wersje bedziemy nazywali ograniczonymi
wersjami problemu. I tak bedziemy mieli do czynienia ze: ograniczonym pro-
blemem sprawdzania typow, ograniczonym problemem wyprowadzania typow
oraz ograniczonym problemem inhabitacyi.

Istnieje jeszcze jeden zestaw wersji powyzszych probleméw, gdzie zada-
wane pytanie jest zmodyfikowane w ten sposob, ze w Danych opuszczony
jest kontekst, a zadawane pytanie zmodyfikowane jest tak, ze dodatkowo
pytamy sie o istnienie stosownego kontekstu I'. Przy takich problemach
stosujemy okreslenie pozbawione przymiotnika ,kontekstowy” i tak mamy:
problem sprawdzania typow, problem wyprowadzania typow oraz problem in-
habitacyi.

Zainteresowanie problemami sprawdzania typéw oraz wyprowadzania ty-
pow dla rachunkéw termow Curry’ego (w wersji ograniczonej, kontekstowe;
i normalnej) zwigzane jest z faktem, iz pojawiaja sie one naturalnie w bada-
niach nad jezykami programowania. Funkcyjne jezyki programowania takie
jak ML [Mil78, Mil84| czy Haskell [HF92| korzystaja w sposob intensywny
tak z mechanizméw wymagajacych zastosowania algorytmoéw wyprowadza-
nia typoéw, jak i ich sprawdzania. Normalnie programista wpisuje w takim
jezyku A\-term, ktory przechodzi nastepnie przez modut wyprowadzania typu.
Jesli przejscie sie powiedzie, otrzymujemy w wyniku typ oraz pewnosé, ze
wprowadzony program-term pozbawiony jest niektérych bledéw programi-
stycznych. Jedli przejscie sie nie powiedzie, trzeba przepisa¢ term na nowo
z poprawkami. Algorytmy sprawdzania typow znajduja tutaj takze swoje
zastosowanie — uzytkownik jezyka ma mozliwosé recznego wprowadzania
typow, w zwigzku z czym konieczne jest sprawdzanie poprawnosci wykona-
nia tej czynnosci.

Problem sprawdzania typéw dla terméw Churcha (w wersji ograniczonej
i kontekstowej) ma zastosowanie w systemach wspomagajacych dowodzenie
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twierdzeri. W oprogramowaniu oferujacym taka funkcjonalnosé (np. Lego
[LP92], Coq [Hue96]), o ile mechanizm dowodzenia opiera sie na systemach
typow wyzszych rzedéw, konstruuje sie wtagnie A-term, ktéry ma stanowié
dowdd dla jakiegos twierdzenia wyrazonego jako typ. Majac zatozenia ze-
wnetrzne teorii, dow6d oraz samo twierdzenie, musimy stwierdzié, czy te ele-
menty stanowig sp6jna pod wzgledem logicznym catosé. Korzystamy tutaj ze
znanego zwiazku okreslanego jako izomorfizm Curry’ego-Howarda [How80].
Termy odpowiadaja dowodom w pewnej logice, za$ typy — formutom tej
logiki.

W pracy osoby dowodzacej twierdzenia czesto spotykana jest sytuacja,
gdy osoba taka ma jaka$ konstrukcje wzglednie dowdd jakiegos§ twierdzenia
i chce sie dowiedzieé¢, czy jej dowdd jest poprawny, a jesli nie, to jakie do-
datkowe zalozenia sa potrzebne, aby mozna byto ta droga je dowieé¢. Nawet
informacja, ze taki dowdd, niezaleznie od dodanych zalozeri, nie moze do-
wodzi¢ podanego twierdzenia jest bardzo cenna. Automatyczne uzyskiwanie
tego typu informacji we wspomnianych systemach mozna byltoby zapewni¢
stosujac algorytmy kontekstowego sprawdzania typow dla termoéw Churcha
lub wyprowadzania typow (we wszystkich trzech wersjach) dla terméw Chur-
cha.

Zainteresowanie problemami inhabitacji wynika ze stosowalnosci odpo-
wiednich algorytmoéw w systemach automatycznego wyprowadzania dowo-
doéw. Majac algorytm dla problemu inhabitacji, mozemy na mocy izomor-
fizmu Curry’ego-Howarda automatycznie znajdowaé¢ dowody (w przypadku,
gdy mamy do czynienia z wersja Churcha) lub schematy dowodow (w przy-
padku, gdy mamy do czynienia z wersja Curry’ego). Ma tutaj zastosowanie
wspominany juz izomorfizm Curry’ego-Howarda.

1.3 Logika pierwszego rzedu i przepisywanie ter-
mow

Bedziemy w niniejszej pracy rozwazali implikacyjno-uniwersalny fragment
intuicjonistycznej logiki pierwszego rzedu. W zwiazku z tym wprowadzimy
tutaj definicje tego formalizmu.

Definicja 1.3.1 (sygnatura)

Sygnaturg jezyka pierwszego rzedu nazwiemy dowolng pare rodzin roztacz-
nych zbiorow ({3, }nen, {X ntnen). Rodzine ¥, nazwiemy zbiorem sym-
boli relacyjnych, zas rodzing X zbiorem symboli funkcyjnych. Dla kazdego
symbolu s indeks zbioru, do ktorego nalezy s jest nazywany arnoscig s.
Zbioér symboli relacyjnych arnosci n oznaczamy X,.,,, za$ symboli funkcyjnych
Y . Rodzing {¥,, }nen bedziemy oznaczali przez X,, zas rodzine {3 ¢y, fnen
przez Yy. Pare (X,,X) bedziemy oznaczac przez 3.
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W powyzszej definicji pozwoliliSmy sobie na utozsamienie symboli relacyj-
nych o arnoéci 0 z predykatami bedacymi bezposrednimi odpowiednikami
zmiennych zdaniowych logiki zdaniowej, oraz na utozsamienie symboli funk-
cyjnych o arnosci 0 ze stalymi.

Definicja 1.3.2 (termy algebraiczne)
Zbior termoéw (algebraicznych) nad sygnatura X i ze zmiennymi ze zbioru X
to najmniejszy zbior Tx(X), taki ze

o X CTx(X);
o josli f € X i My,..., M, € Ts(X), to fM, ... M, € Ts(X).
Zbior Tx () bedziemy oznaczali przez T;.

W powyzszej definicji zastosowaliémy odrobine niestandardowa notacje —
termy oznaczamy duzymi literami z okolic M oraz aplikacje symbolu funk-
cyjnego oznaczamy beznawiasowo (normalnie oznacza sie to za pomoca wy-
razenia: f(Mjy,..., M,)). Zrobilismy tak ze wzgledu na fakt, ze w niniejszej
pracy dzialamy jednolicie w ramach rachunku A.

Wprowadzimy tutaj kilka niskopoziomowych operacji na termach, ktore
postuza nam do zapisywania i udowodniania réznych potrzebnych w catej
pracy faktow.

Definicja 1.3.3 (wskazywanie podtermu)

Niech stowo w nalezy do N*. Dla terméw M okreslimy rekurencyjnie ope-
racje wskazywania podtermu oraz wlasno$é¢ bycia Sciezkg w M. Wyrazenie
w(M) = N bedziemy czytali jako w wskazuje na N w M. Mamy

e 5(M) =M ic jest §ciezka w M,

e niech f bedzie symbolem o arnosci n > 0; jesli w jest Sciezkyg w M;,
gdzie i € A, to iw jest Sciezka w fMj ... M, oraz iw(fM;...M,) =

(Symbol e oznacza tutaj stowo puste.) Zbior wszystkich sciezek w M ozna-
czamy symbolem Sciezki(M).

O ile to nie bedzie wywolywato niejednoznacznosci, zapisujac wskazanie do
podtermu, bedziemy opuszczali nawias i pisali wM zamiast w(M). Dtugosé
§ciezki w bedziemy oznaczali przez |w|.

Sciezki bedziemy tez stosowali do A-terméw. Przyjmowac tutaj bedziemy
zasade, ze zmienne i state sa traktowane jak symbole o arnosci 0 (niezaleznie
od ewentualnego ich typu). Term MMy jest traktowany tak, jakby wyste-
powalo tutaj uzycie dwuargumentowego symbolu (aplikacji) o argumentach
My i My, zad term Axz.M jest traktowany jak uzycie jednoargumentowego
symbolu (abstrakcji) o argumencie M.
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Poniewaz uzywane w typach symbole —,V oraz II mozna potraktowac
jako symbole funkcyjne (odpowiednio: dwuargumentowy, jednoargumen-
towy, jednoargumentowy), to nasza notacja $ciezkowa rozszerza sie takze

na typy.

Definicja 1.3.4 (porzadek na §ciezkach)

Na $ciezkach okreslimy jeszcze porzadek czesciowy < tak, ze w; =X wa, gdy
w1 jest koncowym fragmentem wo (by¢ moze rownym ws). Porzadek ten
bedziemy nazywali porzqdkiem sufiksowym.

Definicja 1.3.5 (zastgpienie podtermu)

Niech w € A*. Zdefiniujemy rekurencyjnie zastgpienie podtermu zaczepio-
nego w wierzchotku w termu M przez term N (co bedziemy zapisywaé jako
M[w < NJ]) w sposob nastepujacy:

e M[e — N]=N;
o (fMy...My,)liw«— N]= fM;...(M;w+ NJ)...M,.
Wprowadzimy teraz pojecie formuty logiki pierwszego rzedu.

Definicja 1.3.6 (formuty)
Zbioér formut nad sygnatura X i ze zmiennymi ze zbioru X to najmniejszy
zbior Fx(X) taki, ze

e jesli P € X, oraz My, ..., M, € Tx(X), to PMy ... M, € Fx(X);
o jesli ¢y € F(X) dlai = 1,2, to (1 — ¢2) € Fx(X);
e jesli ¢ € Fe(X U{z}), to (Vo)¢p; € Fx(X).

Zbior Fx(0) bedziemy oznaczali przez Fy i kazdy jego element bedziemy
nazywali formutq zamknietq.

W naszej definicji formut logiki pierwszego rzedu zrezygnowalismy podobnie
jak w przypadku termow z notacji P(Mjy,..., M,). W odroznieniu od stan-
dardowego podejscia do logiki, rozwazamy tutaj tylko jej fragment z impli-
kacja i kwantyfikatorem generalizacji. Wiaze sie to z faktem, ze ten fragment
logiki pierwszego rzedu da sie bezposrednio zakodowaé¢ w rachunku AP (por.
rozdziat 10 w [SU98|).

Dla petnosci prezentacji przedstawimy jeszcze system dowodzenia dla
rozwazanego przez nas fragmentu logiki pierwszego rzedu. System ten bedzie
odpowiadal intuicjonistycznemu podejsciu do tej logiki.

Definicja 1.3.7 (system dowodzenia)

Dla kontekstu I' i formuty ¢ bedziemy mowié, ze w kontekscie I formuta
¢ jest wyprowadzalna, oznaczenie I' -y ¢, gdy mozna taki osad wyprowadzié
uzywajac regutl z rys. 1.7.
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Rysunek 1.7: System naturalnej dedukcji dla logiki pierwszego rzedu

Na termach pierwszego rzedu okresla sie czesto relacje przepisywania
termow.

Definicja 1.3.8 (system przepisywania terméw)

Systemem przepisywania termdw nazwiemy dowolny zbiér P par uporzad-
kowanych terméw nad ustalona sygnatura X. Elementy zbioru P nazywamy
requtame systemu P. Taki system przepisywania wyznacza relacje —p na
zbiorze Ty zdefiniowana tak:

My —p My wtedy i tylko wtedy, gdy  istnieja z, N, (M, M') €
Pxy,...,zy, N1,..., N,, takie ze

M1 :N[w ::M[xl ::Nl,...,.’ljn :Nn“

My = N[z := M'[z1 :== Ny,..., 2, :== N,]|.

Naduzywajac notacji, pare (M,N) € P bedziemy zwykle zapisywaé¢ jako
M —p N.

Powiemy, ze system przepisywania terméw P jest staly, gdy termy ze
zbioru P naleza do T¥.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazali systemy przepisywania terméw ze
skoniczonym zbiorem regut.

Powyzsza definicja okreslala pojecie jednokrokowej relacji przepisywa-
nia. Mozna oczywiscie powyzsza jednokrokowa relacje rozszerzy¢ do relacji
wielokrokowego przepisywania, bedacej zwrotno-przechodnim domknieciem
relacji —p. Relacje taka oznaczamy —p. Podobnie mozna okresli¢ relacje
rownowaznosci =p bedaca domknieciem zwrotno-symetryczno-przechodnim
relacji —p.

1.4 Podstawowe pojecia zwigzane z unifikacja

Kolejnym badanym w niniejszej pracy pojeciem jest pojecie unifikacji. Za-
lezne jest ono od
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jezyka wyrazen formalnych £ ze zmiennymi;

relacji réwnowaznoéci = nad powyzszymi wyrazeniami;

klasy S dopuszczalnych podstawieri;

e oraz czesciowe]j operacji —(—) : S x L — L bedacej sposobem dziatania
podstawienia na wyrazenia (dziedzina tej operacji okresla, do jakich
terméw mozna stosowaé jakie podstawienia).

Definicja 1.4.1 (unifikacja)

Unifikacje w jezyku L ze zmiennymi X z doktadnoscig do réwnosci = przy
podstawieniach S dziatajgcych zgodnie z —(—) nazwiemy problem decyzyjny,
w ktorym

Dane: Zbiér E par wyrazenn w L ze zmiennymi X.

Pytanie: Czy istnieje podstawienie S € &, takie ze dla kazdej
pary (My,Ms) € E mamy (S, M;) € Dom(—(—)) dla i = 1,2
oraz S(M;) = S(Ms).

Wyrazenia ze zbioru E bedziemy nazywali réwnaniami. Dla podkreslenia
faktu, ze mamy do czynienia z rownaniem bedziemy (M, Ms) € E oznaczali
tez przez My = Ms. Rozszerzymy tez notacje dotyczaca zmiennych wolnych.
FV(FE) bedzie oznaczalo zbior wszystkich zmiennych wolnych we wszystkich
termach znajdujacych sie w réwnaniach F.

Istnieje wiele probleméw unifikacyjnych odpowiadajacych temu schematowi,
np.: unifikacja robinsonowska, unifikacja modulo przepisywanie, unifikacja
wyzszego rzedu itd.

W niniejszej pracy bedziemy zajmowali si¢ réznymi wariacjami problemu
unifikacji drugiego rzedu.

Definicja 1.4.2 (unifikacja drugiego rzedu)
Unifikacja drugiego rzedu to problem unifikacji, gdzie

e jezykiem jest rachunek A z typami prostymi rzedu 2;
e rownoscig jest relacja =g;

e podstawienia to skonczone funkcje czesciowe ze zbioru zmiennych pier-
wszego i drugiego rzedu do zbioru terméw z typami prostymi rzedu 2,
zachowujace typy zmiennych (tzn. dla zmiennej typu o przypisujace
term typu o);

e za$ wynik dzialania podstawienia okreslony jest jak w definicji 1.1.7.
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Problem ten w ogolnosci, jak pokazal Goldfarb w [Gol81], jest nierozstrzy-
galny.

W stosunku do zmiennych uzywanych przy unifikacji bedziemy uzywali
odmiennej notacji dla podstawien, w ktérej zamiast postfiksowo zapisywaé:
Mlzy == Ny,...,z, = Nyp] bedziemy pisa¢ S(M) (zob. definicja 1.1.7).
Pozwoli nam to zachowa¢ zgodno$¢ z definicja 1.4.1 oraz z typowa notacja
stosowana w kontekscie probleméw unifikacji. Dodatkowo zaktadamy w ca-
tym tekscie, ze w tego typu podstawieniach wszystkie termy podstawiane
(w M[zy := Ni,...,z, := Ny| termy Ny,...,N,) sa w postaci normalnej.

Definicja 1.4.3 (state podstawienie)
Bedziemy moéwic¢, ze podstawienie S jest stafe jesli dla dowolnej zmiennej
x term S(z) nie ma zmiennych wolnych (cho¢ by¢ moze zawiera pewne state).

W rozdziale 2 pokazujemy nierozstrzygalnosé pewnego interesujacego
szczegblnego przypadku unifikacji drugiego rzedu — unifikacji z prostymi
argumentami. Aby okregli¢ taka unifikacje musimy zdefiniowa¢ dwa rodzaje
zmiennych: zmienne bezpieczne i zmienne niebezpieczne.

Definicja 1.4.4 (zmienne bezpieczne i niebezpieczne)

Zmienng bezpieczng w termie M nazwiemy zmienna wolna x, taka ze w kaz-
dym podtermie postaci t My, ... M, termy M ... M, sa zamkniete. Zmienng
niebezpieczng nazwiemy kazda inng zmienna wolna.

Definicja 1.4.5 (unifikacja z prostymi argumentami)
Term z prostymi argumentams to term, ktorego wszystkie zmienne wolne sg
bezpieczne.

Unifikacja z prostymi argumentams to unifikacja, w ktorej instancje sa
ograniczone w ten sposob, ze moga w nich wystepowaé tylko termy z prostymi
argumentami.

Unifikacja drugiego rzedu z prostymi argumentam: to unifikacja z pro-
stymi argumentami, przy czym jezyk terméw jest ograniczony do rachunku
A z typami prostymi rzedu 2.

Kolejnym problemem unifikacyjnym, ktérym sie tutaj bedziemy zajmo-
wacl jest problem unifikacyi ze zmiennymi w pozycjach czotowych. Problem
ten definiujemy tak:

Definicja 1.4.6 (unifikacja ze zmiennymi w pozycjach

czotowych)
Unifikacja ze zmiennymi w pozycjach czotowych zdefiniowana jest podobnie,

jak unifikacja z prostymi argumentami. Dokonujemy dalszego ograniczenia
na postac instancji. Mianowicie termy tutaj wystepujace, jesli maja zmienna
wolna, to zmienna ta wystepuje na poczatku termu (w pozycji czotowej), tj.
termy ze zmienna wolng maja tutaj zawsze posta¢ F M ... M,, gdzie F' jest
zmienng wolng, a podtermy M; dla ¢ = 1,...,n nie maja juz wystapien
zmiennych wolnych.



36

Takze w przypadku tego problemu mamy tutaj réwniez do czynienia z cala
klasg ograniczen zwigzanych z rzedem uzywanych terméw. Przede wszystkim
bedzie nas tutaj interesowal powyzszy problem przy ograniczeniu do terméw
drugiego rzedu. Powoduje ono, ze w unifikacji ze zmiennymi w pozycjach
czotowych mamy trzy mozliwe postacie rownan:

Ftl...tn = F/sl...sm (11)
Ftl...tn = f/(sl,...,sm)
f(tl,...,tn) = f/(sl,...,sm),

gdzie F, F’ sa zmiennymi wolnymi drugiego rzedu, f, f’ sa symbolami sta-
tych, t1,...,tn, 51,..., S, S3 termami pierwszego rzedu.

Warto moze zwréci¢ uwage, na czym polega zasadnicza réznica miedzy
wyrazeniami dla unifikacji z prostymi argumentami i dla unifikacji czolowej.
Ot6z w tej pierwszej dopuszczalne jest rownanie

Feieacy = f(Feicaes)cea,

ktore nie moze sie pojawi¢ w przypadku unifikacji czotowej — term z prawej
strony ma wystapienie zmiennej wolnej (F'), ale w pozycji czotowej wystepuje
symbol funkcyjny f, a nie ta zmienna.

Z drugiej jednak strony kazde réwnanie unifikacji czotowej jest jednocze-
$nie réwnaniem unifikacji z prostymi argumentami.

W zasadzie w calej pracy bedziemy sie zajmowali unifikacjg drugiego
rzedu w zwiazku 7 tym zwykle bedziemy, o ile to nie bedzie powodowalo
niejasnodci, pomijali te informacje w okresleniu problemu, z ktérym mamy
do czynienia.

W rozdziale 2 bedziemy sie zajmowali jeszcze unifikacjg ze zmiennymsi
w pozycjach czotowych ograniczona do terméw trzeciego rzedu. Na okreslenie
tego problemu bedziemy uzywali troche innego, zgrabniejszego, okreslenia:
unifikacja ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czotowych.



Rozdzial 2

Unifikacja

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie pokazywaniem wynikéw dotyczacych
unifikacji. Pokazemy tutaj oryginalne wyniki dotyczace unifikacji drugiego
rzedu oraz przedstawimy dowdéd G. Hueta dotyczacy unifikacji trzeciego
rzedu. Udowodnimy tutaj, ze unifikacja z prostymi argumentami jest nie-
rozstrzygalna, zas unifikacja ze zmiennymi w pozycjach czotowych jest roz-
strzygalna. Dodatkowo wskazemy, ze instancje unifikacji uzyte w dowodzie
G. Hueta to instancje unifikacji ze zmiennymi w pozycjach czotowych, ale
z rozluznionym warunkiem na rzad zmiennych — dozwolone sa tutaj zmienne
trzeciego rzedu.

2.1 Unifikacja z prostymi argumentami

W obecnym podrozdziale pokazemy nierozstrzygalnosé¢ unifikacji drugiego
rzedu. Dowodd bedzie polegal na redukcji problemu stopu dla automatéw
dwulicznikowych.

2.1.1 Automaty dwulicznikowe

Automaty dwulicznikowe zostaly wprowadzone w latach szesédziesiatych
przez Minskiego (zob. [Min61]) jako prosty model obliczeniowy, majacy
pelna site obliczeniowa maszyny Turinga. Model ten byt wielokrotnie wyko-
rzystywany jako narzedzie do pokazywania nierozstrzygalnosci réznych pro-
bleméw np. [Laf96, Urz94, Hoo66].

Wprowadzimy tutaj oznaczenia na zbiér mozliwych operacji oraz testow
wykonywanych na licznikach @ = {NOP,INC,DEC} oraz 7T = {Z,NZ}.
Elementy zbioru O beda stuzyly do opisu operacji na licznikach:

e NOP — brak operacji;
e INC — zwieksz licznik;

e DEC — zmniejsz licznik.
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Elementy zbioru 7 beda stuzyty do okreslania stanu licznikow
e 7 — licznik jest réwny zero;
e N7 — licznik jest niezerowy.

Definicja 2.1.1 (automat dwulicznikowy)
Automat dwulicznikowy A to czworka

(@45, qx, 0),
gdzie
e () stanowi zbiér stanéw automatu,
e ¢; — jest wyréznionym stanem poczatkowym,
e ¢ — jest wyrdznionym stanem koricowym,

¢ 0: T2 xQ\{(Z,Z,qx)} — O? x Q — jest funkcja (czesciowa) ,nastep-
nego kroku”.

Bedziemy tutaj stosowaé¢ pewna notacje dla funkcji §. Piszemy:
WL1,WL2, ¢ —5 O1,02, g3, (2.1)
gdzie WL1, WL2 € T, q1,q2 € @, zas O1, 02 € O, gdy
§(WL1, WL2, q1) = (01,02, o).

Elementy funkcji § bedziemy takze nazywali regufami. Automaty takie wy-
konuja obliczenia zgodnie z powszechnie znanym wzorem. Mamy tutaj do
dyspozycji dwa liczniki, ktére moga przyjmowaé¢ w dowolnym momencie war-
tosci bedace liczbami naturalnymi. Kazde obliczenie zaczyna sie w stanie
startowym qs, przy zerowej wartosci licznikow. Obliczenie koniczy sie po-
my$lnie, gdy automat znajdzie sie w stanie q;. Kroki obliczenia wykony-
wane sg zgodnie z funkcjg d. Dla przejscia (2.1) wykonywang sa nastepujace
operacje: jesli automat A, bedac w stanie ¢p, stwierdzi, ze pierwszy licznik
spetnia warunek WL1, za$ drugi licznik spetnia warunek WL2, to moze wy-
konaé¢ operacje Ol na pierwszym liczniku, operacje O2 na drugim i przejsé
do stanu qo.

Definicja 2.1.2 (konfiguracja)
Konfiguracja automatu to trojka

<Qa ny, n2>a

gdzie q jest stanem, zas nii ny wartosciami licznikéw.
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Funkcje 6 rozszerzamy do konfiguracji:

Definicja 2.1.3 (funkcja —s na konfiguracjach)
Przyjmujemy, ze
<Q1, ni, ’I’L2> e <q25 nlla ’I’L,2>

wtedy i tylko wtedy, gdy
WL1,WL2, g1 —5 01,02, go,

przy czym warunek WL1 jest spetniony dla n;, warunek WL2 jest spetniony
dla ng oraz nf = O1(n1) i ny, = 02(na).

Definicja 2.1.4 (obliczenie)
Obliczeniem nazwiemy dowolny ciag konfiguracji ay,...,a,, ..., taki ze dla
dowolnych elementéw a;,a; 11 mamy a; —s @;t1.

Definicja 2.1.5 (zatrzymywanie si¢ automatu)
Moéwimy, ze automat sie zatrzymuge, gdy istnieje jego skoriczone obliczenie
zaczynajace sie od konfiguracji (gs,0,0), ktorego ostatnia konfiguracja

1. albo nie nalezy do dziedziny —y,
2. albo jest réwna (g, 0, 0).

Obliczenie spelniajace powyzsze warunki nazywamy obliczeniem zakonczo-
nym.

Dla automatéow dwulicznikowych, podobnie jak dla wszystkich innych
rodzajow automatow rozwazany jest nastepujacy problem:

Problem 2.1.6 (problem stopu)
Dane: Automat A.
Pytanie: Czy automat A zatrzymugje sie?

Mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.7 (nierozstrzygalno§é problemu stopu)
Problem stopu dla automatéw dwulicznikowych jest nierozstrzygalny.

Dowdd:

Zob. [HUTY]. ]
Bezposrednie zastosowanie powyzszego twierdzenia nie jest najwygod-

niejsze. W zwiazku z tym naltozymy pewne dodatkowe warunki na automaty

dwulicznikowe.

Definicja 2.1.8 (dodatkowe warunki dla automatdw

dwulicznikowych)
Dodatkowe warunki dla automatéw dwulicznikowych:
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1. dla kazdej pary stanéw qi, go zbior § N 72 x {q1} x O? x {g2} ma moc
nie wieksza niz 1;

2. dla kazdego stanu ¢ mamy § N7 2 x {q} x O% x {q} = 0.
Dla tak ograniczonych automatéw dwulicznikowych mamy

Twierdzenie 2.1.9 (ograniczenia nie szkodzg)
Ograniczenia wprowadzone w definicji 2.1.8 daja klase automatéw, ktéra ma
nierozstrzygalny problem stopu.

Dowdbd:

Ze wzgledu na rutynowosé stosowanych technik szkicujemy tutaj tylko ten
dowdd, uzupelnienie szczegdléw zostawiajac czytelnikom. W kazdym przy-
padku przeksztalcamy dowolny automat na automat, ktory spelnia kon-
kretny warunek.

1. Okreslimy nowy automat A" = (Q’', ¢., ¢, d’), w ktorym

o Q' =T*xQU{g};

* q;=(0,45)

L 6,(WL12,WLQQ,(WLll,WL21,q>) = (01,02,<WL12,WL22,(],>),
przy czym §(WL1y, WL2s, q) = (01,02, ¢),

hd 6,(Z’ Za <WL11,WL21,Qk>) = (NOP,NOP, Q;;;)

Zauwazmy, ze ostatni punkt naszego okreslenia ¢’ nie powoduje, ze re-
lacja ta przestaje by¢ funkcja czesciowa. Wynika to z faktu, ze (Z, Z, qx)
nie nalezy do dziedziny § i w zwiazku z tym interesujaca nas wartosc¢
nie mogta by¢ okreslona w przedostatnim punkcie.

Oczywiste jest przy tej definicji, ze jesli dla automatu A istnieje obli-
czenie skonczone, to dla automatu A’ tez. Z kolei, jesli istnieje zakon-
czone obliczenie dla automatu A’, to mozna z tego obliczenia odczytac
obliczenie zakoriczone A, rzutujac wszystkie stany z obliczenia A’ na
trzeciag wspolrzedna, o ile stan nalezy do 72 x Q. Jedli zag stanem
jest gp,, to usuwamy ten stan i z poprzedzajacego stanu wykonujemy
przejscie takie, jakie byto wykonane ze stanu g;. Szczegoly dowodu
oraz sprawdzenie, ze warunek (1) jest spelniony zostawiamy Czytelni-
kowi.

2. Tutaj postepowanie jest podobne jak przy warunku (1). Okreslamy
automat A(Q', ¢,, q;,,0"), w ktorym

e Q' =T?xQU{q};

g qg = <Za ZaQs>

e ' (WL1,WL2, (i,q)) = (01,02, (i,q¢')), o ile spetniony jest waru-
nek 6(WL1,WL2,¢) = (01,02,¢’) oraz q # ¢/,
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e §'(WL1,WL2, (i,q)) = (01,02, {(i+ 1)mod 2, g)), o ile spetniony
jest warunek §(WL1, WL2,q) = (01,02, q),

o 0(2,7,(i,qr) = q, dlai=1,2.

Relacja ¢ jest funkcja z tych samych powodow, ktore powodowaly
funkcyjnoé¢ & w konstrukcji dla poprzedniego warunku.

Oczywiste jest przy tej definicji, ze jesli dla automatu A istnieje oblicze-
nie zakoriczone, to dla automatu A’ tez. Z kolei, jedli istnieje obliczenie
zakoriczone dla automatu A’, to mozna z tego obliczenia odczytaé obli-
czenie zakonczone A rzutujac wszystkie stany z obliczenia A’ na druga
wspolrzedna, o ile stan nalezy do {0,1} x Q. Jesli zas stanem jest ¢,
to usuwamy ten stan. Szczegdlty dowodu oraz sprawdzenie, ze warunek
(2) jest speliony zostawiamy Czytelnikowi.

O

2.1.2 Nierozstrzygalno$é unifikacji drugiego rzedu

W niniejszej czesci pracy bedziemy pracowali z termami, w ktorych, zgodnie
z konwencja notacyjna wprowadzona w podrozdziale 1.4, wystepuje sym-
bol statej —, ktéra ma typ @« — a — a. Dodatkowo bedziemy sie tutaj
postugiwali pewna liczba stalych typu a. Prosze zauwazy¢, ze wszystkie
wprowadzone state maja rzad 2. W zwiazku z tym, ze — jest symbolem
dwuargumentowym, a kojarzy sie z implikacja, bedziemy stosowali wobec
niego notacje infiksowa (np. — M N bedziemy zapisywali jako M — N).

Przepisywanie a ré6wnania unifikacyjne

Na proces obliczania mozna patrzeé¢ jako na proces swego rodzaju przepi-
sywania jednych konfiguracji w drugie. Te intuicje wykorzystamy w naszej
konstrukcji unifikacyjnej. Pokazemy tutaj zwiazek miedzy unifikacja z pro-
stymi argumentami a przepisywaniem termow.

W ponizszych akapitach bedziemy pokazywali zwiazek miedzy systemami
przepisywania termoéw (zob. definicja 1.3.8) a réwnaniami unifikacyjnymi.

Definicja 2.1.10 (réwnanie redukcyjne dla systemu P)

Niech system redukcyjny P bedzie dany jako {M]{ —p MZ, ..., M} —p
M?2}. Rownaniem redukcyjnym dla statego systemu redukcyjnego P zaczy-
najgeym od termu My, a koniczgcym na My nazwiemy dowolne réwnanie
unifikacji drugiego rzedu postaci:

FM{...M}c— (d— M) = (FM?...M?2c) — (d — M)

(c,d sa wyro6znionymi stalymi pierwszego rzedu nie wystepujacymi w ter-
mach P).
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Przyjrzymy sie teraz przyktadowi, ktéry da nam wyobrazenie, jak wyglada
zwiazek pomiedzy wlagnie opisanymi réownaniami a przepisywaniem (uwaga!
przyktad ten jest uproszczony w stosunku do definicji 2.1.10 i nie uwzglednia
roli statej d). Wezmy pod uwage system redukcyjny —p okreslony przez
zbiér

P={ (a—c¢)—rc }

Odpowiada mu réwnanie przedstawione na rysunku 2.1. Rozwazmy pewne

B /\)( )=

c1 cq ¢ F(cg)(cs)

co cq o

c1 cq
Rysunek 2.1: Przykltad réwnania dla przepisywania
podstawienie S, ktore jak sie okaze jest rozwigzaniem réwnania przedstawio-

nego na rysunku 2.1. Podstawienie to ma posta¢ taka jak na rysunku 2.2.
Sposob jego dzialania wida¢ na rysunku 2.3 (kazde rozgalezienie drzewa

X9 Co T

Rysunek 2.2: Rozwigzanie rownania dla przepisywania

oznacza obecnosé symbolu —). Widoczne na tym rysunku elementy zazna-
czone grubsza linig oznaczaja fragmenty termu pochodzace z podstawienia,
elementy zaznaczone cieriszg linig oznaczaja fragmenty termu pochodzace
z rownania. Poréwnanie rysunkéw 2.1-2.3 pozwala natychmiast stwierdzi¢,
ze S jest rozwigzaniem rozwazanego tutaj rownania.
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Rysunek 2.3: Rozwigzanie po dokonaniu podstawienia i redukcji

Warto zwroéci¢é uwage na prace nastepujacego mechanizmu. Term, ktory
znajduje sie w prawej galtezi termu po prawej stronie rownania, musi zostac
odtworzony po lewej stronie rownania. Poniewaz zaden argument nie za-
wiera w sobie termu z prawej strony, to na F' musi zosta¢ podstawione cos,
co zaczyna sie od —. Stad mamy prawg i lewa galaZ rozwigzania. Jesli
bedziemy powtarzali podobne rozumowanie, to w koncu dojdziemy do tego,
ze prawe poddrzewo termu podstawianego na F' ma postac¢ ¢g — ¢ — G,
przy czym na G mozna juz podstawié¢ jaki§ argument F'. Sprobujmy sko-
rzysta¢ z tej sposobnodci i wstawi¢ na G argument c¢; — ¢;. Dostaniemy
wtedy prawg galaz termu podstawianego na F' taka jak w rozwigzaniu z ry-
sunku 2.2. W zwiazku z tym, ze po prawej stronie rownania wystepuje
rowniez zmienna F', to tam takze musi sie pojawi¢ prawa galaz termu pod-
stawianego na F. 7 tym, ze zmienil nam sie argument, ktory mial trafi¢
na miejsce G. Jest nim ¢,. W ten sposéb doszto do zamienienia w prawej
podgalezi termu ¢; — ¢4 na term ¢,. Odpowiada to bezposrednio wyko-
naniu przepisania termu c¢; — ¢ — ¢4 na term c¢; — ¢4 zgodnie z reguly
systemu P: (¢; — ¢q) —p ¢q.

Prawa galaz termu podstawianego za pomoca S wraz z podstawionym
na jej koricu argumentem c, zmiennej F' znajduje si¢ teraz po prawej stronie
rownania i musi zosta¢ skopiowana po lewej stronie réwnania. Znowu mozna
uznaé, ze do konicéwki rozwazanej przez nas w tym momencie gatezi pasuje
ktorys z argumentéow. Mozna jednak nie wykonywaé takiego przypasowania.
Wtedy nasza galaz, skopiowana za pomoca F', musi sie znalezé po prawej
stronie rownania. Doktadnie taka sama galaz pojawita sie w poprzedniej
turze naszej analizy (na rysunku 2.3 druga i trzecia gataz termu po prawej
stronie rownania). Cala historia sie zatem powtarza — nasza galaz musi
zosta¢ skopiowana po lewej stronie, tam moze sie dopasowaé jaki§ argument,
moze tez sie nie dopasowaé¢. Opisang tutaj sytuacje, gdy nie nastepuje dopa-
sowanie sie argumentu, da sie doskonale odnie$¢ do przepisywania w ten spo-
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sob, ze odpowiada ona zapisowi t —p t — domkniecie zwrotno-przechodnie
relacji jest przeciez zwrotne i moze oznacza¢ wykonanie zera krokéw redukcji.

Zatrzymalismy nasza analize sposobu rozwiazywania réwnania na trzeciej
prawostronnej gatezi po prawej stronie rozwigzania (rys. 2.2). Galaz ta musi
sie znalez¢, jak i w przypadku poprzednich galezi, po lewej stronie rownania.
Tam dopasowuje sie do niej pierwszy argument F', co po przejsciu znowu na
prawg strone daje odpowiednik redukcji: ¢ — ¢4 — g ¢4 za pomoca regutly
€1 —> Cq —R Cq-

W tym momencie po lewej stronie pojawia sie galaz, do ktoérej moze sie
dopasowaé drugi argument F', co tez ma miejsce. Zauwazmy, ze argument
ten dopasowuje sie jednoczesnie do lewego rozgalezienia odbiegajacego od
naszej galezi, wstawiajac tam stalg c5. Odgalezienie to do tej pory nie bylo
dopasowywane do zadnych fragmentéw argumentéw F' i stuzyto za miejsce,
gdzie realizowal sie bedzie dalszy ciag naszej redukcji. Teraz miejsce to
zostaje ,zasklepione” i po prawej stronie réwnania musi sie pojawi¢ cos, co
zapewni koncowe wyréwnanie terméw. Tym czym$ jest drugi argument F,
ktory ma tutaj wartosé cs.

Reasumujac, powyzszy opis pozwolit powigzac¢ rozwigzanie réwnania z ry-
sunku 2.1 z nastepujacym ciagiem redukcji w systemie P:

(g »c1—c¢y) —p (c1—=c) —p (a1—>cg) —pr ¢

Zauwazmy jeszcze, ze powyzszg redukcje mozna interpretowaé jako ob-
liczenie automatu jednolicznikowego z jednym stanem ¢. Automat ten wy-
konuje w kazdym kroku operacje zmniejszania licznika, koriczy za$ dzialtanie
po jego wyzerowaniu. Wstawiajac za prawe rozgalezienie prawej strony row-
nania z rysunku 2.1 termy postaci

Cp >C —»>C —>-—>C >y

(o wiekszej liczbie gatezi wiodacych do stalej ¢1), dostajemy rozwigzania
odpowiadajace obliczeniom, ktore wykonuja wiecej zmniejszenn tego licznika.
Powyzszy opis mozna uog6lni¢ do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1.11 (réwnanie redukcyjne i redukcja)
Rownanie redukcyjne dla stalego systemu redukcyjnego P, ktére zaczyna od
termu My, a koniczy na M} ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ciag redukcji

My —p My —p -+ —p M.

Co wiecej, jesli S jest rozwigzaniem rownania redukcyjnego, to mamy
cigg redukcji (zgodnie z oznaczeniami definicji 2.1.10):

19228(N) —»p 1'1228(N) —p -+ —p 19228(N) —p --- —p 1"225(N),

gdzie N = FM{ ... M}!(c — (d — My,)) oraz 1"T1S(N) = c.
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Dowdd:

(=) Niech rownanie redukcyjne dla stalego systemu redukcyjnego P zaczy-
najace od termu My, a konczace na M} ma rozwiazanie S. Niech S(F) =
A2y ... Tpt1.M. Dowodd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe
stow postaci 1*2, ktore sa Sciezkami w M.

Jesli liczba takich $ciezek jest zerowa, to gléwnym symbolem M nie jest
symbol —. Symbolem tym moze by¢

e inna stala; wtedy jednak nie mozna zréwnacé lewej strony réwnania
z prawa, bo po prawej stronie gtéwnym symbolem jest —;

e symbol x;; poniewaz po prawej stronie w réwnaniu wystepuje stata d,
a jedynym argumentem F' po lewej stronie, ktéry zawiera d jest argu-
ment n+ 1., to i = n+1, to jednak natychmiast oznacza, ze My = M,
a wiec mamy cigg redukcji dtugosci zero.

Jesli liczba Sciezek postaci 172 jest niezerowa, to gtéwnym symbolem
termu M jest —. W zwigzku z tym rozwigzywalno$¢ naszego réwnania jest
rOwnowazna rozwiazywalnosci réwnania:

(FAM? ... M2c) — Np) — (d — M),

(2.2)
gdzie Nj, = Fy M --- M} (c — (d — My,)) oraz Np = FoM? -+ M2c. Niech
S'(F) = Axr...xpg1.J(S(F)xy -+ - xpq1) dla j = 1,2, Poniewaz S byto
rozwigzaniem pierwotnego réwnania, S’ jest rozwigzaniem roéwnania (2.2).
Term S'(Fy)xy...Tp41 nie zawiera wystgpienia zmiennej x,41. Wynika
to z tego, ze term d — My nie zawiera stalej ¢, a taka stala wystepuje
w n + 1. argumencie F (czyli w ¢ — (d — My)). Oznacza to, ze dla
Ni =S ()M Mlzy1i Np =S (Fy)ME -+ M2x,+1 mamy 2(N}) g
2(Np). Rzeczywiscie, stosowny ciag redukcji mozna zdefiniowaé tutaj tak:
niech A = {wy, ...,w;} bedzie zbiorem pozycji w N, na ktorych znajduja sie

zmienne x1, . .., &,. Definiujemy Py = 2(N}) oraz Py = Pilw; — M]2], przy
czym w;N = x;. Ta definicja jest poprawna, poniewaz zastgpienia nastepuja
w miejscach, gdzie w N byly zmienne z1,...,2,. 7 tego samego powodu

mamy witasnosé w; P = Mjl, co daje natychmiast P,_1 —p P;. Mamy
zatem
2(N7) —p 2(Np). (2.3)

Z réwnania (2.2) mozna wytuskac lewe argumenty gtoéwnego wystapienia
statej —, ktore dadza rownanie:

ML ... MYc— (d—= My)) = (FiM?... M2c) — Np, (2.4)

przy czym term Nj ma posta¢ d — N7 (to ostatnie wynika z faktu, ze
25'(NL) = d — My i zaden z argumentéw M zmiennej Fh nie ma wysta-
pienia termu d w 1(M)). To powoduje, ze réwnanie (2.4) jest r6wnaniem
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redukcyjnym dla systemu P zaczynajacym od N7, a koriczacym na Mj,. Tu-
taj rozwigzanie okreslone jest przez podstawienie S’, ktére na F; podstawia
zgodnie ze swoja definicjg term o jedno odgaltezienie w lewo krétszy niz term
podstawiany przez S na F. Pozwala to na skorzystanie z zatozenia induk-
cyjnego, co daje Nj, —r Mj,. To zas razem z (2.3) daje ciag redukcji od My
do My, postaci My - Np —g M.

(<) Dowdd przez indukcje ze wzgledu na dlugosé ciagu redukceji.

Jedli ciag redukcji ma zero krokéw, to My = My i rozwigzaniem jest
podstawienie S(F) = Ax1,...,&n, Tpi1.Tne1. Podstawienie to zaaplikowane
do lewej strony daje n+ 1. argument, czyli ¢ — (d — M},), za$ zaaplikowane
do prawej strony — term postaci M — (d — M), przy czym M = ¢, gdyz
taki jest tutaj n+ 1. argument F'. To za$ implikuje, ze obie strony réwnania
po wykonaniu podstawienia sa réwne.

Jesli ciag redukcji ma m+ 1 krokéw, to wyglada on tak: My —p M; —p

- —p My. 7 zalozenia indukcyjnego mamy rozwiazanie S’ dla réwnania
redukcyjnego dla P zaczynajacego od termu M, a konczacego na Mj:

FIM ... Mc— (d— My)) = (FyM? ... M2c) — (d — M).

Zdefiniujemy rozwiazanie réwnania redukcyjnego dla P zaczynajacego od
termu My, a koriczacego na My, jako

S(F) == )\xl . .CEnJrl.(Sl(Fl)xl e l’n+1) — (d —> (Mo[w — xl])),

przy czym w jest pozycja redeksu, ktory zostal uzyty w pierwszym kroku
wykonywanej tutaj redukcji, a ¢ jest argumentem, w ktéorym zakodowana
zostala para z P uzyta w pierwszym kroku redukcji.

Pokazemy, ze

S(FM}...M(c— (d— My))) = S(FM? ... M2c) — (d — My)).

Oznaczmy FM{...M}(c — (d — My)) jako My, za$ (FM?...M2c) —
(d — My) jako Mp. Zgodnie 7 definicja S mamy, ze

S(Mp) = (S'(F)M; ... My(c — (d — My))) — (d — Molw — M;)).

Zauwazmy jednak, ze Molw «— M}] = My, a zatem 2(S(M)) = 2(S(Mp)).

7 definicji S mamy, ze 1(S(Mp)) = S'(Fy)Mi ... M}(c — (d = My)).
Z drugiej strony z homomorficznogci S mamy 1(S(Mp)) = S(FM? ... M2c)
i dalej 7 definicji S uzyskujemy 1(S(Mp)) = S'(FyM}... M2c) — (d —»
Mplw « M?)), ale z definicji ciagu redukeji Mo[w < M?] = M;. W zwiazku
z tym wystarczy, ze pokazemy réwnosé:

S/ (F)Mi ... M c— (d — My)) = S"(FyM? ... M2c) — (d — M).

To za$ natychmiast wynika z zatozenia indukcyjnego.
Czesé ,Co wiecej” pozostawiamy do udowodnienia czytelnikowi. ]
Powyzsze twierdzenie mozna jeszcze dodatkowo uogélnié stosujac naste-
pujacy lemat:
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Lemat 2.1.12 (nieszkodliwy unifikator)

Niech S bedzie statym unifikatorem (zob. definicja 1.4.3), ktéry unifikuje
My = Malw «— S(N)], gdzie w € {1,2}*, zas My, My, N sq pewnymi ter-
mami. Jesli FV(N) N (FV (M) U FV(Mw «— ) = 0, gdzie ¢y jest
pewng statq pierwszego rzedu, oraz zaden prefiks w nie wskazuje w Ms na
podterm zaczynajgcy sie od zmiennej, to S unifikuje My = Ma[w «— N].

Dowdbd:
Indukcja ze wzgledu na dlugosé §ciezki w.

Jesli $ciezka ta ma dtugosé zero, to zaltozenie redukuje sie do informacji,
ze S unifikuje M; = S(N). Poniewaz S(N) nie ma zmiennych wolnych,
mamy S(M;) = S(N), stad S unifikuje M; = N, czyli M; = Msw < NJ.

Jedli $ciezka w ma dlugoéé¢ wieksza od zera, to gléwnym symbolem My
musi by¢ — (symbol staly, bo zaden prefiks w nie wskazuje na term zaczy-
najacy si¢ od zmiennej). Dodatkowo w = Aw’ dla A =1 lub 2. Zal6zmy, ze
A =1, dowod dla A = 2 przebiega analogicznie. Rozwazmy dwa przypadki:

e Gdy gtéwnym symbolem M; jest tez —, to mozemy zaaplikowaé¢ 1 do
obu stron réwnania i z definicji zastapienia podtermu dostaé, ze S uni-
fikuje 1(M;) = 1(Ms)[w" «— S(N)]. Zalozenie indukcyjne daje nam, ze
S unifikuje

1(My) = 1(Ms)[w" « NJ. (2.5)

7 zatozenia, ze S unifikuje My = Mslw «— S(N)] oraz z faktu, ze
dla w zaczynajacego sie od 1 prawe termy nie ulegajg zmianie przy
zastepowaniu, wiemy, iz S unifikuje 2(M;) = 2(Mz). To wraz z (2.5)
daje unifikowanie M; = Ms[w «— NJ.

e Gdy gléwnym symbolem M; nie jest —, to symbolem tym musi by¢
zmienna wolna (w przeciwnym wypadku po lewej i prawej stronie mie-
liby$my rézne state). Niech zmienng tg bedzie F.

— Jedli jest to zmienna pierwszego rzedu, to rozwigzanie dla M; =
Ms[w — S(N)] istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwia-
zanie dla rownania Fy; — Fy = Msjw <« S(N)]. Dalej za$ mozna
postepowaé tak, jak w przypadku, gdy gléwnym symbolem po
lewej stronie rownania byto —.

— Jedli jest to zmienna drugiego rzedu, to M; = FNj... N, i roz-
wigzanie dla My = My[w «— S(N)] istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje rozwigzanie dla réwnania

FlNl---Nn —DFQNl...Nn iMQ[w<— S(N)]

Dalej za$ mozna postepowaé tak, jak w przypadku, gdy gtéwnym
symbolem po lewej stronie réwnania byto —.
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Powyzszy lemat ma zastosowanie w sytuacji, gdy przepisywanie musimy
wykona¢ niekoniecznie zaczynajac od termu statego. Uogoélnienie, # ktorego
bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci tej pracy, wyglada tak:

Twierdzenie 2.1.13 (uogdlnione réwnanie redukcyjne i redukcja)
Niech S bedzie stalym podstawieniem i dalej niech Ny = N[22 «— S(N)]
bedzie réwnaniem redukcyjnym dla stalego systemu redukcyjnego P za-
czynajacym od termu S(N), a konczacym na pewnym termie Mj. Niech
FV(N)N (FV(N1) U FV(N3[22 < ¢])) = 0, gdzie ¢p jest pewna stala
pierwszego rzedu.

Jesli S unifikuje N1 = Na[w < NJ, to istnieje ciag redukeji

S(N) —p My —p -+ —p M.
Jesli istnieje ciag redukcji
S(N) —=p My —p -+ —p M,
to istnieje unifikator dla Ny = N[22 « N].

Dowdbd:

Jesli S unifikuje N3 = Naw < NJ, to takze unifikuje N3 = Nojw «— S(N)],
gdyz S jest stalym podstawieniem. Poniewaz to ostatnie jest réwnaniem
redukcyjnym dla stalego systemu redukcyjnego P zaczynajacym od termu
S(N), z twierdzenia 2.1.11 mamy ciag redukeji

S(N) —p M1 —p - —p Mk

Z kolei, jesli mamy ciagg redukcji, jak powyzej, to z twierdzenia 2.1.11
istnieje rozwiazanie S’ rownania N; = N3[22 « S(N)]. Zdefiniujemy

n, | S(z)dlaze FV(N)
§(z) = { S'(z) dla « ¢ FV(N).

Podstawienie S” unifikuje N3 = N[22 < N], gdyz zmienne z N sg roztaczne

ze zmiennymi z N1 1 No. O
Przedstawione uogdélnienie bedzie nam potrzebne jako cze$¢ konstrukeji po-
kazujacej nierozstrzygalno$¢é — jedno z utworzonych réwnan bedzie miato

jako term poczatkowy wynik podstawienia na pewien term.

Kodowanie

Bedziemy teraz definiowa¢ po kolei poszczegdlne elementy kodowania catego
procesu obliczania za pomoca automatu dwulicznikowego. Zaczniemy od ko-
dowania licznika. Bedziemy tutaj postugiwali sie dodatkows stalg pierwszego
rzedu c;.
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Definicja 2.1.14 (kod pseudolicznika)
Kod pseudolicznika plicznik(n, M), gdzie n jest liczba naturalna (zawartoscia
licznika) zas M jest termem, definiujemy rekurencyjnie jako

e plicznik(0, M) = M;
e plicznik(n + 1, M) = ¢; — plicznik(n, M).

Definicja 2.1.15 (kod konfiguracji i kod pseudokonfiguracji)
Kodem pseudokonfiguracji nazwiemy term postaci M; — Ms, w ktorym
M; = ¢y — plicznik(ni,cfh) dla pewnych liczb naturalnych n; i stanow ¢,
gdzie i € {1,2}.

Dla danej konfiguracji (g,n1,n2) okreslamy kod konfiguracji {(q,n1,n2)
jako

M g.n1noy = (co — plicznik(ny, cé)) — (¢p — plicznik(ng, cg)).
Na rys. 2.1.2 uwidoczniono wyglad takiego kodowania. Liczba n; oznacza

wartosé¢ pierwszego licznika, zas liczba ne oznacza wartosé¢ drugiego licznika.

1 2 . . . . . . .
State Cq1 Cq informuja, ze automat znajduje sie w stanie q.

Co kod

.
. stanu
° C1 Cq
.. Na-razy
c1 /\ \

Co

ni-razy \_“ ¢ kod 2. licznika
kod \
stanu kod 1. licznika

Rysunek 2.4: Wyglad konfiguracji

Wprowadzimy teraz system redukcyjny, ktéry bedzie symulowat oblicze-
nie danego automatu dwulicznikowego A. Za ponizsza definicja znajduje sie
szersze omoOwienie opisanych w niej elementéw konstrukcji.

Definicja 2.1.16 (system redukcyjny obliczania)

System redukcyjny obliczania Sym zdefiniowany jest jako zestaw regul prze-

pisywania ‘ '
Blj — Sym BY

7 0
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gdzie i € {1,...,|0]}, j € {1,2}, za$ termy BJ,B;j okreslone sa w zaleznosci

7
od i-tej reguty funkcji 4. Niech i-ta reguta ma postac

WLl,WL2, q1 —¢ Ol, 02, q2.

Ktadziemy ‘ A
Bl =c¢, — ¢! (2.6)

gdzie a = 0, jesli WLj = Z, lub a = 1, jesli WLj = NZ. Nastepnie

BY = 1(B]) = (c1 — c}y), o ile Oj = INC. (2.7)
BY = 1(B]) — c, o ile Oj = NOP; (2.8)
BY = c},, o ile Oj = DEC; (2.9)

Sprobujemy przyjrzeé sie dziataniu powyzszej definicji na przyktadzie. Za-
t6zmy, ze chcemy zapisa¢ w naszym systemie redukcyjnym reguty dla przej-
$cia:

Z,NZ, p —5 INC,DEC, gq.

Zgodnie z definicja tworzymy dla takiego przejécia dwie reguty:

B! — Sym Bll,
B? — Sym B”?.

Pierwsza z nich odpowiada temu, co sie dzieje w pierwszym liczniku — zgod-
nie z definicja stale kodujace stan wystepuja tutaj z gérnym indeksem row-
nym 1. Analogicznie druga reguta bedzie odpowiadata drugiemu licznikowi
i state kodujace stan wystepuja tutaj z gornym indeksem réwnym 2. Termy
B!, B? odpowiadaja za testowanie licznikéw i stanu wejsciowego, za$ termy
B, B” odpowiadaja wykonywanym operacjom na licznikach.

Term B! bedzie odpowiadal testowaniu zerowosci pierwszego licznika
i zgodnie z (2.1.16) jest rowny c¢o — 011). Zauwazmy, ze zgodnie z rysun-
kiem 2.1.2 taki term przypasowac sie moze tylko do konca lewej odnogi kodu
konfiguracji i to tylko w takiej sytuacji, gdy nie ma w tej odnodze zadnego
wystapienia statej ¢;, co odpowiada konfiguracji z n; = 0 — czyli sytuacji,
gdy licznik ten jest zerowy.

Term B? bedzie odpowiadal testowaniu niezerowosci drugiego licznika
i zgodnie z (2.1.16) jest rowny ¢; — 012). Podobnie jak poprzednio zgodnie
z rysunkiem 2.1.2 taki term przypasowaé sie moze tylko do korica prawej
odnogi kodu konfiguracji i to tylko w takiej sytuacji, gdy w tej koricowce wy-
stepuje cinie ma w tej odnodze zadnego wystapienia stalej ¢, co odpowiada
konfiguracji z ny > 0 — czyli sytuacji, gdy licznik ten jest niezerowy.

Operacja zwiekszania wartosci pierwszego licznika realizowana jest dzieki
postaci termu B’'. Zgodnie z definicja 2.1.16 ma on posta¢ cg — ¢ —
ct. Zauwazmy, ze wykonanie redukcji B! — Sym B'" powoduje zastapienie

q
cg — czl, przez ¢g — ¢, — c.. Ten ostatni term zgodnie z definicja kodu

q
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konfiguracji odpowiada wartosci licznika 1 — czyli w naszej sytuacji zastanej
wartosci powiekszonej o 1. Dodatkowo zamiast stalej c}) pojawia sie na koricu
prawej galtezi termu kodujacego licznik stata c?], co oznacza, 7ze wynikowy
term odpowiada konfiguracji, w ktérej automat znajduje sie w stanie gq.

Podobnie operacja zmniejszania drugiego licznika realizowana jest dzieki
postaci termu B’2. Zgodnie z definicja 2.1.16 ma on postac cg. Wykonanie
redukeji B2 — Sym B’ powoduje zastapienie ¢; — cf, przez c?]. Oznacza. to,
ze liczba ¢; w redukowanym termie sie zmniejszyta o 1, co oznacza dokltadnie
zmniejszenie licznika o 1. Jednoczes$nie nastepuje, podobnie jak w przypadku
pierwszej redukcji, przejscie od stanu p do q.

Zauwazmy, ze w powyzszym opisie zaktadaliSmy, ze wyjsciowy term ma
posta¢ taka, ze na koncu jego lewej odnogi znajduje sie czl,, za$ na koricu
prawej — cf,. Wymuszenie, aby podczas catej redukcji zachodzita taka wta-
snosé, jest w przypadku zwyktego przepisywania niemozliwe. Jednak okaze
sie, ze unifikacja pozwala na natozenie stosownych wiezéw na redukcje.

Tymczasem pokazemy zwigzek pomiedzy zdefiniowanym systemem prze-
pisywania a obliczeniami automatu. Na poczatku przedstawimy kilka tech-
nicznych lematéw opisujacych zaleznosci miedzy termami reprezentujacymi
konfiguracje a samymi konfiguracjami.

Lemat 2.1.17 (konfiguracja a testy licznikoéw)
Dla dowolnej konfiguracji (q,n,n’):
1. jeslin =0, to 1 (Mg nny) = co — cé;

2. jeslin' =0, to 2(Mg nn1y) = co — cg;

3. jeslin # 0, to 12"(Mg p ) = €1 — C3;
4. jeslin' #0, to 22" (Mg nry) = €1 —> C2.
Dowéd:
Po kolei dowodzimy poszczegdlne punkty.

1. Zlgodnie z definicjg plicznik(0,cj) = ¢}, a zatem M, ., = (co —

cq) — M’, co natychmiast daje nasze stwierdzenie.

2. Dowdd analogiczny do poprzedniego przypadku zostawiamy dla Czy-
telnika.

3. Indukcja ze wzgledu na n. Jesli n = 1, to zgodnie z definicja mamy, ze

plicznik(1,¢}) = ¢1 — ¢,

co natychmiast daje nasze stwierdzenie.

1 /
a zatem Mg, 1y = (co — c1 — ¢;) — M/,

Jeslin > 1, to z zalozenia indukcyjnego mamy, ze 12"‘1(M<q7n_17n/>) =
12" 1((co — plicznik(n — 1,¢})) — M’) jest rowne ¢; — ¢}, cayli

2" 2(plicznik(n — 1,¢})) = ¢1 — ¢}

ch L (2.10)
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Ale 12"(Mg ) = 12"((co — plicznik(n, c})) — M') = 12"((co —
¢1 — plicznik(n — 1, cé)) — M), co korzystajac z (2.10), daje

12"(M<q7n,n/>) =c; —» c;.

4. Dowdd analogiczny do poprzedniego przypadku zostawiamy dla Czy-
telnika.

O

Lemat 2.1.18 (konfiguracja a operacje na licznikach)
Jesli dla termu co — plicznik(n, ) przy pewnym j € {1,2} i stanie q zo-
stanie wykonana redukcja zgodnie z regutq postaci:
1. Blj — Sym 1(Bf) — ] —» c;, to wynikowy term ma postaé cg —
plicznik(n + 1, ¢);

2. Blj — Sym €1 —® c;, to wynikowy term ma postaé cy — plicznik(n,c;);
3. Blj — Sym czj,, to wynikowy term ma postaé co — plicznik(n — 1,(:;).

Dowd6d: ‘
Pokazemy najpierw przez indukcje ze wzgledu n, ze jesli term plicznik(n, c)
dla pewnego j € {1,2} i stanu ¢ zostanie wyredukowany regutami postaci:

1. Blj — Sym 1(Blj) — ¢1 — ¢}, to wynikowy term ma postaé plicznik(n +

1,c);
2. Blj — Sym €1 — c{,, to wynikowy term ma posta¢ plicznik(n, c{,);
3. Blj — Sym c{,, to wynikowy term ma postaé¢ plicznik(n — 1, c},)

Jeslin =1, to plicznik(l,cé) =c —» cé. Jedyna mozliwg postacia Blj
jest ¢; — ¢ (poniewaz co nie wystepuje w plicznik(1, f)), czyli zachodzi do-
pasowanie si¢ B] do calego termu, stad wynikiem redukcji jest odpowiednio

1. ¢1 — ¢1 — ¢} i wynikowy term ma postaé plicznik(2, ¢}) = plicznik(n+
La);

2. ¢ — c; i wynikowy term ma posta¢ plicznik(1, 07) = plicznik(n, 07),

3. clj, i wynikowy term ma posta¢ plicznik(0, 07) = plicznik(n — 1, 07)

Jedli n > 1, to znowu jedyna mozliwa postacia Blj jest ¢ — cg. Co
wiecej, miejsce dopasowania Blj do plicznik(n, c]z) znajduje sie w podtermie
2(plicznik(n, ¢)), gdy? 1(p1icznik(n,cg)) ma maksymalng dlugosé $ciezki
rowng 0, a samo plicznik(n, ¢§) ma maksymalng dlugosé sciezki rowna n,
czyli wieksza od 1. Poniewaz 2(plicznik(n, ¢7)) = plicznik(n — 1, ¢7), to ko-
rzystajac z zalozenia indukcyjnego, dostajemy, ze wynikiem redukcji termu
plicznik(n — 1, ¢}) jest
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, co daje z definicji plicznik(-), ze wynikiem redukcji

1. plicznik )
) jest plicznik(n + 1, ¢});
1
)

e
plicznik(n, c;
-1, ) co daje z definicji plicznik(-), ze wynikiem redukcji
,0,71 jest plicznik(n, c},)

(n

(n

2. plicznik(n
plicznik(n

(

3. plicznik(n — 2, ) co daje z definicji plicznik(-), ze wynikiem redukcji
plicznik(n, ¢) jest plicznik(n — 1, ).

Wracajac do dowodu gltéwnej naszej tezy, mozemy zatozy¢, ze n = 0 lub,
ze n > 0. W tej pierwszej sytuacji badany przez nas term poczatkowy ma
posta¢ ¢g — . W tej sytuacji B = ¢y — ci, gdyz tylko taki term spo-
§rod mozliwych dla Blj moze sie dopasowaé do naszego termu poczatkowego.
I dalej, w zaleznosci od drugiego termu I-tej reguty § mamy, ze wynikiem
redukcji jest

1. ¢g —»c1 — c; i wynikowy term ma postac¢ ¢ — plicznik(1, 017,) =cy —
plicznik(n + 1, c));

2. ¢y —» clj, i wynikowy term ma postaé

cp — plicznik(0, c;) = plicznik(n, clj,);

3. ta sytuacja jest niemozliwa, bo operacja DEC jest niemozliwa przy
tescie Z.

Dla n > 0 wiadomo, ze miejsce dopasowania Blj do ¢y — plicznik(n, cZ])
znajduje sie w podtermie 2(cy — plicznik(n,c&)) = plicznik(n,cg), gdyz
1(co — plicznik(n,cé)) ma maksymalna dlugos¢ sciezki réwna 0, a samo
co — plicznik(n, ¢)) ma maksymalna dlugos¢ sciezki rowna n + 1, czyli jest
wieksze od 1. Korzystajac z udowodnionego na poczatku obecnego dowodu
faktu, otrzymujemy, ze

1. plicznik(n,cg) redukuje sie do plicznik(n + 1,(:;), co daje, ze ¢y —
plicznik(n, cj) redukuje si¢ do ¢g — plicznik(n + 1, c));

redukuje sie do plicznik(n,c;) co daje, ze term ¢y —

)

)
plicznik ) redukuje sie do ¢y — plicznik(n, ¢);
) )
) -1

7

, co daje, ze ¢ —

redukuje sie do plicznik(n — 1, ¢
.h).

redukuje si¢ do ¢y — plicznik(n

3. plicznik

(n
2. plicznik(n ,c,jl
(n,cg
(n
plicznik(n

n, g

n, ¢4

]

Potrzebna jest jeszcze jedna definicja okreslajaca, jakie ciagi termdéw beda
odpowiadaty obliczeniom.

Definicja 2.1.19 (symetryczny ciag redukcyjny)
Powiemy, ze ciag termoéw Mgy, My, ... M, jest symetrycznym ciggiem reduk-
cyjnym, jesli
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e dla kazdego ¢ mamy M; — gym Mii1;

e istnieja takie ny i ng, ze dla j = 1,2 mamy 52" (M) = cg dla pewnego
q, oraz

o jedli dla jakiego$ ¢ mamy M; — gym M;41 zgodnie z reguly Blj — Sym
Bllj, to albo redukcja M;_1 —gym M; albo redukcja Mip1 — gym Mito
odbywa si¢ zgodnie z regula B —gym By, gdzie j/ = 3 — j, a l jest
numerem pewnej reguly w §.

Twierdzenie 2.1.20 (ciggi redukcyjne a obliczenia)
Automat A zatrzymuje sie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje symetryczny
ciagg redukcyjny

M<qs,070> == MO,Ml, “ e 7Mn == M<(If70,0>'

Dowdbd:
(=) Zalozmy, ze automat A sie zatrzymuje. Mamy wtedy skonczony ciag
konfiguracji:

<QS50,0> = <Q(],TL(1],TL(2)> 6 <Q1an%,n3> —§ TS <Qnan11wn%> = <qf50’0>

Zdefiniujemy teraz symetryczny cigg redukcyjny dla — gy, ktory bedzie
si¢ zaczynal od My, o0y 1 koriczyl na M<qf7070>. Zaltézmy, ze przejscie od
(qiyn},n?) do (git1, nilﬂ, n?Jrl) odbywa sie dzieki I-tej regule funkcji §. Okre-
imtn2) i Moy = M(Qm”}m?)[lzn} — Blll]

Pokazemy teraz, ze May; — sym Moir1 oraz Mo 1 — sym Ma;yo. Ta pierw-
sza redukcja zachodzi zgodnie z reguty Bl1 — Sym Bl’1 i niemalze bezposrednio

slimy term My; = M<

wynika z definicji Ma; i Mo;i1. Wystarczy tutaj pokazad, ze 12 (M;) = B}.
Gdy n! = 0, wynika to z lematu 2.1.17(1). Gdy n} > 0, wynika to z le-
matu 2.1.17(3).

Dla dowodu drugiej redukcji wystarczy, ze pokazemy rownosé¢ 1Mo; 1 =
1Ma; 10, oraz ze 2Mai1 — gym 2Ma;iyo dzieki regule B —g,,, Bj* systemu
redukcyjnego Sym. Przyjmiemy jeszcze, ze jesli [-ta reguta przejscia na j-
tym liczniku wykonywata operacje

e INC, to A7 =1;

e NOP, to AJ = 0;

e DEC, to AV = —1.

Dla dowodu 1Ms; 11 = 1Mo; o zauwazymy, ze

1Mo; = ¢o — plicznik(n}, c;i).
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Przy redukcji Ma; — gym Moi11 zas brata udzial, jak juz pokazalismy, reguta
Bl1 — Sym Bl'l, przy czym ten ostatni term w zaleznosci od wykonywanej w [-
tej regule operacji na pierwszym liczniku jest rowny: 1(B}) — ¢; — Cclm )
(dla INC), ¢; — c}hH (dla NOP) i c;iﬂ (dla DEC). W zwiazku z tym zgodnie
z lematem 2.1.18 term 1My 1 = co — plicznik(n} + Al céiﬂ). Jednoczesnie
n}H =n}+ Al stad 1Ma;1 = ¢ — plicznik(nzlﬂ, céiﬂ), ale zgodnie z defi-
nicja M<Qi+17”11+17”?+1>’ matny 1M<‘1i+17”11+17”?+1
co koniczy dowdd w tym przypadku.

Dla dowodu, ze 2Ms; 11 — gym 2Maito dzieki regule 312 — Sym Bl’2 Sys-
temu redukcyjnego Sym, wystarczy wykazac, ze istnieje takie m, ze zachodza
rownosci 22™ Mo 1 = 312 oraz 22 Mo 1o = Bl’Q. Pokazemy, ze m = n? ma
wtagnie taka wlasnosé.

Dla dowodu pierwszej z tych wlasnosci zauwazmy przede wszystkim, ze
2Ms; 11 = 2Mo;, gdy7z zgodnie z definicjg ta galaz termu Mo; nie jest zmie-
niana. W zwiazku z tym bedziemy sie teraz zajmowaé¢ pokazywaniem na-
szej whasnosci dla 2Ms;. Przy przechodzeniu od konfiguracji (q;,n},n?) do
konfiguracji (gi11,n} +1,n22+1> uzylismy sprawdzania, czy drugi licznik jest
zerowy, lub niezerowy. W tym pierwszym wypadku zgodnie z definicja
Bl2 = ¢y — cgi, za§ w tym drugim Bl2 = c — cgi. Zgodnie z lema-
tem 2.1.17(2) w pierwszym przypadku mamy 227 Moy = co —» cg = B?,

i

_ A 1
y =co —> phczmk(niﬂ,cqiﬂ),

za§ w drugim zgodnie z lematem 2.1.17(4) — 22”?M2i =c —» c?]i = Bl2.

Dla dowodu 227 May;io = BP? zauwazymy, ze n?,, = ni , + A? oraz
zgodnie 7 definicj plicznik(-) mamy 2(Ma; o) = co — plicznik(n2 + A2, ¢})).
W zwigzku z tym w zaleznosci od wartosci A2, a co za tym idzie wartosci
operacji na drugim liczniku:

1. dla INC — 22"?(M2i+2) =B —»c¢ — C(QHH, przy czym dla wykony-

wanego na drugim liczniku testu Z mamy B = ¢, zas$ dla testu NZ —
B = C1,

2. dla NOP — 22"12 (M2i+2) = C1 —> C2

qi+1?

3. dla DEC — 227 (My;9) = ¢2

qi+1"

Zauwazmy, ze odpowiada to stosownie przypadkom (2.7), (2.8), (2.9) w de-
finicji 2.1.16. Stad dostajemy 227 (Ma;12) = Bj?. To konczy dowdd ostat-
niego przypadku dla (=).

(<) Zalozmy, ze istnieje symetryczny cigg redukcyjny
M<qs70,0> — MO, Ml; . e ,Mn — M<qf70,0>.

Przez indukcje ze wzgledu na i od 0 do |n/2| (|:] oznacza liczbe zaokra-
glong do najwiekszej liczby catkowitej mniejszej od podanej w argumencie)
pokazemy, ze



o6

e kazde My; jest kodem pewnej konfiguracji {q;, n},n?);

° Jesll 1> 0, to redukcje Moy;_o — Sym Mo, 1 1 My — Sym Mo, Odby—
waja sig dzigki regutom B} —gyn, Bj' i B? —gym Bj? dla pewnego
[ (niekoniecznie odpowiednio);

e jesli ¢ > 0, to dla tak zdefiniowanych konfiguracji mamy
<Qi*1’ nzl—la n?_1> ) <qia nil’ n12>

7 tego zas natychmiast wynika nasza teza.

Dla ¢ = 0 mamy z postaci ciagu redukcji, ze My jest kodem (gs, 0,0), czyli
qo = qs,n(l) =0i n% = 0. Dodatkowo do naszej tezy indukcyjnej dotozymy
jeszcze, ze dla dowolnego 4 jesli dla Mo; 4 — gym Mo;—3 redukcja odbywa sig
zgodnie z regula Blj — Sym Bl/j, to redukcja Ma;_3 — gym Moi—2 odbywa sie
zgodnie z reguta Blj/ — Sym Bllj/, gdzie 7/ = 3 — j, a [ jest numerem pewnej
reguty w 4.

Zatozmy, ze i > 0. 7 zalozenia indukcyjnego mamy zdefiniowane konfi-
guracje dla i —1. Wiemy w zwiazku z tym, ze Ma;_o = M<qi7n11 n2)- Z definicji
symetrycznego ciggu redukcyjnego wiemy, ze Ma;_2 — gym Mo;—1. Poniewaz
kazda reguta redukcji Sym odpowiada jakiej$ regule §, to mozemy przyjac,
ze wspomniana przed chwila redukcja odpowiada pewnej regule [ z §. Mamy
dwa przypadki:

e i = 1; tutaj redukcja Mai_o —gym Moi—1 jest pierwsza redukcja
w ciggu. Oznacza to jednak w $wietle ostatniego warunku okresla-
jacego symetryczny cigg redukcyjny, ze Ma;_1 — gym Mo; odbywa sig
takze wedtug I-tej reguly 4.

e i > 1; z zalozenia indukcyjnego wiadomo, ze redukcja Mo;i—4 —sym
Ms;_3 i redukcja Ma;_3 — gym Ma;—2 odbywaja sie zgodnie z I'-ta re-
guly §. Przy czym I’ jest rozne od [ (gdyz kazda reguta przepisywania
B! —gym B’ w Sym zmienia staly z 2(B]); ta zas ostatnia wlasnosé
wynika z umieszczonego w definicji 2.1.8 warunku (2) ograniczajacego
dopuszczalne maszyny dwulicznikowe). To ostatnie tacznie z ostat-
nim warunkiem okre§lajacym symetryczny ciag redukcyjny oznacza, iz
redukcja Mo;_1 — gym Mo; odbywa si¢ wedtug I-tej reguly 6.

Wiemy zatem, ze redukcje Ma;_o — gym Mai—1 i Mai—1 — gym Ma; odbywaja
sie zgodnie 7 [-ta reguly funkcji §. Dalsza czes¢ dowodu poprowadzimy dla
sytuacji, gdy najpierw wykonywana jest redukcja Bl1 — Sym Bl’l, a potem
redukcja Bl2 — Sym Bl'2, dowdd dla przypadku gdy redukcje te sa wykonywane
w odwrotnej kolejnosci jest analogiczny.

W zwiazku z tym, ze term 2(Ma;_o) nie zawiera wystapienia zadnej statej
postaci c}], to redukcja zgodna z reguta Bl1 — Sym Bl’1 musi zachodzié¢ w pod-

termie 1(Ma;_2), ktory jest rowny co — plicznik(nj_y, ¢l ). W zwigzku
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z tym zgodnie 7z lematem 2.1.18 po otoczeniu ¢y — plicznik(n)_; + Al céi)
kontekstem, takim jak mial cg — plicznik(nilfl,céi_l) w Mo;_o, dostajemy

Mo;_1 = (¢o — plicznik(n} ;| + Al c;i)) — 2(Mg;—2)

(A = 1, gdy w I-tej regule operacja na pierwszym liczniku jest INC; Al = 0,
gdy w I-tej regule operacja na pierwszym liczniku jest NOP; Al = —1, gdy
w [-tej regule operacja na pierwszym liczniku jest DEC).

W zwiazku z tym, ze term 1(My;—1) (= 1(Ma;—2)) nie zawiera wystapie-
nia zadnej stalej postaci cg, to redukcja zgodna z reguta Bl2 — Sym Bl'2 musi
zachodzi¢ w podtermie 2(Ma;_1), ktory jest réwny co — plicznik(n? |, Cgi—l)'
W zwiazku z tym zgodnie z lematem 2.1.18 po otoczeniu ¢y — plicznik(n?_1+
AZ cgi) kontekstem takim, jak miat ¢y —» plicznik(n?fl,cgi_l) w My;_1, do-
stajemy

My; = (g — plicznik(n} ;| + Al c;i)) — (o — plicznik(n? | + A?, cgi))

(A% =1, gdy w I-tej regule operacja na drugim liczniku jest INC; A2 = 0,
gdy w I-tej regule operacjg na drugim liczniku jest NOP; A% = —1, gdy
w [-tej regule operacja na drugim liczniku jest DEC).

Pokazaliémy w takim razie, ze Mo, jest kodem konfiguracji (q;,n} | +
Al n? | + A?%) oraz 7e redukcje Moo —gym Mai—1 i Mai—1 —gym Mo
odbywaja sie dzigki regutom B! —gy, B/l i B} —gym Bj* dla pewnego [.
Pozostaje jeszcze przez chwile zatrzymaé sie nad pokazaniem, ze

<Qi—17nz‘1717n?71> ) (qlﬁnzlfl + AI?“?*I + A2>7

co pozwoli nam zdefiniowaé¢ n} = n! | + Al'i n? = n? | + A% Oczywiscie
pokazemy, ze przejscie to odbywa sie zgodnie z I-tg reguty §. Termy 1(Blj)
to stale co lub ¢; w zaleznosci odpowiednio od tego, czy testujemy Z, czy
NZ. Taki term dopasowuje si¢ do ¢y — plicznik(n_;,c},_,) tylko, gdy n_,
jest odpowiednio rowne zeru lub rézne od zera. Nastepnie na liczniku wy-
konywana jest operacja. Zauwazmy jednak, ze wartoéci A7 sa zdefiniowane
zgodnie z operacjami wykonywanymi na licznikach. Stad ng_l + A7 jest
rzeczywiscie wynikiem wykonania wskazanej w [ operacji na j-tym liczniku.

]
Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w dowodzie (=) korzystalisémy w istotny
sposob z tego, ze maszyny dwulicznikowe, ktore redukujemy maja wspo-
mniana w definicji 2.1.8 wtasnos¢ (2).

Koordynacja

Jak do tej pory przedstawiliémy konstrukcje ttumaczaca przepisywanie ter-
méw na unifikacje oraz ttumaczaca obliczenia maszyny dwulicznikowej na
przepisywanie w pewnym systemie przepisywania terméw. Te elementy nie
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wystarczaja jednak jeszcze do pokazania nierozstrzygalnosci unifikacji — nie
mamy na razie mechanizmu pozwalajacego stwierdzié, ze uzyskane w wyniku
unifikacji przepisywanie rzeczywiscie koduje obliczenie automatu dwuliczni-
kowego. W dodatku samo pytanie, czy dane dwa termy sa osiagalne jeden
z drugiego przy stalym przepisywaniu jest rozstrzygalne ([BN98]). Do uzu-
pelienia catego zestawu konstrukcji brakuje jeszcze jednego elementu — za-
pewnienia, ze ciag redukcji, ktéry uzyskamy w wyniku unifikacji i ktéry ma
za zadanie symulowaé¢ obliczenia automatu dwulicznikowego, bedzie syme-
trycznym ciggiem redukcyjnym — to wystarcza do zapewnienia ttumaczenia
wyniku unifikacji na obliczenie. Niniejsza sekcja poswiecona jest opisowi
pewnego dodatkowego systemu redukcyjnego, ktérego uzycie zapewni nam,
ze uzyskany w dotychczasowych konstrukcjach ciag redukcyjny bedzie syme-
tryczny.

Najpierw opiszemy termy, ktére beda reprezentowaty ciggi kodéw konfi-
guracji.

Definicja 2.1.21 (ggsienica (pseudo)konfiguracji)
Zbior &P ggsienic pseudokonfiguracyi, okreslamy rekurencyjnie tak:

e c3 € BP;

e jesli M € &P, to takze M — co — N € &P dla dowolnego kodu
pseudokonfiguracji N,

przy czym state ¢y i c3 sa Swiezymi stalymi nie wystepujacymi w zadnych
pseudokonfiguracjach.

Gasienice pseudokonfiguracji M, w ktorej dla pewnego ciagu kodow pseu-
dokonfiguracji Ni,..., N, mamy 1°22(M) = Nj;, oznaczamy w ponizszych
rozwazaniach przez [Ny, ..., Ny].

Zbior ggsienic konfiguracji (ozn. &) to podzbior &P, do ktorego naleza
tylko te gasienice pseudokonfiguracji, ktorych kazdy podterm bedacy kodem
pseudokonfiguracji jest kodem konfiguracji.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja odpowiada doktadnie temu, co uzysku-
jemy jako wynik zastosowania unifikatora uzyskanego w twierdzeniu 2.1.11
do réwnania z definicji 2.1.10. Stalym c¢ i d z definicji 2.1.10 odpowiadaja
tutaj odpowiednio state c3 i ¢4, termowi My term odpowiadajacy kodowaniu
konfiguracji poczatkowej, czyli Mg, 0,0y, zas termowi My — term M, o o)
odpowiadajacy konfiguracji koncowej automatu dwulicznikowego.

Kolejng rzecza, ktora opiszemy jest staly system redukcyjny, ktéry bedzie
sprawdzal, czy dana gasienica pseudokonfiguracji jest gasienica konfiguracji.

Definicja 2.1.22 (system redukcyjny koordynacji)

System redukcyjny koordynacji Ko zdefiniowany jest jako zestaw regut prze-

pisywania ' '
CZJ — Ko nga

D; —k, D;

77

E — Ko E/7
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gdzie Q = {q1,...,qn}, 5 € {1,2}, i = 1,...,n. Termy C},C7,D;, D}
okreslimy w zaleznosci od stanu ¢; automatu. Jesli oznaczymy -ty stan
przez q;, to

Cl=¢ — by, el =d,, (2.11)
D; = (¢o — cél_) — (co — cgi), D] = ¢y, (2.12)
E=C3 —> Cy —> C9, EI203. (213)

Przyjrzyjmy sie teraz przyktadowi zastosowania powyzszej redukcji do
sprawdzania, czy dana gasienica pseudokonfiguracji jest gasienicg konfigura-
cji. W tym celu przedstawimy redukcje zaczynajaca sie od termu uwidocz-
nionego na rysunku 2.5.

Rysunek 2.5: Przyklad termu, ktéry bedziemy redukowaé systemem koor-
dynacyjnym

Zauwazmy, ze czesci termu z rysunku 2.5 otoczone kreskowana linig pa-
suja do redukcji zdefiniowanych w punkcie (2.11) definicji 2.1.22. Jezeli za-
stosujemy te redukcje, to uzyskamy w wyniku term uwidoczniony na ry-
sunku 2.6. Warto tutaj nadmieni¢, ze mamy tutaj do czynienia 7z pewnymi
ogb6lnymi mechanizmami, ktore tatwo zrozumieé analizujac powyzszy przy-
ktad i zwracajac uwage na ponizej wyszczegdlnione mozliwosci jego modyfi-
kacji.

e Zauwazmy przede wszystkim, ze podtermy, do ktérych zastosowalismy
naszg redukcje, maja postaé plicznik(1, cf]) dla pewnego stanu ¢ oraz
goérnego indeksu i. Gdyby taki term miatl postac plicznik(n,cfl) dla
n > 1, to mozna byloby zastosowaé n razy regulte zgodna z punktem
(2.11) definicji 2.1.22 i dostac¢ podobnie jak na rysunku 2.6 kod licznika
o wartosci 0.

e Nastepnie zauwazmy, ze zmniejszanie wartosci licznikow analogiczne do
zauwazonego w poprzednim punkcie mozna przeprowadzié¢ dla wielu ko-
déw pseudokonfiguracji, ktore ewentualnie moga by¢ zaczepione w pod-
termach wskazywanych przez Sciezki postaci 1™22.
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Rysunek 2.6: Po wyzerowaniu licznikéw

o Wreszcie zwréémy uwage, ze mamy tu mozliwosé zmniejszania liczni-
kéw niezaleznie od tego, czy stany kodowane w statych ¢ dla roznych 4,
ale w tym samym kodzie pseudokonfiguracji, sa takie same, czy rozne.

Rysunek 2.7: Po sprawdzeniu, ze kody standéw na koncach licznikéw sie
zgadzaja

Przyjrzyjmy sie teraz sytuacji, jaka uzyskaliémy w wyniku zastosowania
pierwszego zestawu redukcji. Wyglad termu z naszego konkretnego przy-
ktadu uwidoczniony zostal na rysunku 2.6. Zauwazmy, ze otoczone przery-
wang linig termy odpowiadaja regutom redukcji zdefiniowanym w punkcie
(2.12) definicji 2.1.22. Warto tutaj nadmieni¢, ze wspomniane reguty dadza
sie zastosowad tylko, gdy state identyfikujace stan dla pierwszego i drugiego
licznika reprezentuja ten sam stan. To wlasnie jest kluczowy moment roz-
poznawania, czy pseudoopis jest rzeczywistym opisem. Jesli stale sie nie
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zgadzaja, to w redukowanym przez nas termie pozostanie nieredukowalny
podterm postaci (co — cj,) = (co = ¢2,).

Wynikiem redukcji termu z rysunku 2.6 jest term uwidoczniony na ry-
sunku 2.7. Tutaj wszystkie miejsca, gdzie zgadzaly sie stany w kodach po-
szczegblnych licznikéw, zamienione zostaly na staly co. Zauwazmy, ze lewa
dolna czes¢ tego ostatniego termu (otoczona linig przerywang), pozwala te-
raz zastosowaé regule (2.13). Wynikiem zastosowania tej reguly jest term
z rysunku 2.8. Ten ostatni term mozna znowu zredukowaé korzystajac z tej
samej reguty. W koncu uzyskujemy samg stata c3. W ten sposéb mozna
wyredukowaé¢ dowolnej wielkosci term, jednak caly proces sie nie zablokuje
tylko, jesli wszystkie kody pseudokonfiguracji, ktore byty umieszczone w ga-
sienicy, mogly zosta¢ wyredukowane do co, czyli tylko wtedy, gdy w rzeczy-
wistosci byty kodami konfiguracji.

c3

Rysunek 2.8: Po jednym kroku zmniejszania dtugodci termu bedacego wyni-
kiem sprawdzania kodéw stanéw

Rozwazania zwigzane z powyzszym przykladem mozemy sformalizowaé
w ramach nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.23 (koordynacja dla gasienic pseudoopisdw)
Niech My bedzie gasienicg pseudokonfiguracji dla pewnego automatu. Term
My jest gasienica konfiguracji wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag redukcji

Mo — ko M1 — ko -+ — Ko Mp = c3.

Dla dowodu powyzszego twierdzenia potrzebne bedg nam dwa lematy. Pier-
wszy z nich opisuje wykonywane w systemie Ko redukcje kodéw pseudokon-
figuracji.

Lemat 2.1.24 (koordynacja dla koddw pseudokonfiguracji)
Kazdy term

My = (¢g — Plicznik(nbc(;l)) — (¢p — plicznik(ne, c32)),

gdzie q1,q2 $q pewnymi stanami automatu, redukuje sie w systemie redukcyj-
nym Ko do termu

(co = ¢g,) = (co = c,).
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Dowdd:

Najpierw przez indukcj(g ze wzgledu na liczbe n pokazemy, ze plicznik(n, cé)

redukuje si¢ do ¢, dla i € {1,2}. ' '
Dla n = 0 z definicji plicznik(n, ¢;) = cj.
Dla n > 0, korzystajac z zalozenia indukcyjnego, dostajemy redukcje

pliqznik(n - 1,cf1) — Ko cf]. Poniewaz, plicznik(n,cfl) = ¢; — plicznik(n —

1,¢,), otrzymujemy

. . 7 )
plicznik(n, ¢;) — ko €1 — ¢

Stosujac odpowiedniag regule z zestawu (2.11) z definicji 2.1.22 dostajemy
natychmiast ‘ ‘ ‘
plicznik(n, ¢;) = ko €1 — ¢4 — Ko Cy-

Korzystajac z powyzszego faktu wykonujemy nastepujacy ciag redukeji:

My = (co — plicznik(ny, ¢}, )) — (co — plicznik(ng, cZ,))
—rko (co — cl) — (co — plicznik(ny, cZ,))
Ko (o= cg,) = (co = c3,),
ktory daje nam oczekiwana teze. ]

Drugi lemat moéwi, ze gdy potrafimy kod pseudokonfiguracji zredukowaé do
statej co, to ten kod jest kodem konfiguracji.

Lemat 2.1.25 (pseudokonfiguracje, ktore sg konfiguracjami)
Jesli term

My = (cg — plicznik(nl,cél)) — (cp — plicznik(n2,032))

redukuje sie w systemie redukcyjnym Ko do stalej co, to q1 = qo.

Dowdd:

Zauwazmy, na mocy lematu 2.1.24, ze My — g, (co — ¢j,) — (co — ¢Z,).
Ten ostatni term redukuje sie, zgodnie z definicjg 2.1.22 do ¢ tylko, gdy
stany q1 i go sa rowne. U

Mozemy teraz przystapi¢ do wlasciwego dowodu.

Dowdd twierdzenia 2.1.23:
(=) Zalozmy, ze My jest gasienica konfiguracji dla pewnego automatu. Do-
wod przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe kodéw pseudokon-
figuracji w Mj.

Jesli w My jest zero kodow konfiguracji, to My = c¢3 i w tej sytuacji ciag
redukcji sktada sie z jednego termu, wtasnie z M.

Jesli w My znajduje sie n > 0 kodéw konfiguracji, to korzystajac z zato-
zenia indukcyjnego otrzymujemy ciag redukcji

1(M0):M6 —Ke - — Ko M = c3. (2.14)

n
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Nastepnie, korzystajac z lematu 2.1.24, otrzymujemy
22(Mo) = M§ — ko — ko Myn = (co — cg,) — (co — ¢2) (2.15)

n

Jednak g1 = ¢9, poniewaz My jest gasienica opisow (a nie pseudoopisow).
Mozemy zatem wykonaé¢ redukcje

(CO — Cél) — (CO —> 032) — Ko C2 (2‘16)

zgodnie z regutami (2.11). Laczac redukcje (2.14) z redukcjami (2.15), do-
stajemy:

MO = 1(M0) — Q(MQ) — Ko (Cg —> Cy —> 22(M0)) —> Ko (63 —> Cp —> CQ).

Ten ostatni term moze zosta¢ zredukowany zgodnie z reguta (2.13) do ¢3, co
daje zadana teze.

(<) Zalozmy, ze istnieje ciag redukeji
My — ko M1 — Ko+ — Ko My = c3.

Nasza teze pokazemy przez indukcje ze wzgledu na liczbe m kodéw pseudo-
konfiguracji, ktore znajduja sie w gasienicy Mj.

Jezeli m = 0, to My = c3, a zatem My jest zgodnie z pierwszym punktem
definicji 2.1.21 gasienica konfiguracji.

Jezeli m > 0, to M,y = ¢c3 — co — ca, gdyz tylko reguta c3 —
co — 2 —g, c3 daje w wyniku stala c3. Co wiecej, w calej redukcji,
oprocz ostatniego kroku, nie byt wykonywany redeks wskazywany przez e.
Gdyby tak byto, to ktorys z terméw M; bytby réowny co lub céi dla pewnego
q; oraz j, a z takiego termu nie ma zadnego ciagu redukcji, ktoéry prowa-
dzitby do ¢35 — co — co, gdyz kazdy krok redukcji zmniejsza rozmiar termu.
W zwiazku z powyzszym wszystkie redukcje w ciagu My — ko -+ — ko Mp—1
odbywaja sie albo w 1(M;), albo w 2(M;) dlai = 1,...,n — 1. Z redukcji
w termach 1(M;) mozna utworzy¢ ciag redukcji

1(Mo) — ko 1(M1) =Ko -+ Ko L(Mp_1).
Poniewaz 1(M,,—1) = c3, mozemy skorzystac z zatozenia indukcyjnego i uzy-
ska¢, ze 1(My) jest gasienica konfiguracji. Aby dokonczy¢ dowdd, ze My jest
gasienica konfiguracji, wystarczy pokazac, ze 22(My) jest kodem konfiguracji.

Na mocy przeprowadzonych juz wczesniej rozwazan wiemy, ze mamy re-

dukcje
2(My) — ko 2(M1) — ko -+ Ko 2(My—1) = c2 — C2.

Poniewaz, 12(My) = co, wszystkie ewentualne redukcje odbywaja sie w ter-
mach 22(M;). Mamy zatem ciag redukcji:

22(Mo) Ko 22(M1) ~ ko = Ko 22(Mp—1) = c2,

co na mocy lematu 2.1.25 daje, ze 22(Mj) jest kodem konfiguracji. U



64

Nierozstrzygalno$é problemu unifikacji

Mozemy wreszcie podsumowaé nasze dotychczasowe rozwazania i udowodnié
najwazniejszy wynik tej czesci pracy

Twierdzenie 2.1.26 (unifikacja z prostymi argumentami)
Problem unifikacji z prostymi argumentami jest nierozstrzygalny.

Dowdd:

Pokazemy, ze dla dowolnego automatu dwulicznikowego A = (Q, gs, Gk, 0)
potrafimy efektywnie skonstruowaé uktad réwnan unifikacji drugiego rzedu
z prostymi argumentami, ktory ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy A
sie zatrzymuje. Na mocy twierdzenia 2.1.7 wyniknie z tego nierozstrzygal-
no$¢ tego rodzaju unifikacji. Ten uktad to

FB}...BjyBf ... Bj(cs = c2 — My, 00)) =
= (FBY'...BjyBY ... Bjjjc3) — (c2 = Mg, 0.0)), (&)

GC’llC’l 01202 DlD‘Q‘E(C5—>C4—‘>63):

[e] Q|
= (GCr...ClL.CP2...C[3Dy...D|, E'cs) = (ca = N), (&)

1Q 1Q Q]
przy czym

e F'i ( s3 niewiadomymi,

o N = FBll .. B|16\B% .o B‘25|(03 —> Cy —> M(Qk7070>);

o B;'- wraz 7 B;i dlai=1,2 oraz j = 1,...,|d| sa okreslone jak w defini-
cji 2.1.16;
o C},Cj'-i,Dj,D;,E,E’ dla ¢ = 1,2 oraz j = 1,...,|Q| sa okreslone jak

w definicji 2.1.22;

Zauwazmy tutaj, ze rownanie & jest rownaniem redukcyjnym dla sys-
temu Sym zaczynajacym od My, o0), a koiczacym na Mg, 9.0y Co wigce]
dla dowolnego stalego podstawienia S, takiego ze G ¢ dom(S) wiemy, iz
S(&2) jest rownaniem redukeyjnym dla systemu Ko zaczynajacym od S(N),
a koriczacym na c3. Mozemy teraz przystapi¢ do wlasciwego dowodu.

(<) Zalozmy, ze automat A zatrzymuje sie. Na mocy twierdzenia 2.1.20
istnieje wtedy symetryczny ciag redukcyjny

M<¢]s,070> = My —Sym My —Sym ‘" 7 Sym M, = M<(If7070>' (2.17)
Z powyzszego ciggu mozna utworzy¢ gasienice [My, ..., M,] = Ny (zob. no-
tacja okreslona w definicji 2.1.21). Poniewaz wszystkie M; sa kodami konfi-

guracji, to na mocy twierdzenia 2.1.23 istnieje ciagg redukcyjny

No — ko N1 =Ko - — Ko Np/ = c3. (2.18)
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Na mocy twierdzenia 2.1.11, skoro istnieje ciag (2.17), to rownanie £ ma
unifikator S. Bez utraty og6lnosci mozemy zatozy¢, ze dom(S) = {F'}. Po-
zwala to na zastosowanie twierdzenia 2.1.13 do (2.18) i uzyskanie rozwiazania
dla rownania ;.

(=) Zalozmy, ze rownania &1,y maja rozwigzanie S. Na mocy twierdze-
nia 2.1.11 mamy ciag redukcji:

M<¢Is,070> = My —Sym My —Sym " T Sym M, = M(Qf7070> (2.19)
oraz na mocy twierdzenia 2.1.13 ciag redukcji:
No — ko N1 =Ko -+ — Ko Np/ = c3, (220)

gdzie No = S(FB; ... B‘lﬂB% . B‘%'(c;g —> ¢y — Mg, 0.0y))- Na mocy twier-
dzenia 2.1.11 term Ny jest gasienica [M, ..., M ], przy czym M] = 1?22Nj.
W zwiazku z tym z twierdzenia 2.1.23 zastosowanego do ciggu (2.20) wynika,

iz My, ..., M/, stanowia parzyste elementy pewnego symetrycznego ciaggu re-
dukcyjnego, a zatem na mocy twierdzenia 2.1.20 automat A zatrzymuje sie.
]

2.2 Unifikacja ze zmiennymi w pozycjach czolowych

Przeanalizujemy teraz inny ciekawy szczegblny przypadek unifikacji drugiego
rzedu — zdefiniowana w koricu rozdziatu 1, unifikacje ze zmiennymi w pozy-
cjach czotowych. Problem ten pozwoli nam stwierdzi¢ rozstrzygalnosé¢ kon-
tekstowego problemu wyprowadzania typow dla pewnego podsystemu AP,
ktory bezposrednio odpowiada logice pierwszego rzedu. Systemem tym zaj-
miemy sie bardziej szczegdlowo w rozdziale 3.

Udowodnimy tutaj nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.2.1 (rozstrzygalno§¢ unifikacji ze zmiennymi

w pozycjach czotowych)
Istnieje niedeterministyczny algorytm rozwiazujacy problem unifikacji ze

zmiennymi w pozycjach czotowych (dla sygnatur z co najmniej jedna stala)
w czasie 20(nlogn),

Twierdzenie to udowodnimy, korzystajac z serii faktéw szacujacych roz-
miary rozwiazan istniejacych tutaj rownan.

Fakt 2.2.2 (r6wnanie dopasowaniowe)

Wezmy pod uwwage réwnanie postaci FMy ... M, = M, gdzie F jest zmienng
wolng, za$ My, ..., M,, M sq¢ termami zamknietym: drugiego rzedu. Je-
§li S jest unifikatorem tego réwnania, to S(F) = Axy...x,.N oraz kazda
Sciezka w w N jest Sciezkg w M.
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Dowdd:
Indukcja ze wzgledu na k — maksymalng dtugosé Sciezki w M.
Jedli k =0, to M = ¢ dla pewnej stalej c. W tej sytuacji S(F') = A\Z.c lub
S(F) = Azy...x5.x;. W obydwu przypadkach teza naszego faktu zachodzi.
Jeslik > 0,to M = fN;... N, dla pewnego n’ oraz terméw zamknietych
drugiego rzedu Ny, ..., N,». Mamy teraz mozliwe dwie sytuacje:

1. S(F) = Axy...xn.24,
2. S(F)=Xr1...xn.fN]...N/,.

W pierwszym przypadku teza jest oczywista, bo w x; istnieje tylko $ciezka €.

W drugim przypadku zalézmy, ze w fN7... N/, mamy Sciezke w # e.
W takim razie w = ', gdzie ¢ € {1,...,n'} oraz o’ jest Sciezka w NJ.
Okreglimy teraz réwnanie

F'My...M, = N,.

Rownanie to ma rozwiazanie okreslone jak nastepuje S’(F') = Ax; ...z, .N].
Z zalozenia indukcyjnego, poniewaz ' jest §ciezka w N/, to w’ jest §ciezka
w N;, a co za tym idzie iw’ = w jest Sciezka w fNy... N, = N. O

Teraz wprowadzimy pewne pojecie, ktére pomoze nam sformutowac na-
stepna wlasnos¢, ktora opisuje bardziej ogolna sytuacje, z jaka mamy do
czynienia w naszej unifikacji.

Definicja 2.2.3 (warstwy uktadu réwnan)
Dla danego uktadu réwnan E unifikacji ze zmiennymi w pozycjach czotowych
okreslamy zbior

WE={M=N| (M=N)cF oraz
N jest termem zamknietym }

oraz rekurencyjnie na podstawie istniejacego juz zbioru WZE zbior
WE, ={(FMy... My, =GN;...N,) € E | F nie wystepuje w WF,

G wystepuje w WF oraz
(FMy...M,, =GN;...N,) ¢ Ujgi WjE}.

O réwnaniach z VVZE bedziemy moéwic, ze nalezg do i-tej warstwy E. Przez
W¥ bedziemy oznaczali J;cy W/ .

- E . 4z
Warto zauwazy¢, ze | J;cy W,* nie musi by¢ réwne E.

Fakt 2.2.4 (rozmiary rozwigzai w warstwach)
Niech F bedzie zmienng wystepujgcqg w i-tej warstwie uktadu rownan E,
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a S unifikatorem E. Jesli S(F) = \xy...xn.M, gdzie n jest arnodcig F, to
liczba Sciezek w M jest ograniczona przez

J

7
> 27 ] (2.21)
j=0 k=0

gdzie mq to maksymalna liczba $ciezek w termach ze zbioru A réwnego
{N | N jest termem bez zmiennych oraz w E istnieje réwnanie N' = N},
za$ mj; dla 7 > 0 to maksymalna liczba Sciezek w termach ze zbioru

{Ny | istnieje (M =GNy ...N,) € WJE orazk=1,...,n}.

Dowadd:
Na poczatku zauwazmy, ze 7 istnienia zmiennej F' w i-tej warstwie wynika,
ze zbior A jest niepusty (jego pustosé implikowalaby pustosé warstwy 0).

Dalej dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na ¢ — numer
warstwy.

Jedli i = 0, to wzor (2.21) sprowadza sie do mg. Zauwazmy jednak, ze na
mocy faktu 2.2.2 dla kazdego réwnania F'Ny ... Ny = N 7 zerowej warstwy
liczba $ciezek w M (okreslonym zgodnie ze wzorem S(F) = Azy...xz,.M)
jest ograniczona przez liczbe Sciezek w N, a co za tym idzie przez mg, co
konczy dowéd w tym przypadku.

Jesli ¢ > 0, to wykonujemy podstawienie S na zmiennych wystepujacych
w warstwie 0 1 dostajemy nowy uktad E’, ktory ma warstwy od 1 do i — 1
ma takie same jak E warstwy odpowiednio od 2 do i, warstwa za$ zerowa to
warstwa 1 uktadu F ze zmiennymi z warstwy zerowej zastapionymi zgodnie
z podstawieniem S. Z zalozenia indukcyjnego mamy zatem

i—1 j

1 !/
> 2 I mi
j=0 k=0

gdzie m; = mjiq dla j > 0 oraz my < mg + memy. To ostatnie wynika

z faktu, ze po zastapieniu zmiennej F' z warstwy zerowej w FE przez jej
rozwiazanie z S dostajemy w rownaniach pierwszej warstwy termy, w ktérych
liczba $ciezek ogranicza sie przez liczbe Sciezek w F' plus wszystkie $ciezki,
ktore pochodza z argumentéow F'. Tych pierwszych jest co najwyzej mg, bo
rozwiazanie podstawiane na F (fakt 2.2.2). Tych drugich jest co najwyzej
mom1, bo wszystkie $ciezki pochodzace z argumentow sa sufiksami $ciezek



68

z rozwiagzania dla F'. Mozemy zatem wykona¢ nastepujace przeksztatcenia:

S Tl = g S Tl ) <

=1
< mo +momi +myg Z;:1 27 Hfg 1 ME41
+ momy Z 127 Hk L my <
< mo+ momi + mom; Z 127 Hk 1 M1
+ moma Z 2 Hk 1 mg41 =
_ i = J
= mgy+mgemq + 2mgomy Z 2 Hk:l Mpy1 <
< mg +2momy + moml Z 2]“ [Thq mig1 =

— m0+2m0m1+z ]+1 H]+1 my =
m0+2m0m1+2] 22 Hk oMk =

Z; 02 Hk o Mk-

O

Powyzszy fakt pozwala natychmiast udowodni¢ nasze gtéwne twierdzenie

Dowdd Twierdzenia 2.2.1:
Na mocy faktu 2.2.4 dowolny unifikator S podstawia na zmienne z W¥
dla zbioru réwnan E termy o liczbie $ciezek nie przekraczajacej

(2m)" —1
2m —1 ~

gdzie m jest maksymalng liczba $ciezek w niezawierajacym zmiennych wol-
nych podtermie naszego uktadu réwnan. Wynika to z faktu, ze wszystkie
m; 7z faktu 2.2.4 majoryzuja sie przez m, a warstw nie moze by¢ wiecej
niz roéwnan, czyli ich wielko$¢ jest mniejsza od n bedacego wielkoécig zada-
nia. Poniewaz m tez sie majoryzuje przez n, wiec liczba ta nalezy do klasy
90(nlogn) 7 kolei na kazda zmienng F wystepujaca w E\W¥ wystarczy
podstawi¢ term postaci Azj...,x,.c, gdzie n jest arnoscia F', a ¢ z gory
ustalong stata w sygnaturze.

W zwiazku z powyzszym wystarczy, ze nasz algorytm w niedetermini-
styczny sposéb dla kazdej zmiennej bedzie generowalt term o liczbie pozycji
nie przekraczajacej wartosci

n _
n(2n) 17
2n—1

a nastepnie sprawdzal, czy tak uzyskane podstawienie jest unifikatorem. Ta
pierwsza czynnos¢ moze by¢ wykonana w czasie 201087 ody; zeadniecie
kazdego symbolu wymaga stalego czasu, a liczba zmiennych jest ograniczona
przez n. Druga czynnoéé¢ sprowadza sie do wstawienia rozwigzan do réwnar
i wykonania redukcji oraz poréwnania. Wykonanie redukcji wymaga tylko
przejrzenia rozwigzania i wstawienia w odpowiednie miejsce wyniku, porow-
nanie wymaga tylko przejrzenia obu stron réwnania. Wszystkie te czynnodci
mozna wykonac¢ w czasie 20("1987) ¢o tacznie daje ztozonose 20(nlegn) [



69

2.3 Unifikacja ze zmiennymi w pozycjach czotlowych
— trzeci rzad

Pokazemy tutaj redukcje problemu odpowiedniosci Posta do problemu uni-
fikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czotowych. Problem ten
jest o tyle interesujacy, ze wskazuje na granice miedzy problemami rozstrzy-
galnymi a nierozstrzygalnymi.

Problem 2.3.1 (problem odpowiedniosci Posta)
Dane: Dwa ciggi stow nad alfabetem {0,1}

Wiy ..., Wn,
PLy-- s Pn
Pytanie: Czy istnieje taki cigg indeksow iy,i, ... iy, (m >0), ze

Wiy Wiy *** Wi, = PiyPig " Pimy
Wiadomo, ze

Twierdzenie 2.3.2 (nierozstrzygalno§¢ problemu odpowiednio$ci

~ Posta) .
Problem odpowiedniodci Posta jest nierozstrzygalny.

Dowdd:

Zobacz [HUT9]. O
Skonstruujemy na podstawie danych dwoch ciagéw stow uktad réwnan

unifikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czotowych, ktérego roz-

wigzywalnog¢ jest réwnowazna znalezieniu ciggu indekséw Posta. Najpierw

pokazemy translacje stow.

Definicja 2.3.3 (translacja problemu Posta dla stb6w)

W naszej translacji bedziemy uzywaé¢ dwdch symboli funkcyjnych fo i fi
typu a — « dla jakiego$ ustalonego typu bazowego a. Stowo w = wy - - wy,
kodujemy jako

@ = Az fun (- (fun (2)) ).

Teraz przedstawimy wtasciwy uktad réwnan:

Definicja 2.3.4 (uktad roéwnai kodujacy problem Posta)
Niech beda dane dwa ciagi stow: wq,...,w, oraz pi,..., p,. Okreslimy uktad
rownan E, , jako

Fz.z)...(Az.x) c,
Fzd)...(Azd) = d.

Uwaga: zakltadamy tutaj obecno$é dwéch dodatkowych statych ci d typu a.
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Pokazemy teraz zasadnicza wtasnosé tej translacji:

Lemat 2.3.5 (translacja problemu Posta zapewnia

réwnowaznosé)
Dla dowolnej instancji problemu Posta w postact ciggow wi,...,w, o0raz
Pl,-- -, P instancia ta ma rozwigzanie wtedy i tylko witedy, gdy uktad rownan

E.., ma rozwigzanie.

Dowdd:
(=) Zalozmy, ze instancja problemu Posta ztozona z ciaggow wy, . .., w, oraz
Pl,--.,Pp Ma rozwiazanie w postaci ciagu indekséw 41, ...,%y,. Okreslimy

podstawienie S jako
S(F)=Ax1...xn.xiy (- (x,0) ).

Pierwsze réwnanie E, , jest spetnione przy tym podstawieniu, bo ciag in-
deksow jest rozwigzaniem problemu Posta. Réwnanie drugie jest spetnione,
gdyz po podstawieniu terméw Azx.x na wszystkie zmienne i wyredukowaniu
dostaniemy stala c. Trzecie réwnanie jest spelnione, bo po podstawieniu na
x;, termu Az.d redukcja daje d.

(<) Zalozmy, ze E, , ma unifikator S. Taki unifikator daje S(F) =

Axq...xn,.M. Term M nie jest termem staltym (bez zmiennych x1,...,x,),
gdyz dla réznych argumentéow daje rozne wyniki (rownanie 2. i 3.). Mozna
zalozy¢ zatem, ze ma on posta¢ Axi, ..., Tn.xi (- (24, (M"))---), gdzie M’

nie zaczyna sie od zmiennej. Poniewaz w drugim réwnaniu wynikiem jest
¢, term M’ jest rowny c. Pierwsze rownanie implikuje w zwigzku z tym, ze
Wiy " Wiy, = Piy =" Pin- O

Twierdzenie 2.3.6 (nierozstrzygalnos¢ unifikacji trzeciego

rzedu)
Unifikacja ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czotowych jest nieroz-

strzygalna.

Dowdbd:

Na mocy lematu 2.3.5 mozna przettumaczy¢ instancje problemu Posta na
instancje problemu unifikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czo-
towych w taki sposéb, ze te ostatnie sg rozwigzywalne wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje rozwigzanie instancji problemu Posta. W zwiazku z tym uni-
fikacja nie moze by¢ rozstrzygalna, gdyz jej rozstrzygalnosé¢ implikowataby
rozstrzygalnosé problemu Posta, co jest sprzeczne 7z twierdzeniem 2.3.2. [



Rozdzial 3

Wybrane systemy typow
1 unifikacja

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie zastosowaniem uzyskanej wiedzy na
temat roznych podprobleméw unifikacji drugiego rzedu do rozwigzywania
zagadnienn zwigzanych z typami. Pokazemy tutaj, ze wyprowadzanie typow
w rachunku A2 w wersji Churcha jest nierozstrzygalne oraz, ze kontekstowe
wyprowadzanie typéw w podsystemie rachunku AP odpowiadajacym logice
pierwszego rzedu jest rozstrzygalne.

3.1 Wyprowadzanie typéw w rachunku \2 w wersji
Churcha

W obecnym podrozdziale przedstawimy dowdd nierozstrzygalnosci problemu
wyprowadzania typoéw w rachunku A2 w wersji Churcha. Dowdd przeprowa-
dzimy przez sprowadzenie problemu unifikacji 2. rzedu z prostymi argu-
mentami do problemu wyprowadzania typow. Redukcja ta bedzie dziataé¢
dla przypadku, gdy mamy dostepny przynajmniej jeden symbol statej typu
a — « — « oraz przynajmniej jeden symbol stalej typu a. Ten pierwszy
symbol bedziemy oznaczali tutaj przez znane nam juz —, za$ zbiér symboli
statych typu « przez Const,. Translacje redukujacg okreslimy dla ukta-
déw réownan unifikacji 2. rzedu z prostymi argumentami, ktore sktadaja
sie z pojedynczego réwnania. Nie zmniejsza to ogélnosci naszych rozwazan,
gdyz w obecnosci symboli wieloargumentowych mozna wiele réwnan ztozyé
w jedno kladac termy réwnan w odpowiednie argumenty takich symboli.
Dla danego uktadu réownan E wynikiem kodowania bedzie term Churcha
kod(F) o takiej wlasnosci, ze E ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
dla pewnych I' i 7 osad

'y kod(E): T

mozna wyprowadzi¢ w A2.
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Opiszemy teraz kilka intuicji zwigzanych z zastosowanym tutaj kodowa-
niem. Przede wszystkim nasze termy bedziemy kodowaé jako typy w ra-
chunku A2. Symbol statej — bedzie bezposrednio kodowany jako strzatka
typowa —. Nasze kodowanie instancji bedzie dobrane tak, ze typy pewnych
zmiennych przedmiotowych beda odpowiadaly podtermom naszego zadania
unifikacyjnego (w ponizszej definicji zmienne z indeksem ,spr”). Rownosé
typow odpowiadajacych termom po réznych stronach réwnania sprawdzana
bedzie dzieki nastepujacemu mechanizmowi. WeZzmy pod uwage term

V1 ('U2M1)('U2M2).

Dziatamy w rachunku w wersji Churcha, w zwiazku z tym, skoro v nie jest
zaaplikowane do zadnego typu, to typ argumentu przy pierwszym wystapie-
niu vo musi by¢ taki sam, jak typ argumentu vy przy drugim wystapieniu,
czyli typ My musi by¢ rowny typowi My (w ponizszej definicji role vy beda
peié¢ zmienne z indeksem ,rwn”).

Kodowanie termu z symbolem — bedzie sie odbywato z wykorzystaniem
mechanizmu widocznego w termie:

U1 (U2 ('U3M1))('U2M2).

Tutaj zmienna vz bedzie miata typ mar, — 7ar,, gdzie Ty, jest typem M; dla
i =1,2. Wynika to z tego, ze w pierwszym argumencie v; (termie vy (vsMy))
wymuszane jest, ze argument zmiennej vs ma typ taki jak typ My, zas wy-
nik taki, jak typ argumentu vy. W drugim argumencie vy (termie volMo)
wymuszane jest zas, ze typ argumentu vy jest taki, jak typ Ma.

Kodowanie niewiadomej 2. rzedu bedzie sie odbywalo za pomoca wol-
nej zmiennej przedmiotowej. W osadzie rachunku A typ dla takiej zmiennej
podawany jest w kontekscie. W problemie wyprowadzania typu kontekst
jest nieznany, co doskonale odpowiada sytuacji w rownaniu unifikacyjnym
— tam postaé¢ termu podstawianego przez rozwigzanie na niewiadoma dru-
giego rzedu jest poczatkowo réwniez nieznana. Argumenty zmiennej dru-
giego rzedu sg zakodowane jako typy, do ktorych zaaplikowana jest zmienna
przedmiotowa. Jedli vp koduje zmienng drugiego rzedu F', a argumenty tej
zmiennej sa bezposrednio kodowane przez typy 7i,...,Tn, t0 vpTL - -+ T jest
podtermem, ktorego typ (o ile jest wyprowadzalny) jest bezposrednim ttu-
maczeniem wyniku zastosowania rozwigzania do termu F'7y - - - 7, (uwaga na
drobne naduzycie notacji — typy 7; utozsamiliémy z ich odpowiednikami
z symbolem —, zob. kodT() w definicji 3.1.2).

Powyzsze uwagi wtasciwie opisuja gltéwne idee zwigzane z uzytym tutaj
kodowaniem. Sama definicja ma jeszcze pewne dodatkowe elementy, maja
one jednak mniejsze znaczenie i sg zwiazane z koniecznoscig przeprowadzenia
definicji rekurencyjnej po calym termie.

Wprowadzimy najpierw pomocniczg definicje mitego podtermu.
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Definicja 3.1.1 (mite wystgpienie)

Powiemy, ze wystgpienie podtermu M termu N jest mite w N, jesli M
nie jest zmienng oraz na Sciezce wiodacej do tego wystapienia nigdzie nie
wystepuje zmienna 2. rzedu.

Oto za$ samo kodowanie:

Definicja 3.1.2 (kodowanie rdéwnania)

Niech bedzie dane réwnanie drugiego rzedu z prostymi argumentami M; =
My (oznaczaé je bedziemy takze przez E). Wprowadzmy dwa roztaczne
zbiory zmiennych typowych

Gr = {7.| c € Const,}
oraz
ALZ{OCZ“Z'GN}.

Okreslimy kodowanie termoéw drugiego rzedu bez zmiennych oraz ze stalymi
ze zbioru {—} U Const,, jako:

e kodTX (N7 — Ny) = kodTX (Ny) — kodT*X (Ny);
e kodT¥(c) =7, dla c € X.
Obierzmy dwa zbiory parami réznych zmiennych przedmiotowych:

VE ={oM | M jest milym wystapieniem w ktoryms z M; dla i = 1,2
lub zmienna},

VE = {vll, | M jest mitym wystapieniem podtermu w ktéryms z

M; dla i =1,2}.
Dodatkowo wprowadzimy jeszcze trzy pomocnicze zmienne przedmiotowe:
2, Vgl 1 Upara. Kodowanie dla mitych wystapien okreslamy jako:
e kodM?(FN;...N,,v) =

Upara (VN (0, KodTOM e (N7) . kodT oMt (N,)2) (Wit Nroz),

rwn rwn rwin
gdzie I jest zmienng drugiego rzedu o arnosci n;

o kodM” (¢, v) = vpara (ViunUspr2) (V5 v2) gdzie ¢ € Consty;

e kodM”(N; — Na,v) =

Upara (vN1—N2 (UUSA{,} JkodM” (N, USZY)})) (vNNa—N2 vé\{frkodME (N2, Ugfr ).

Wreszcie okreslimy kod dla naszego réwnania F
kod(E) = Aaye, - - - Yey, -AUpara : @ — 00 — QA2 a.)\vscér Yey - - .vscg; Ve -
M E M M. E M.
Upara (Ugl ’Usp; kodM (Mla ’Usprl ))(Ug] ’Usp? kodM (MQ’ Usp? ))’

gdzie {c1,...,¢m} = Const,.
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W ponizszym tekscie bedziemy chcieli pokazaé, ze jezeli zdefiniowany
powyzej term kod(E) ma typ, to jest nim

Va'ycl...fycm.(aeaea)_>a_>%1_>..._>%m_>a.

Powyzszy typ bedziemy w naszych rozwazaniach oznaczali przez 7s.
Przedstawimy teraz serie pomocniczych faktéw, ktére pozwola nam po-
kazac, ze istnienie podstawienia dla instancji E = {M; = M} pozwala na
okreslenie kontekstu, w ktorym kod(E) bedzie sie typowac.
Opis kontekstu wyznaczonego przez podstawienie wyglada tak:

Definicja 3.1.3 (kodowanie podstawienia)
Niech S bedzie podstawieniem o wtasnosci takiej, ze FV(E) C Dom(S).
Okreslimy
Iy = {vNi=N2  xodTOO18 (§(Ny)) — a — a | Ny — N3 ma mile
wystapienie w M; lub My} U
U {vENwNo godTComsta (S(FNy ... N,)) — a — a | F € Dom(S) i
ma arno$¢ n oraz F'Nj ... N, ma mile wystapienie w M7 lub My} U
U {vf Ve, - e, kodTCOSSUX (V) | S(F) = Azy ... 2. M oraz
X = {,CCl,...,ZEn}} @]
U {v,, 1 kodT¢"t (¢) — a — a | ¢ € Const,} U

rwn

U {0l :kodT% (S(N)) | N ma mile wstapienie w M lub M}

U {vg : kodTCmste (S(M7)) — a — a}.

Okreslimy tez
I's =T U{vpara:ax = o — o, z:a}.
Zauwazmy, ze dla kazdych dwoch podstawien Sq, Ss, ktore spetniaja warunek
wstepny niniejszej definicji mamy Dom(I'g,) = Dom(I's,). Pozwala to na
okreslenie Domy,qst = Dom(I'g, ).
Musimy udowodni¢ w tym momencie pewien techniczny fakt:
Fakt 3.1.4 (podstawienia w typach)
Dla M = Mz ...2,,.M', gdzie M’ jest termem 2. rzedu ze statymi z Const,
nie zawierajgeym X\ oraz FV (M) = (), mamy
Constq _ Const,UY N[~ . =
kodT (NF(MN; ...N,)) =kodT (M) Yz, == Ti

przy caym 7; = kodTC (N}) 1Y = {z,...,2,}.

Dowdd:
Indukcja po budowie termu M.



75

e M' = ¢, gdzie ¢ € Const,. W tym przypadku

kodTC°mste (NF(M Ny ... Ny,)) = kodTosta(c)
(7 definicji M")
= Y
(z definicji kodT (+))
= YelVa; := 7
(Ve # 7.)
— kOdTCOHSt“UY(M')[’y;i — 7:;]
(7 definicji M").

o M' =z, gdzie x; € Y. W tym przypadku
kodTComsta (NF(M Ny ... N,,)) =kodTCmste (NF(Azy ... 2y.2:) N1 ... Ny))
(z definicji M)
=kodTnste (V;)
(B-redukcja)
— e, 0, = 7
(1 = kodTCosta (V;))
— kodTConstaUY (Ml)[’Y;i . 7:;]
(7 definicji M").

e M' = M| — MJ. 7 prostej whasnosci (-redukeji mamy

kodTComste (NF(M Ny ... N,,)) =

kodTConsta (1\IF(]\41]\[1 L Nn) — NF(MQNl c. Nn)) (31)

przy czym M; = Axq... :ch]’ Z zalozenia indukcyjnego mamy
kodT "' (NF(M; N1 ... Ny,)) = kodT ™Y (M) [y7, := 7]
dla 7 = 1,2. To zas po zaaplikowaniu definicji kodT () do (3.1) daje
kodTC°nste (NF(M Ny ... N,)) =
= kod T (M) [, = 7] — koIt Y M)z, := 7,

co po zastosowaniu wlasnosci podstawienia i wspomnianej juz wtasno-
$ci B-redukcji daje natychmiast oczekiwane:

kodTCo"te (NF(MN; ... N,)) =
— (kochonStaUY(M{) N kochonStaUY(Mé))[’y;i = ﬁ] —
= kodTCmstaVY (M4 = 7).
U
W tym momencie mozemy udowodnic¢ lemat pozwalajacy okresli¢, w jaki
sposob unifikator pozwala na skonstruowanie typowania.

Lemat 3.1.5 (wtasno$¢ kodowania podstawienia)
Niech S bedzie podstawieniem, takim ze FV(E) C Dom(S). Dla kazdego
podtermu N wystepujgcego w E mamy, zZe

I's FxodM”(N,vY ):a

s Yspr

jest wyprowadzalne w systemie \2 w wersji Churcha.
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Dowdd:
Indukcja ze wzgledu na strukture termu N.

e N = ¢ dla pewnego ¢ € Consty. W tym przypadku z definicji mamy
kodM” (¢,v5,,) = Upara (VSn0Epr2) (Voum V). Z definicji kontekstu ko-
dowania mamy I's(vg,) = 7. oraz I's(z) = a. Poniewaz I's(v

Ye — a — «, otrzymujemy

Forn)
rwn/

c c .
I'shk VrwnUspr? & &,

co, ze wzgledu na fakt, ze I'g(vpara) = @ — @ — «, implikuje

FS - vpara(vl?wnvgprz) (vfwnvé\grz) e
e N = FNj...N, dla pewnej zmiennej 2. rzedu F o arnosci n oraz dla
Ny, ..., N, bedacych termami bez zmiennych. W tym przypadku

kodME (FNy ... Ny, vENt-Nny = 0 (0EN G- N (0E 7 0L o7)2)

e FN1...Nu, FNy..N
(vrwnlm nvspr b nZ)?
gdzie 7; = kodT®"% (N;) dla i = 1,...,n. Postaramy sie teraz uza-
sadnié, ze ta cato$¢ typuje sie do «. Zaczniemy analize od pierwszego
argumentu Upara. Z definicji kontekstu mamy
Ts(vE) = Ye, - Ve, kodTCOmSUX (A1),

rwn

przy czym Azy ...z, M = S(F) oraz X = {z1,...,2,}. Oznacza to,
ze
T's b 01 - T kod TN (M7, 2= 7).

FNy.

FNwv-Nooma w kontekscie I's typ rowny

Pierwszy argument v

kodTComsta (S(FNy ... N,)) = kodTstea (S(F)Ny ... N,)
(N; nie maja zmiennych)

— kodTConstauX (M)h/;z — ,7:;]
(z Faktu 3.1.4).

Drugi argument vZV1-

omawiane tutaj termy do v

~Nn to o. Poniewaz za$ z ma typ «, to aplikujac
FNi.

Trwin

~Nn uzyskujemy

FNy..Nn(, F ,
Lo b g™ (VpgnT1 - - - Tn) 2t Q.

UzyskalisSmy w ten sposob typowanie dla pierwszego argumentu vpara.
Przechodzac do typowania drugiego argumentu, zauwazmy, ze z defini-
cji g (vEN1-Nn) = kodTComste (S(FNy ... Np)). Jak juz jednak zauwa-
zylismy to ostatnie jest rowne kodTCO"steUX (M)[v; = 7], w zwiazku
z czym natychmiast dostajemy

FNi...Np, FN1..Ny, .
e "zl
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To koriczy analiz¢ typowania dla drugiego argumentu vpara. Oba ar-
gumenty typuja sie w I'g do . Poniewaz z definicji I's(vpara) = @ —
a — «, dostajemy

FN1...Nn( F

I's F vpara(Vpgm Vyon Tl -« - Tn)2)(V

FNi..Ny FN1 Np
rwn <

rwn ) Q.
e N = Nj — N> dla pewnych terméw Ni, No. W tym przypadku defini-
cja okresla

kodM” (N; —» Na, USZ}])}”NU = vpam(er‘K}IﬁN2 (vé\{}r”N%Nl)kodME(Nl, Spr))

( leNQUNQkOdME(N% spr))

TWI]

7 zalozenia indukcyjnego mamy

I's F kodM? (N, vli) - o

2y Vspr

dla i € {1,2}. Z okreSlenia typow vég}f"NQ,vé}g w I's uzyskujemy

I's F véglr_"N?vég}r kodTCmste (S(Ny)). Poniewaz w I's typem vN1—>N2

jest kodT ot (S(Ny)) — a — a, dostajemy

Ni1—N: N1—N2,, N E
FS - vrwln 2( spi" 2,Uspi")kOd'M (Nl? spr) s

co stanowi typowanie dla pierwszego argumentu Upara- Dla drugiego
argumentu Upara, korzystajac z typowania dla vspr
mnianego juz zatozenia indukcyjnego, dostajemy

w I'g oraz ze wspo-

I's F oN1i=Ney NogodMP (N, v Spr) .

rwn spr

Polaczenie typowan dla argumentow vpara daje

I's k- Upara( %;N2(véglr_bN2végllr)kOdME(Nl’ spr))

( N1—>N2UN2kOdME(N2a spr)) s

rwn

Jako wniosek dostajemy

Whiosek 3.1.6 (unifikator pozwala na typowanie)
Jesli S jest unifikatorem E, to Iy - kod(E): s, da si¢ wyprowadzi¢ w sys-
temie A2.

Dowdéd:
Zatozmy, ze E = {M; = Ms}. Lemat 3.1.5 moéwi, ze
Iy F kodM® (M;, v2i) : o

Ly ¥spr

dla i = 1,2. Z definicji I's typy dla vy i vMi pozwalaja wyprowadzic

spr

Ts - vgullikodM” (M;, vl : a.

spr 15 Vspr
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To zas implikuje

T'gk vpara(vglvé\ggkodME(Ml, vé\gﬁ))(vglvé‘gfkodME(MQ, vé\gf ) :a,

co po dotozeniu lambd z definicji kod(-) daje doktadnie
s Fkod(E): 7s.
U

Teraz mozemy przystapi¢ do pokazywania, ze réwniez istnienie wyprowa-
dzenia pozwala na okreslenie unifikatora. Na poczatku przedstawimy, w jaki
sposob bedziemy przeksztalcaé typy na termy.

Definicja 3.1.7 (od typu do termu)

Niech n > 0. I niech z1,...,z, beda dowolnymi zmiennymi. Okreslimy
operacje tkod'({xy...x,), 7). Nasze kodowanie typow bedzie sie sktadalo
z dwoch operacji:

tkod' ({x1...xpn),7e) = ¢, gdy c € Consty;

tkod' ({x1 ... xp), ;) = z;dlaie{l,...,n};

tkod'((z1 ... xy), Va.T) = ¢ przy czym cg jest wyrdzniong
stala;

tkod ((z1...2n), 71 — 72) = tkod ((z1...x,),71) —»

tkod' ((z1...xp), T2).
Teraz mozemy zdefiniowaé

tkod(Vay ...qn.7) = Axq...zp.tkod ((T1...2,),7T)
przy czym T nie zaczyna sie od
kwantyfikatora, a x; dla
t=1,...n s3 Swiezymi
zmiennymi.

Podamy teraz okreslenie podstawienia, ktére bedzie budowane na pod-
stawie srodowiska typowego.

Definicja 3.1.8 (konstrukcja podstawienia)
Dla danego srodowiska I', o wlasnosci Dom(I") € Domypggst, okreslimy pod-
stawienie St jako

Sp(F) = tkod(I'(vE, ),

rwn

e o F
o ile vy

€ Dom(I).
Okreslimy jeszcze pomocniczy kontekst
A ={vpara:@ = a— o, z:a} U{V5n 7. — o — a | c € Constg}.

Potrzebny nam bedzie fakt okreslajacy zalezno$¢ miedzy translacjami
tkod i kodT.
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Fakt 3.1.9 (tkod i kodT)
Dla dowolnego termu bez zmiennych M mamy

tkod(kodT st (M) = M.

Dowéd:
Indukcja ze wzgledu na budowe termu M.

e M = ¢, gdzie ¢ € Const,. W tym przypadku mamy z definicji naszych
transformacji tkod(kodTC"te (¢)) = tkod(y.) = c.

o M = M; — My. W tym przypadku z definicji kodT (-) mamy

tkod(kodTCOsta (M) — My)) =
— tkod(kodT "t (M) — kodTCmste (My)).

Z kolei z definicji tkod(:) mamy

tkod(kodT oSt (M) — kodT oSt (My)) =
= kodTCosta (M) — kodTCOmSte (My).

Z zalozenia indukcyjnego mamy

tkod(kodTCosta (M) = My,
tkod(kodTomste (My)) = My,

co pozwala nam zakoriczy¢ szereg rownosci:

kodT ot (V) — kodT O™t (My) = My — My = M.

Udowodnimy teraz pewien techniczny fakt dotyczacy podstawien.
Fakt 3.1.10 (podstawienia w typach - 2. spojrzenie)
Niech vk, ma typ Ve, ... Yz, T, gdzie T nie zaczyna si¢ od V. Dla kazdej
Sciezki w w T mamy
tkod(w(7)[Vz, := kodTComsta (N;)]) = NF(MNj ... Ny),

gdzie M = Axy ... xp.w(Mp) i Sp(F) = Ay ... . M.

Dowadd:
Indukcja ze wzgledu na budowe w(7).
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e w(T) ="y, gdzie ¢ € Const,. Wtedy

tkod(w()[7z, = kodTComsta (N;)]) = tkod(7e)
(definicja podstawienia)
= tkod'({),7c)
(definicja tkod())
= c
(definicja tkod/(-))
(B-redukcja)
= NF(Sp(F)Ni...N,)
(definicja Sr).

® W(T) =,- W tym przypadku

tkod(r[y7, 1= kodTComta (V;)]) = tkod(kodTComte (N;))
(definicja podstawienia)
= N;

(fakt 3.1.9)
(B-redukcja)
= tkod(VVay - - Y Ya; ) V1 - - Npy
(definicja tkod(-))

= NF(Sp(F)Ni ... Ny)
(definicja Sr).

e 7 =Va.7'. Ten przypadek nie zachodzi, gdyz z zalozenia 7 nie zaczyna
sie od V.

e T =1 — 7. W tym przypadku

tkod(r[y7, 1= kodTComsta (N;)]) =
(definicja podstawienia)
= tkod(7 [vz, := kodTComsta (N;)] — o[vy, := kodTComsta (N;)]) =
(definicja tkod(-))
= tkod(7i [z, := kodTComsta (N;)]) — tkod(7ae[yz, := kodTCOosta (N;)])

O

Lemat 3.1.11 (wtasno§é kodowania kontekstu)
Niech M ma mite wystgpienie w My lub Ms. Dla kazdego $rodowiska I oraz
typu o, takich zZe

I, A FkodM? (M, vM): a

» Yspr

jest wyprowadzalne w systemie A2, mamy tkod(F(vé‘gr)) = Sp(M).
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Dowdd:
Indukcja ze wzgledu na budowe M.

e M = c dla pewnej stalej ¢ € Const,. Poniewaz vS,, ma w A typ
’yc — a — « oraz ze wzgledu na posta¢ kodM”(c, v v,r) uzyskujemy, ze

r ma typ 7. w I'. To implikuje tkod(I'(vg,,)) = ¢ = Sr(c).

e M = N; — Nj dla pewnych terméw N; i Ny. Poniewaz termy
kodME(Nl,vspr) dla i € {1,2} sa podtermami kodM” (M, vspr) istnieja
T;, takie ze

I, A+ kodM? (N, vli): 7

1y ¥spr
dla ¢ = 1,2. Poniewaz kodM¥ (P,v) = Vpara’1 P2 dla dowolnego termu
P oraz zmiennej v oraz odpowiednich P; i P, oraz poniewaz A(vpara) =
a — a — «, uzyskujemy, ze 7, = a dla ¢ = 1,2. Zatozenie indukcyjne
daje nam réwnos¢ tkod(I'(v)i)) = Sp(N;) dla i = 1,2, wiec rzeczywi-
Scie w niniejszym przypadku tkod(I'(v)l)) = Sp(M).

e M = FN;...N, dla pewnego n-arnego symbolu zmiennej F. Po-
niewaz zmienna v% = jest zgodnie z definicja przyktadana w termie
kodM” (M, v}l) do ciagu typow kodTComsta (N}), ..., kodT oSt (N,,),
typ vk, ma posta¢ V., ... 7, .7 dla pewnego typu 7 oraz zmiennych
typowych %1, ey Ve W zwiadzku z tym, ze W pozycji pierwszego

argumentu oM wystepuje vspr oraz term

oF KkodTOMste (V) ... kodT oSt (N,,),

I'Wl'l

rwn

to typ vé‘gr jest rowny 7y, 1= kochonSta(N )]. Z faktu 3.1.10 wiemy,
ze
tkod(7[vz, := kodTComsta(N;)]) = NF(Sp(F)Ny ... Ny,),
co w zwiazku z zalozeniem, ze N; dla ¢ = 1,...,n nie zawieraja zmien-
nych, natychmiast daje nasz wynik: tkod(I'(v Sp]r)) Sr(M).
O

Znowu mozemy podsumowaé powyzsze rozwazania uzytecznym wnio-
skiem:

Whiosek 3.1.12 (typowalnoSé zapewnia istnienie unifikatora)
Jesli istnieje takie $rodowisko T oraz typ 7, ze I' - kod(E): 7 da si¢ wypro-
wadzi¢ w systemie X2, to St jest unifikatorem E.

Dowd6d:
Posta¢ kod(E) implikuje, ze typy vie oraz v} sa réwne (zmienne te sg
umieszczone jako pierwsze argumenty vg). Mamy zatem
Sr(Mp) = tkod(I'(v Spr)) = (lemat 3.1.11)
= tkod(T(vi?)) =  (typy vip}, vip? réwne)
= Sr(Ms) (lemat 3.1.11)
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Twierdzenie 3.1.13 (nierozstrzygalnos§¢ wyprowadzania typow)
Problem wyprowadzania typéw w systemie A2 w wersji Churcha jest nieroz-
strzygalny.

Dowadd:
Whiosek 3.1.6 oraz wniosek 3.1.12 implikuja, ze dla danej instancji £ pro-
blemu unifikacji istnieje term kod(FE) systemu A2 w wersji Churcha, taki ze
F ma unifikator wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje §rodowisko I oraz typ T,
takie ze osad

' kod(E):T

jest wyprowadzalny w A2. Istnienie takiej translacji oraz twierdzenie 2.1.26
implikuja, ze problem wyprowadzania typow w systemie A2 w wersji Churcha
jest nierozstrzygalny. U

Uwaga 3.1.14 Warto zwroci¢ na marginesie uwage na fakt, ze zaprezen-
towana tutaj konstrukcja dziala takze dla predykatywnej wersji systemu
A2 wprowadzonej przez Leivanta w [Lei91]. Wszystkie typy, ktore sa tutaj
podstawiane na zmienne typowe nie maja kwantyfikatoréw, co odpowiada
randze 0 typow Leivanta.

3.2 Kontekstowe wyprowadzanie typow dla logiki
pierwszego rzedu

W obecnym podrozdziale przedstawimy zanurzenie logiki pierwszego rzedu
w rachunku AP. Nastepnie przedstawimy dwa sposoby rozumienia problemu
kontekstowego wyprowadzania typow dla uzyskanego, odpowiadajacego lo-
gice pierwszego rzedu fragmentu systemu AP. Pokazemy, ze te dwa sposoby
roznig sie na tyle istotnie, ze wyprowadzanie typow dla pierwszego z nich jest
nierozstrzygalne, za$ dla drugiego da sie sprowadzi¢ do problemu unifikacji
ze zmiennymi w pozycjach czotowych, o ktérym wiemy, ze jest rozstrzygalny
z twierdzenia 2.2.1.

Bedziemy sie tutaj postugiwali zmodyfikowana wersja rachunku AP. Jego
reguty dla wersji Curry’ego przedstawione zostaly na rysunku 3.1. Rachu-
nek ten bedzie wygodniejszy przy okreslaniu zanurzenia logiki pierwszego
rzedu w AP. Podobne przedstawienie tego rachunku znajdziemy na przy-
ktad w pracy [Dow93|.

Gléwna réznica miedzy tym rachunkiem a rachunkiem zdefiniowanym
w podrozdziale 1.2 polega na tym, ze w tamtym rachunku, byly obecne re-
guly ostabiania, ktorych tutaj nie ma. Z drugiej strony mamy tutaj silniejsze
reguly (kd-var), (kd-abs), (typ-abs) oraz (var) oraz jawne asercje stwierdza-
jace poprawno$¢ kontekstu.

Przedstawimy tutaj jeszcze dowdd, ze powyzej zdefiniowany system po-
zwala wyprowadza¢ takie same typy, co system zdefiniowany w definicji 1.2.8.
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I' Fap poprawny
I'kyp*x:0

(type)

Fl,IEST,FQ FAP* k0O Fl,FQ F/\p+ poprawny

kd-ab
( & S) 1"1,1"2 l_/\p+ (HZCZT)HZD

I'y,a: K,y F)p+ poprawny

kd-
(kd-var) I',a:k Ty Fypr a:k

Phypt ¢:(Mz:7)k Thyp+t M:7

(kd-app) T Fyp+ oM :klx := M)]

I'y,z:7,Ts bypt+ 0: x  I'1,T's Fyp+ poprawny
Fl,FQ FAer (VIL'S’T')O':*

(typ-abs)
(popr-zero) by p+ poprawny

(popr—kd)r Fap+ poprawny I'bFyp+ k:0

I' Fap+ poprawny I'Fyp+ 7:%

Dom(T"
I',a: k Fyp+ poprawny (o ¢ Dom(T))

(popr-typ) (z ¢ Dom(I"))

I',x:7 F\p+ poprawny

(var) I'y,z:7,T's -y p+ poprawny
Ty,z:m, Do bap+ x:7
Fkyp+ N:(Vz:7)o Thypt M:7
I'Fyp+t NM:o[x := M|
(abs)l"l,xzr, I'obFaptr M:o T'1,T2 F\p+ poprawny
I, T bapt Az M : (Va:7)o

(app)

Fapt M:o o=p0'
Thypr M:o'

Fkyp+ ¢:k K=k r
kd- typ-
(kd-conv) TFopr oo (typ-conv)

Rysunek 3.1: Reguly zmodyfikowanego rachunku AP
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Na potrzeby sformutowania i dowodu ponizszego twierdzenia system zdefi-
niowany regutami z rysunku 3.1 bedziemy w tym miejscu oznacza¢ APT.
W dalszej czedci tekstu na oznaczenie systemu z rysunku 3.1 bedziemy uzy-
waé oznaczenia AP.

Twierdzenie 3.2.1 (rdwnowazno§é rachunkdw AP)
Dla dowolnego kontekstu I', termu M oraz typu 7 osad I' - M : 7 jest wy-
prowadzalny w AP wtedy i tylko wtedy, gdy jest wyprowadzalny w AP,

Dowdd:
Do naszej tezy indukcyjnej doktadamy jeszcze dwie réwnowaznosci:

1. Dla dowolnego kontekstu I', typu 7 osad I' F 7: % jest wyprowadzalny
w AP wtedy i tylko wtedy, gdy w APT jest wyprowadzalny I', z: 7 |-
poprawny.

2. Dla dowolnego kontekstu I', termu M oraz rodzaju k osad I' - k: O
jest wyprowadzalny w AP wtedy i tylko wtedy, gdy w AP jest wy-
prowadzalny osad I', «: k - poprawny.

(=) Tutaj nalezy pokazac¢, jak wyprowadzenia koriczace sie regutami, ktore
nie wystepuja w APT, przerobi¢ na wyprowadzenia w APT. Dow6d bedziemy
przeprowadzaé przez indukcje ze wzgledu na dtugosé wyprowadzenia w AP.

Dla reguty (kd-var) wystarczy, ze bedziemy potrafili wyprowadzi¢ osad
I',a: k F poprawny. To zas udowadniamy, korzystajac z zatozenia indukcyj-
nego postaci 2.

Dla reguty (var) wystarczy, ze bedziemy potrafili wyprowadzi¢ T',x:7
poprawny. To zas udowadniamy, korzystajac z zalozenia indukcyjnego po-
staci 1.

Dla reguly (trm-kd) mozemy za pomoca zalozenia indukcyjnego przerobié¢
wyprowadzenie dla I' - x : O, tak by koniczyto sie reguta (type) lub (kd-abs).
Jesli koniczaca regula jest (type), to mozemy zmienié¢ zalozenie dla tej reguly
na osad wynikajacy z zatozenia indukcyjnego przyltozonego do I' F 7:x i
natychmiast uzyska¢ I', z: 7 F x: O.

Jedli koniczaca regula jest (kd-abs), to zastepujemy ja regulta noszaca
te sama nazwe w APT. Okre§lamy I'y jako I' oraz I's jako puste, co nam
z zatozenia indukcyjnego pozwala natychmiast uzyska¢ wyprowadzenie dla
lewej przestanki reguty. Wyprowadzenie dla I'1,T's - poprawny dostajemy
z zalozenia indukcyjnego 1, zauwazajac jeszcze, ze jezeli da sie wyprowadzi¢
I'1,T'9, z:0 - poprawny dla jakiego$ z i o, to da sie i wyprowadzi¢ I'1, 'y
poprawny.

Dla regut (typ-kd), (trm-typ), (typ-typ), (trm-trm) i (typ-trm) dowod
przebiega podobnie jak dla (trm-kd).

Dla reguty (kd-abs) z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze I';x:7 F x: 0O
ma wyprowadzenie w APT. Istnienie takiego wyprowadzenia implikuje ist-
nienie wyprowadzenia dla ', z:7 F poprawny i dalej dla T' - poprawny (bo
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poprawnos¢ dla danego kontekstu oznacza poprawnosé dla wszystkich jego
prefikséw). To za$ pozwala na zastosowanie reguly (kd-abs) w AP i uzy-
skanie I' - (Ilz : 7)k : O,

Dla regut (typ-abs) i (abs) dow6d podobny do (kd-abs).

(<) Tutaj nalezy pokaza¢, jak wyprowadzenia konczace sie regutami,
ktore nie wystepuja w AP, przerobi¢ na wyprowadzenia w AP. Dowo6d be-
dziemy przeprowadzaé przez indukcje ze wzgledu na dtugosé wyprowadzenia
w AP,

Dla (type) w APT ze wzgledu na dtugosé¢ I' pokazujemy, ze mozna uzyskac
konicowy osad zaczynajac od (type) w AP i stosujac reguly ostabiania (trm-
kd) i (typ-kd).

Dla (kd-abs) koricowy osad uzyskujemy zastepujac (kd-abs) z AP przez
(kd-abs) z APT. Musimy jednak zapewni¢ istnienie w AP wyprowadzenia
dla I'y, e,z :7F x: 0. W tym celu najpierw pokazujemy przez indukcje ze
wzgledu na I'g, 7e jedli w AP istnieja wyprowadzenia dla I'y,z: 7, g F k: O
oraz I'1, 'y - poprawny, to istnieje w AP takze nie dluzsze wyprowadzenie
dla I'1,T'9, 2 : 7 F k: 0. Nastepnie za$ korzystamy z zatozenia indukcyjnego,
co daje nam cale wyprowadzenie.

Dla (typ-abs) i (abs) dow6d wyglada podobnie jak dla (kd-abs).

Dla (kd-var) mamy, ze wyprowadzenie I'y,v: k F poprawny jest frag-
mentem wyprowadzenia I'y, a: k,['o F poprawny. Zatem mozemy skorzystaé
7z zalozenia indukcyjnego 2 i uzyska¢ I'y - x: 0 w AP. To pozwala wypro-
wadzi¢ I',a: k b a: k, po czym korzystajac z regul (trm-typ) oraz (typ-typ)
dotaczy¢ kolejno wszystkie elementy I's.

Dla (var) dowod jest podobny do (kd-var).

Dla reguly (popr-kd) z zatozenia indukcyjnego zastosowanego do prawej
przestanki reguty mamy I' - x: O w AP

Dla reguly (popr-typ) dowod jest podobny do (popr-kd). O

3.2.1 Zanurzenie logiki pierwszego rzedu w \P

Zdefiniujemy zanurzenie pokazujac, jak ttumaczone sa poszczegdlne elementy
logiki pierwszego rzedu na odpowiednie elementy rachunku AP. Przedsta-
wione tuta] ttumaczenie pochodzi z [SU9§].

Definicja 3.2.2 (kontekst sygnaturowy)
Kontekstem sygnaturowym pierwszego rzedu nazwiemy kontekst w AP, taki
ze:

1. Wystepuje w nim tylko jedna zmienna typowa, oznaczana tutaj przez
0 — reprezentuje ona typ wartosci, po ktorych wykonywana jest kwan-
tyfikacja.

2. Wszystkie rodzaje maja posta¢c 0 = --- = 0 = ;
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3. W kontekscie wystepuje skoriczona liczba wyréznionych zmiennych kon-
struktorowych, ktére reprezentuja symbole relacyjne poczatkowej sy-
gnatury (zmiennej P przypisany jest rodzaj 0 = --- = 0 = x, jesli

—_——

n—razy
relacja P w sygnaturze miata n argumentow).

4. Symbole funkcyjne z sygnatury sa reprezentowane przez wyrdznione
zmienne przedmiotowe o typach postaci 0 — --- — 0 — 0, przy czym
doktadna liczba argumentéw zalezy od arnosci symbolu w sygnaturze
(stale sa u nas traktowane jak symbole funkcyjne o arnosci 0).

Kontekst sygnaturowy odpowiadajacy sygnaturze ¥ oznaczamy przez ['s.

Kolejnym pojeciem sktadowym logiki pierwszego rzedu jest pojecie termu
algebraicznego. Odpowiednikiem tego pojecia jest:

Definicja 3.2.3 (homogeniczny term pierwszego rzedu)
Moéwimy, ze t jest homogenicznym termem pierwszego rzedu w kontekscie T,

gdy

e t =z, gdzie I'(x) = 0 (tzn. z jest symbolem statej lub zmiennej typu
wartosci kwantyfikowanych),

ot =ft;...ty, gdzie T(f)=0—--- — 0 — 0ikazdy z termow t; jest

n—times
homogenicznym termem pierwszego rzedu w I'.

Jak w powyzszej definicji termy, ktore odpowiadaja termom algebraicznym,
bedziemy oznacza¢ przez: t,t',ty,...,5,5,s1...

Nastepnym naturalnym krokiem jest zdefiniowanie odpowiednika formut
pierwszego rzedu.

Definicja 3.2.4 (typ pierwszego rzgdu)
Moéwimy, ze typ ¢ jest typem pierwszego rzedu w kontekscie I', jesli jest
zbudowany zgodnie z nastepujacymi zasadami

o ¢ = P(t1,...,ty), gdzie I'(P) = 0= ---=0 = %, P # 01 kazde {;
n—razy
jest homogenicznym termem pierwszego rzedu w I,

o ¢ = (Vz1:0)--- (Vo :0).01 — -+ — ¢, gdzie kazde ¢; jest typem
pierwszego rzedu w I' U {z; :0,...,z,:0}.

Zauwazmy, ze wszystkie termy i typy pierwszego rzedu sa wyrazeniami w po-
staci normalnej.

W naszej definicji logiki pierwszego rzedu (zob. podrozdzial 1.3) w sys-
temie naturalnej dedukcji mozliwe bylo umieszczenie w kontekscie formuty.
W naszej translacji musimy umozliwi¢ tego typu dziatania.
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Definicja 3.2.5 (kontekst pierwszego rzedu)

Kontekstem pierwszego rzedu nad kontekstem sygnaturowym I'y, nazwiemy
kontekst AP postaci I's U {z1:¢1,...,2,:0,}, gdzie ¢; jest albo typem
pierwszego rzedu w kontekscie I'y;, albo 0.

W powyzszej definicji naduzywamy lekko notacji traktujac kontekst w sys-
temie AP jako zbior tutaj jednak takie uproszczenie jest prawomocne, gdyz
tatwo pokazaé, ze dla kazdego uporzadkowania asercji z dodawanego zbioru
uzyskamy poprawny kontekst w AP.

W koncu okreélimy, jakie wyprowadzenia AP bedziemy uwazali za wy-
prowadzenia pierwszego rzedu. Definicje te wprowadzimy jednak na dwa
sposoby — raz przez podanie warunku ograniczajacego na wyprowadzenia
w AP iraz podajac zestaw regut. Nastepnie zas pokazemy, ze te dwie defini-
cje sy rownowazne. Beda nam potrzebne dwa pojecia, gdyz pierwsze z nich
jest bardziej wygodne przy zajmowaniu sie problemami decyzyjnymi, drugie
za$ jest wygodniejsze przy pokazywaniu zwigzku naszego systemu z logika
pierwszego rzedu.

Definicja 3.2.6 (wyprowadzenia pierwszego rzedu)
Moéwimy, ze wyprowadzenie P w AP jest wyprowadzeniem pierwszego rzedu,

gdy

kazdy osad I' = M : 7 (gdzie T jest kontekstem, 7 jest typem, a M
termem) w P ma te wlasnosc, ze I' jest kontekstem pierwszego
rzedu nad ustalonym sygnaturowym kontekstem I'y, oraz 7 jest
typem pierwszego rzedu lub typem postaci 0 — ---— 0 — 0,
n—times
gdzie n > 0. Przy czym jesli zachodzi ten ostatni przypadek, to
M jest podtermem jakiegos homogenicznego termu pierwszego
rzedu.

Drugie pojecie wyprowadzenia okreslone jest tak:

Definicja 3.2.7 (wyprowadzenie z regutami pierwszego rzgdu)
Moéwimy, ze wyprowadzenie P jest wyprowadzeniem z regutami pierwszego
rzedu, gdy wykonane jest zgodnie z regutami z rysunku 3.2.

Nasz system wyprowadzania bedziemy oznaczali AV.

Pokazemy teraz réwnowaznosé tych okreslen:

Twierdzenie 3.2.8 (réwnowazno§é wyprowadzen)

Osad I' H M : 7 dla typu pierwszego rzedu 7 i kontekstu pierwszego rzedu
I' ma wyprowadzenie z regutami pierwszego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy
ma wyprowadzenie pierwszego rzedu.
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(t )1" Fav poprawny
o)AV PP ER Y

P 'y x:0

I'i,z:0,s Fyy k:0 T'1,T's v poprawny

kd-ab
(kd-abs) T, T2 Fay (Lz:0)r: 0

I'1,a:k,I's )y poprawny

kd-
(kd-var) I',a:kToFywa:k

Pha ¢:(Mz:0)k Ty M:0

kd-
( app) 'y oM : /{[x p— M]
(typ_abs)l"hxzo,l"g Favo:x T'1,T by poprawny
I',Ta Fay (Vz:0)o %
Ii,z:7,To ko x  I't,I's Fay poprawny
orpear) (¢ FV(0)

Fl,l—‘g |_/\VT—>O'Z>5<

')y poprawny Iy k:0

(popr-zero) kv poprawny  (popr-kd)
T', a: Kk Fyy poprawny

I' v poprawny I'Fyy 7:%

opr-t
(p p yp) I', x: 7 v poprawny

Fl—,\vN:T—>0’ Fl—/\vM:T
(app) ,
FF,\V NM:o

T'y,2:7,T9 v poprawny

(var)

Iy,z:r,Tobywa:T

Fl—,\vN:(V,TZO)O’ Fl—,\vMZO
by NM o[z := M)]

(inst)

I',z:7,To by M:0 T'1,T2 )y poprawny
I',Iobaw e M:7— 0o

(arr-abs)

I',2:0,TsFyxy M:0 T'1,I's )y poprawny
', T by Ae. M : (Vz:0)o

(abs)

Rysunek 3.2: Reguly przypisywania typow dla AV
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Dowdd:

(=) Indukcja ze wzgledu na budowe wyprowadzenia przez przypadki ze
wzgledu na ostatnio uzytg regute. Zatdézmy, ze nasz osad jest wyprowadzalny
w AV za pomoca wyprowadzenia P.

Dla osadu I' - M : 7, gdzie 7 jest typem pierwszego rzedu stosowalne sa
w AV tylko reguly (var), (app), (inst), (arr-abs), (abs).

Jedli ostatnig regula jest (var), to jedynym miejscem w wyprowadzeniu,
gdzie wystepuje osad postaci I' = M : 7, przy czym 7 jest typem, jest kon-
kluzja reguty (var). Dla tej konkluzji warunek z definicji 3.2.6 jest spetniony
z zalozenia o 't M : 7.

Jedli ostatnia reguta jest (app), to M = My Ms i wyprowadzenie dla na-
szego osadu sktada sie z dwu wyprowadzein w AV dla I' = M;:7 — o oraz
I' = My: 7, gdzie 7 jest pewnym typem pierwszego rzedu. 7 zalozenia in-
dukcyjnego oba te wyprowadzenia sa wyprowadzeniami pierwszego rzedu,
a zatem wszystkie znajdujace sie tam osady maja wtasnosé wskazang w de-
finicji 3.2.6. Wtasnos¢ te z zalozenia ma takze osad konicowy, zatem cate
wyprowadzenie tego osadu ma te wlasnosé i wyprowadzenie jest wyprowa-
dzeniem pierwszego rzedu.

Dla regut (inst), (arr-abs) i (abs) dowéd wyglada podobnie, jak w po-
przednim przypadku, wiec go tutaj pomijamy, zostawiajac jego szczegdly
bardziej dociekliwym czytelnikom.

(<) Indukcja ze wzgledu na budowe wyprowadzenia pierwszego rzedu
przez przypadki ze wzgledu na ostatnia uzyta regute.

Jesli ostatnig uzyta reguta jest (var), to mozna te regule zastapi¢ regula
(var) z systemu AV, przy czym wyprowadzenie dla 'y, z : 7, Ty - poprawny da
sie wykona¢ w AV, gdyz ze wzgledu na fakt, ze wyprowadzenie jest pierwszego
rzedu, 7 jest typem pierwszego rzedu, a dla takiego typu mozna wyprowadzié¢
poprawnos$¢ wspomnianego kontekstu w AV.

Jedli ostatnia uzyta reguty jest (app), to sa mozliwe dwa przypadki: albo
7 =0, albo 7 # 0 (oznaczenia jak na rysunku 3.1). W tej pierwszej sytuacji
przeksztalcamy regulte (app) na regule (inst). Mozliwe to jest, poniewaz
wiemy, ze 7 = 0.

W drugiej sytuacji wiadomo, ze x nie wystepuje w o, gdyz wyprowadzenie
jest pierwszego rzedu, co dla osadu I' = N: (Vz:7)o oznacza w zwigzku
z tym, ze 7 # 0, ze o nie zawiera x (w typach pierwszego rzedu dozwolona
jest kwantyfikacja tylko po zmiennych typu 0). W zwiazku z tym mozna
opusci¢ podstawienie [x := M] i zastapi¢ (Vx: 7)o przez T — o. Operacje te
pozwalajg zastapi¢ regute (app) przez regute (app) w AV.

Jedli ostatnig uzyta regula jest (abs), to znowu mozliwe sg dwa przypadki:
gdy 7 =01igdy 7 # 0. W tym pierwszym przypadku regute (abs) w systemie
AP mozna natychmiast przettumaczy¢ na regule (abs) w AV.

W drugim przypadku, poniewaz o z zalozenia o wyprowadzeniu pierw-
szego rzedu jest typem pierwszego rzedu, to nie moze zawiera¢ wolnego wy-
stapienia zmiennej typu réznego od 0. Oznacza to, ze typ (Vz:7)o ma tak
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naprawde postaé¢ 7 — o. Uwaga ta pozwala natychmiast zastapi¢ w tej
sytuacji regute (abs) w AP przez regute (arr-abs) w AV.

Jedli ostatnig regula jest reguta (kd-konv) lub (typ-conv), to opuszczamy
te regule, gdyz typy pierwszego rzedu sa w postaci normalnej, w zwiazku
z czym uzyta tutaj -rownosé jest po prostu tozsamoscia. ]

Wykazalismy zatem, ze dwa obrane przez nas pojecia wyprowadzenia
pierwszego rzedu sa réwnowazne. Warto jeszcze wykonaé¢ wysitek wskazu-
jacy, ze podane pojecia maja zwiazek z logika pierwszego rzedu. Wprowa-
dzimy najpierw pewna pomocnicza definicje

Definicja 3.2.9 (kontekst pochodny)
Powiemy, ze dla danej sygnatury kontekst I‘?, w AP jest kontekstem pochod-
nym od kontekstu I'” i typu ¢ w logice pierwszego rzedu, gdy

F?/:FEVII:0""7xn:0’y1:¢1""aym:¢ma

gdzie I'y to kontekst sygnaturowy dla sygnatury, nad ktoérg pracujemy, sym-
bole x1,...,x, to zmienne wolne w I i ¢ oraz IV = {¢1,...,dn}. Crasami,
gdy nie bedzie istotne, o jaki typ chodzi, bedziemy opuszczali w oznaczeniu
F?ﬁ goérny indeks ¢, przy czym zmienne wolne bedg brane juz tylko z kontek-
stu I'.

Powiemy, ze kontekst I' jest prostym rozszerzeniem kontekstu pochodnego
I‘?ﬁ/, gdy ma postad

Fl,zl :O,...,Zk:O,F27

gdzie Ty, Ty = T2,

Oczywiscie kontekst pochodny jest swoim wlasnym prostym rozszerzeniem.

Twierdzenie 3.2.10 (réwnowazno§¢ logiki pierwszego rzedu i AVY)
Osad I' by ¢, gdzie ¢ jest zdaniem nad sygnaturag X, jest wyprowadzalny
w systemie naturalnej dedukcji dla logiki pierwszego rzedu wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje term M oraz proste rozszerzenie IV kontekstu pochodnego
I‘?, takie ze osad IV = M : ¢ jest wyprowadzalny w AV.

Dowdbd:
(=) Dowdd przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie I' Fy ¢ przez

przypadki ze wzgledu na ostatnio uzyta regute.

Jedli ostatnia uzyta reguty jest (ax), to tworzymy dowdd w AV zlozony
7z reguly (var), ktorej zalozenie stanowi wyprowadzenie dla I'y,xz:¢, s
poprawny, gdzie 'y, z: ¢,'s to kontekst pochodny od I' i ¢. Takie wypro-
wadzenie jest mozliwe, gdyz w AV wyprowadzalna jest poprawnosé kazdego
kontekstu pochodnego.

Jedli ostatnia uzyta reguta jest (— I), to ¢ = ¢1 — ¢2 1 z zalozenia in-
dukcyjnego mozemy utworzy¢ wyprowadzenie w AV dla F?ibl F My : ¢2. Mo-

zemy tez uzyskaé¢ wyprowadzenie dla F?IH@ F poprawny, gdyz w systemie
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AV wyprowadzalna jest poprawnos¢ kazdego kontekstu pochodnego. Kontek-
sty F??m i F?FH@ r6znig sie tylko tym, ze ten pierwszy ma na koncu y, : ¢2.
Mozemy w tym momencie skorzysta¢ z reguly (arr-abs) z AV i otrzymac
wyprowadzenie dla I'tr F Ax. My : ¢1 — ¢9, co daje nam pozadany rezultat.

Jesli ostatnia uzyta regula jest (— E), to z zalozenia indukcyjnego mo-
zemy utworzy¢ wyprowadzenia w AV dla I'y F My :¢1 — ¢o oraz dla 'y
Ms : ¢1 dla pewnych termow M7 i Mo, gdzie I'; to proste rozszerzenie F?l_’@,
a I'g, to proste rozszerzenie I‘?F. Te dwa wyprowadzenia mozna poprawic,
tak by dawaly w wyniku wspdlny zestaw zmiennych pierwszego rzedu w kon-
tekscie, a nastepnie w AV potaczyé¢ w wyprowadzenie dla I's = M My : ¢o za
pomoca reguty (app), gdzie I's to proste rozszerzenie F?Q 0 zmienne pierw-
szego rzedu.

Jezeli ostatnig uzyta regula jest (VI), to z zalozenia indukcyjnego mozna
wyprowadzi¢ osad IV = M : ¢, gdzie I jest prostym rozszerzeniem kontekstu
pochodnego kontekstu I'. Jegli z ¢ FV(T'), to mozna zaktada¢, ze x nie wy-
stepuje w typach pierwszego rzedu w IV. Skoro tak, to mozna wyprowadzi¢
I'y,T's F poprawny, gdzie IV =T'1,2:0,T'9, a co za tym idzie mozna zastoso-
wac regute (abs) i uzyska¢ osad I'1,Te F Az. M : (Vz:0).¢. Kontekst I'y,T'o

jest oczywiscie kontekstem rozszerzajacym kontekst pochodny I’%VI:O)'d).

Jedli ostatnia uzyta reguty jest (VE), to z zatozenia indukcyjnego mozemy
wyprowadzié osad IV = N : (V2 : 0)¢ dla kontekstu I bedacego rozszerzeniem
kontekstu pochodnego od I"i (Vz :0)¢ oraz pewnego termu N. Poniewaz M
(ozn. z rysunku 1.7) jest termem nad sygnatura X, to mozna wyprowadzi¢
osad I'" = M :0. W tym momencie mozna zastosowaé regute (inst) systemu
AV i uzyskac osad IV b NM : ¢[z := M].

(<) Dowo6d znowu przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na wyprowa-
dzenie w AV przez przypadki wynikajace z ostatniej uzytej reguty.

Jezeli ostatnig reguta byto (var), to wyprowadzony zostat osad I',z:¢ F
x:¢. W tej sytuacji tworzymy dowdd w logice pierwszego rzedu sktadajacy
sie z reguty (ax)iosadu I, ¢ - ¢, gdzie I jest kontekstem, ktorym wystepuja
doktadnie te formuty, ktére wystepuja w I

Jezeli ostatnia reguty bylo (app), to wyprowadzonym osadem jest I' F
NM :v. 7 zalozenia indukcyjnego mozemy wyprowadzi¢ w logice pierwszego
rzedu IV = ¢ — ¢ oraz I + ¢, gdzie T jest kontekstem, w ktorym wystepuja
doktadnie te formuty, ktore wystepuja w I'. Do tych dwoch osaddéw mozemy
zastosowac regute (— E) i uzyskaé oczekiwane T' F ).

Jezeli ostatnig reguty bylo (inst), to wyprowadzonym osadem jest I' -
NDM [z := M]. 7 zalozenia indukcyjnego mozemy wyprowadzi¢ w logice
pierwszego rzedu IV F Ve, gdzie I jest kontekstem, w ktorym wystepuja do-
ktadnie te formuty, ktore wystepuja w I'. Do tak uzyskanego osadu mozemy
zastosowac regute (VE) z termem M. Uzyskujemy w ten sposob oczekiwany
osad I - [z := M].
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Jezeli ostatnig reguly bylo (arr-abs), to wyprowadzonym w AV osadem
jest ' = Ax.M:¢ — . 7 zalozenia indukcyjnego mozemy wyprowadzi¢
w logice pierwszego rzedu IV,¢ 1, przy czym I” zawiera dokladnie te
formuly, ktore wystepuja w I'. To pozwala nam zastosowaé regulte (— I)
i uzyska¢ I F ¢ — 1.

Jezeli ostatnia regula bylo (abs), to wyprowadzonym w AV osadem jest
'k Xx.M:(Vx:0)¢p. Z zatozenia indukcyjnego mozemy wyprowadzi¢ w lo-
gice pierwszego rzedu IV F 1), przy czym I' zawiera dokladnie te formuty,
ktore wystepuja w I'. Przy czym x nie wystepuje w I', gdyz I' jest popraw-
nie zbudowanym kontekstem po usunieciu «: 0. To pozwala nam zastosowad
regute (V1) i uzyska¢ IV = V). O

Udowodnimy teraz kilka interesujacych faktow, ktore opisuja wyprowa-
dzenia pierwszego rzedu.

Fakt 3.2.11 (wyprowadzenia sterowane sktadnig)

Jesli I' = M :7, gdzie T jest typem pierwszego rzedu, ma wyprowadzenie
pierwszego rzedu P, to istnieje wyprowadzenie pierwszego rzedu dla tego
osqdu, ktore

1. jesli M = x, to ostatnig uzytq requlq jest (var);

2. jesli M = M1 My i Ms jest homogenicznym termem pierwszego rzedu
oraz M1 M, nie jest podtermem homogenicznego termu pierwszego rze-
du, to ostatnig uzytq requtq jest (app) i My ma typ postaci (Vx:0)o;

3. jesli M = MMy i My nie jest homogenicznym termem pierwszego
rzedu, to ostatniq uzytq requtq jest (app) i My ma typ postaci o1 — o9;

4. jesli M = \x.My, to ostatnig uzytq requlq jest (abs).

Dowdbd:
Dowéd przez indukcje ze wzgledu na liczbe regut wyprowadzenia w P, ktore
wyprowadzaja typ pierwszego rzedu.

Jegli rozmiar 1, to mamy mozliwa tylko regute (var). Ta regula sie stosuje
tylko, gdy M jest zmienna, stad nasza teza jest spelniona.

Niech rozmiar dowodu bedzie wiekszy od 1. Dla dowodu (1) stwierdzamy,
ze osad I' = x:7 moze zosta¢ uzyskany tylko w wyniku dzialania regutly
(var) lub (typ-conv). Poniewaz typy w wyprowadzeniach pierwszego rzedu sa
zawsze w postaci G-normalnej, regute (typ-conv) mozna usunaé i zastosowac
zalozenie indukcyjne do pozostatej lewej przestanki tej reguty.

Dla dowodu (2) stwierdzamy, ze osad I' = My Mo : 7, gdzie My jest termem
homogenicznym, a M; M5 nie jest podtermem termu homogenicznego, moze
by¢ uzyskany za pomoca regul: (app) oraz (typ-conv). Te ostatnia regule
eliminujemy jak w poprzednim przypadku. Trzeba jeszcze pokazaé, ze dla
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M, mamy typ postaci (Vx:0)o. Poniewaz wyprowadzenie jest pierwszego
rzedu, a MjMs nie jest termem homogenicznym, to o[z := Ms] jest typem
pierwszego rzedu, w zwiazku z czym typ w lewym zatozeniu reguty musi mie¢
posta¢ (Vz:0)o (typ 0 — o nie jest dozwolonym typem w wyprowadzeniach
pierwszego rzedu).

Dla dowodu (3) znowu stwierdzamy, ze I' b M; Ms : 7 moze by¢ uzyskany
wylacznie za pomoca regut: (app), (typ-conv). Dla reguty (typ-conv) po-
stepujemy jak w poprzednich przypadkach. Dla reguty (app) trzeba jeszcze
wykazaé, ze M; ma typ postaci 01 — o9. Poniewaz My nie jest termem
homogenicznym pierwszego rzedu, to nie moze mieé¢ typu 0 (w wyprowa-
dzeniach pierwszego rzedu taki typ moga mie¢ tylko homogeniczne termy
pierwszego rzedu). Zatem, zeby typ lewej przestanki (app) byt typem pierw-
szego rzedu, musi mie¢ postaé o1 — os.

Dla dowodu (4) stwierdzamy, ze I' b Az.Mj:7 moze zosta¢ uzyskany
za pomoca: (abs) lub (typ-conv). Dla reguly (typ-conv) postepujemy jak
w poprzednich przypadkach. W zwiazku z tym ostatnia reguta moze byé
tylko (abs). O
Powyzszy fakt pozwala mysle¢ o wyprowadzeniach pierwszego rzedu jak
o wyprowadzeniach sktadajacych sie z powyzej wymienionych regut. Co
wiecej w wyprowadzeniu typu dla termu M $ciezka p do jego podtermu N
jednoznacznie identyfikuje miejsce w wyprowadzeniu dla M, w ktérym wy-
stepuje N, a co za tym idzie typ, jaki zostal w wyprowadzeniu przypisany
temu wystapieniu N.

Przedstawimy teraz dwa problemy decyzyjne, ktérymi bedziemy sie tutaj
zajmowagc.

Problem 3.2.12 (wyprowadzanie typdw z kontekstami pierwszego

rzedu)
Dane: Term M rachunku lambda w wersji Curry’ego oraz kontekst pierwszego

rzedu I
Pytanie: C2zy istnieje wyprowadzenie w AP, ktdre koticzy sie osgdem I'
M :7 dla jakiegos typu pierwszego rzedu T ¢

Problem 3.2.13 (kontekstowe wyprowadzanie typdw w logice

pierwszego rzedu)
Dane: Term M rachunku lambda w wersji Curry’ego oraz kontekst pierwszego

rzedu I
Pytanie: Czy istnieje wyprowadzenie pierwszego rzedu, ktore koniczy sie 0sq-
dem ' M : 7 dla jakiegos typu pierwszego rzedu 7%

Pierwszy z tych dwoch probleméw pojawia sie naturalnie, gdy zastanawiamy
sie, czy wystarczy ograniczy¢ sie do samych danych wejéciowych pierwszego
rzedu, by uzyskac¢ rozstrzygalny problem wyprowadzania typow (wiadomo,
ze wyprowadzanie typow w AP jest nierozstrzygalne — zob. [Dow93]). Oka-~
zuje sie jednak, jak zobaczymy w sekcji 3.2.2, ze problem ten jest nieroz-
strzygalny. Nastepnym naturalnym ograniczeniem systemu jest przyjecie, ze
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interesuja nas tylko te osady, ktére mozna dostaé stosujac wyprowadzenia
pierwszego rzedu. 7 tym ograniczeniem wlaénie zwigzany jest nasz drugi
problem, ktérym zajmiemy sie w sekcji 3.2.3.

3.2.2 Nierozstrzygalno$é wyprowadzania typoéw z konteksta-
mi pierwszego rzedu

Przedstawimy tutaj dowdd nierozstrzygalnosci wyprowadzania typéw z kon-
tekstami pierwszego rzedu. Konstrukcja tego dowodu opiera sie zasadniczo
na dowodzie G. Doweka z pracy [Dow93].

Zredukujemy problem unifikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozy-
cjach czotowych (w przypadku dla instancji z jednym typem bazowym i czte-
rema symbolami: fy, f1,¢,d jak w sekcji 2.3; dla przejrzystosci prezentacji
rezygnujemy z dowodu w ogdélnym przypadku, przy czym powinno by¢ ja-
sne na podstawie niniejszego materiatu, jak taki dowod przeprowadzic¢). Ta
redukcja wraz z redukcja z sekcji 3.2.3 oznacza silny zwiazek miedzy proble-
mami unifikacji ze zmiennymi w pozycjach czotowych a problemami wypro-
wadzania typow w systemie AP.

Zaczniemy nasza konstrukcje od okreslenia kontekstu, ktérego bedziemy
uzywali w instancjach problemu wyprowadzania typéw. Bedziemy zakta-
da¢, ze E jest instancjg problemu unifikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu
w pozycjach czotowych.

Definicja 3.2.14 (kontekst dla wyprowadzania typdw)
Okreglimy kontekst 1“570 jako ciag:

0:%,f0:0—=0,f1:0—=0,c:0,d:0,P:0 — ,24:(Vx:0)((Px) — (Pc)).

Kontekst I'Z okreglimy jako Fg,o,ﬂfn STy .oy Ty i Thy gdzie {71,..., 7%} jest

zbiorem typéw argumentéw zmiennych wolnych w uktadzie réwnan E.

Zauwazmy, ze kontekst I',, jest kontekstem pierwszego rzedu nad sygnatura
Y = {fo, f1,¢,d, P}, gdzie f1, fo oznaczaja symbole funkcyjne o arnosci 1,
symbole ¢, d oznaczaja symbole stalych (symbole funkcyjne o arnosci 0), zas
symbol P oznacza symbol predykatu o jednym argumencie.

Obecnie okreglimy term, ktory bedzie stanowit drugi sktadnik instancji
problemu wyprowadzania typow.

Definicja 3.2.15 (term dla wyprowadzania typdw)

Dla kazdej zmiennej wolnej F' w réwnaniach E wprowadzamy zmienna
przedmiotowa xp. Wprowadzamy zmienne xq;, gdzie ¢ przebiega numery
kolejne réwnan w zadanym uktadzie rownan. Dodajemy jeszcze jedna zmien-
ng przedmiotows: xjis¢. Definiujemy dla kazdej zmiennej F' term

Mp =xpxs ... 2Tq,
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przy czym typ F rowny jest ;1 — --- — 7, — 0; dla kazdego rownania
postaci FMy ... M, =GNy ... Ny onumerze i okre§lamy dwa termy:
Melq,i = xeq,i(xFMl N Mn),

M2, ; = Teqi(xaN1 ... Nip).
(Termy M;, N; sa legalne w I'E edyz sktadaja sie wytacznie 7z symboli z sy-
gnatury X.)

Wreszcie dla kazdego réwnania postaci F M ... M, = N, majacego nu-
mer ¢, wprowadzamy term

Ml i =xoN(xpMi ... M,).

Zdefiniujemy jeszcze dla jednolitosci przedstawienia ngi = c. Wreszcie

okreglimy term M

E _
My = ACigtTF, - .. T, Teq,1 - - - Teqm-(Tlist Mpy - .. Mp,

1 1
ML ML,

2 2
M2y ... M2,

gdzie n jest liczba zmiennych wolnych wystepujacych w E, a m jest liczba
rownan w F. Caly term okreglimy jako M = KIMéE, gdzie K jest termem
rzutowania na pierwsza wspotrzedna (Axy.x), I jest termem identycznoscio-
wym (Az.z).

Przedstawimy teraz lemat opisujacy gtéwna wlasnosé przedstawionej tu-
taj translacji:

Lemat 3.2.16 (rownowazno§¢ unifikacji i wyprowadzania typdw

z kontekstami pierwszego rzedu)
Niech E bedzie instancja problemu (nad wspomniang wczesniej sygnaturg)

unifikacyi ze zmiennymi trzeciego rzedu w pozycjach czotowych. Uktad E jest
unifikowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla otoczenia TE i termu MF istnieje
typ pierwszego rzedu 1, taki ze osqd T'E = MF 1) ma wyprowadzenie w \P.

Dowdbd:

(=) Zalozmy, ze mamy rozwigzanie S uktadu rownan E. Szukany typ 1
bedzie rowny (Pc) — (Pc). Typowanie termu ME uzyskamy, wskazujac
typy dla zmiennych po A-abstrakcji:

xp Vo7 2 Ty P(NF(S(F)zy .. 2ky))
Teqi: PONF(S(F)M ... My,)) — P(c)

dla wszystkich zmiennych wolnych F'w E oraz dla wszystkich réwnan postaci
FM ... My, = GNy...Ny,, gdzie kp, kg oznaczaja arno$¢ odpowiednio
zmiennej F'i G, a 7y,...,T;, to typy argumentéow F'.
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Dla réwnania ¢ postaci F'My ... My, = GNj ... Ny, napodstawie powyz-
szej definicji xpM; ... My, ma typ P(NF(S(F)M; ... Mj,)) i analogicznie
term xgNi ... Ny, ma typ P(NF(S(G)Ny ... Ni,)). Poniewaz S jest unifi-
katorem typy te sa réwne, stad mozna zalozyé¢, ze dobrze typuja sie termy
Mequ,ng,i do typu P(c). Rzeczywiscie zgodnie 7 definicja typu zmien-
nej Teq,i typ pierwszego jej argumentu jest rowny P(NF(S(F)M; ... My,)),
a ten z kolei (poniewaz S unifikuje) jest rowny typowi termu zg N ... Ny, .
Oznaczmy typ termu Mequi jako Tequi.

Dla réwnania i postaci F'Mj ... My, = N na podstawie powyzszej defi-
nicji typ dla xpM; ... My, jest rowny P(NF(S(F)M; ... My, )). Poniewaz
typ x4 W otoczeniu T'F jest réwny (Va:0)((Pz) — (Pc)), to term z4N ma
typ (PN) — (Px). Poniewaz S jest unifikatorem, to aplikacja z4N do
xpMy ... My, ma typ Pc. Znowu tutaj oznaczamy typ Melm przez quyi.
Typ ng’i, to oczywiscie 0 i oznaczamy go przez qu’i.

Pozostaje okreslenie typu dla terméw My, gdzie F jest zmienng w réwna-
niu £. Tutaj zgodnie z definicja kontekstu I'¥ mamy, ze typem zpz,, ... T,
jest P(NF(S(F)xs ...xs5,)), Przy czym 7; jest typem i-tego argumentu F'.
Okreslmy typ Mp jako 7p.

Zmienna Ty W tym momencie ma przypisany typ:

TF1—>---—>TFn—>

1 1

Teq1 =7 77" _>Tqu,m_>
Teql — " = Taqm —  Pc.

Oznaczymy ten typ przez 7. Lista A-abstrakcji na poczatku termu MéE
pozwala wyprowadzié¢ dla tego termu typ 7. — 7%. Oznacza to, ze term MOE
sie typuje, a poniewaz dla I mozna wyprowadzi¢ typ (Pc) — (Pc), a dla K
mozna wyprowadzi¢ typ ((Pc) — (Pc)) — (1« — ) — (Pc) — (Pc), to
MP¥ typuje sie do (Pc) — (Pc).

(<) Zalozymy teraz, ze I' = MP¥ :4y ma wyprowadzenie w AP dla pew-
nego . Oznacza to, ze term M(fj ma pewien typ ¢ w otoczeniu T'F.

W zwiazku z tym, ze jako podtermy M({S typuja sie termy My, wiemy, iz
typ 7 dla zmiennej F' ma posta¢ (Va:7y...2:7,)NF(Bpz,, ... 2.,), gdzie
Br = Ax1,...,2,.0p dla pewnego (.

Wiemy tez, ze typuja sie termy Melq,i i Melq,i dla ¢-tego rownania w F,
ktére ma posta¢ FMj... My, = GNi...Ny,, gdzie kp, kg to arnosci F
i G. W zwigzku z tym typuja si¢ termy xpMy ... My, i xgNy...Np,. W
zwiazku z naszymi rozwazaniami na temat Mg i Mg termy te maja typy
NF(BpM; ... My, ) oraz NF(BgNi ... Ni,). Poniewaz termy te sa pierw-
szymi argumentami Zeq;, t0 mamy rownosé

Z kolei, poniewaz typuje sie term Melqﬂ dla ¢ wskazujacego na rownanie

w E postaci F'My ... My, = N i poniewaz pierwszym argumentem x4 jest
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tutaj N, to mamy typ dla x4N réwny (PN) — (Pc). Z kolei typ termu
xpM; ... My, to, jak juz stwierdziliémy, NF(SpM; ... M, ). Poniewaz za$
term x4V jest aplikowany do xpM; ... My, to mamy réwnosc¢

co po opuszczeniu P daje
NF(ﬁFMleF) ~ N. (33)

Rownosci (3.2) i (3.3) natychmiast implikuja, ze podstawienie S okre-
slone jako S(F') = fr dla wszystkich zmiennych F' wystepujacych w E jest
unifikatorem FE. ]

Uwaga 3.2.17 Warto zwrdci¢ uwage, ze jedynym miejscem, gdzie powyzsza
konstrukcja wykracza poza logike pierwszego rzedu, jest miejsce typowania
zmiennej xp. Jej typ ma posta¢ (Voy:71...2,:7y)0, gdzie 7; sa typami
postaci 0 — --- — 0. Oznacza to, ze powyzszy dowod dziatatby juz dla
rozszerzenia logiki pierwszego rzedu, w ktérym dysponujemy mozliwoscia
kwantyfikowania po symbolach o typach drugiego rzedu.

Mozemy teraz pokazaé twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.18 (nierozstrzygalno§é wyprowadzania typdw

z kontekstami pierwszego rzedu)
Problem wyprowadzania typéw z kontekstami pierwszego rzedu jest nieroz-

strzygalny.

Dowdbd:

Gdyby problem ten byt rozstrzygalny, to istnialby algorytm A okreslajacy,
czy dla danego kontekstu i termu da sie wyprowadzi¢ zawierajacy je osad.
Po przettumaczeniu instancji £ problemu unifikacji ze zmiennymi trzeciego
rzedu w pozycjach czotowych zgodnie z definicjami 3.2.15 oraz 3.2.14 uzyska-
liby$my kontekst i term, ktore bytyby danymi wejsciowymi dla A. Zakoricze-
nie dziatania A sukcesem lub porazka implikowatoby na mocy lematu 3.2.16,
ze poczatkowa instancja E odpowiednio ma lub nie ma rozwigzania. Zdefi-
niowaliby$émy w ten sposob algorytm unifikacji ze zmiennymi trzeciego rzedu
w pozycjach czotowych, to zas jest sprzeczne z twierdzeniem 2.3.6. U

3.2.3 Rozstrzygalnosé kontekstowego wyprowadzania typow
w logice pierwszego rzedu

W niniejszej sekcji przedstawiamy dowdd rozstrzygalnosci problemu kontek-
stowego wyprowadzania typow w logice pierwszego rzedu. Rozwazamy tutaj
przypadek ograniczony do sygnatur, w ktérych znajduje sie co najmniej je-
den symbol stalej. Ten dodatkowy element pozwala na pewne utatwienia
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w stosowanych tutaj konstrukcjach. Stosujemy go w konstrukcji pozbywa-
nia sie wiezow (fakt 3.2.67) oraz w procesie unifikacji ze zmiennymi w po-
zycjach czotowych (twierdzenie 2.2.1), gdzie unifikator dla zmiennej spoza
sumy warstw uzyskujemy wstawiajac ustalong stala z sygnatury.
Zauwazmy przy okazji, ze takie zalozenie jest bardzo wygodne, gdyz dla
kontekstu I' = (0:%,P:0 — x*) (w ktéorym nie ma stalej) i termu Az.x
nie mozna znalezé wyprowadzenia w AV. Natomiast dolozenie statej c¢:0
powoduje, ze mozna wyprowadzi¢ dla naszego termu typ P(c) — P(c).
Ogolna idea algorytmu wyglada tak:

e najpierw generujemy rownania miedzy pewnymi specjalnymi obiektami
zwanymi e-typami,

e nastepnie upraszczamy te réwnania,
e poniewaz w rOwnaniach wystepuja kwantyfikatory, pozbywamy sie ich,

e wreszcie ttumaczymy uzyskane réwnania na réwnania unifikacji dru-
giego rzedu ze zmiennymi w pozycjach czotowych,

e rozwigzujemy uzyskany uktad réwnan, jesli da sie rozwiazaé, to mamy
wyprowadzenie, jesli nie, to wyprowadzenia brak.

E-typy, e-termy i réwnania na nich

Wprowadzimy teraz wspomniane juz e-typy.

Definicja 3.2.19 (e-typy)

7Zhioér e-typow nad sygnaturg X ze zmiennymi pierwszego rzedu X 1 zmien-
nymi typowymi X, oznaczany 7 (X, X'), zdefiniowany jest jako zbiér napisow
wyprowadzalnych przy pomocy symbolu nieterminalnego 7 w nastepujacej
gramatyce

T = X ‘ C ’ Fl(T) ’ FQ(Tl,TQ) ’ ’ Fn(Th--- ,Tn) ‘ T1<X = T2>
7 = X | Pl(T) | P2(T1,T2) | | Pn(Tl, ,Tn) |
T —-T | (VX:0)T | T(X:=T)

przy czym X oznacza zmienne pierwszego rzedu, C oznacza symbole statych
z %, F; oznacza symbole funkcji o arnoéci ¢ w X, a P; oznacza symbole relacji
0 arnosci ¢ w X.

Zbiorem e-termow nad sygnaturg 3 i zmiennymi pierwszego rzedu X,
oznaczanym T%(X) nazywamy zbior napisow wyprowadzalnych w powyzszej
gramatyce przy pomocy symbolu nieterminalnego 7.

E-typy bedziemy zwykle oznaczali symbolami typu 7,7/, 71,...,0..., za$
e-termy — symbolami typu ¢,¢1,...,s,...
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Aby uproscié¢ zapis bedziemy pisa¢ 7(& := f}, gdy bedziemy chcieli skrocié
T((El = t1> cee <.%'n = tn>.

Operacje -(- := -) okresla¢ bedziemy nazwa jawnej substytucji lub w skro-
cie substytucyi.

Okreslimy tutaj zbiér zmiennych wolnych:

Definicja 3.2.20 (zmienne wolne)
Zbior wolnych zmiennych pierwszego rzedu w e-typie (e-termie) 7, oznaczany
Vars(7), jest zdefiniowany indukcyjnie jako

e dla 7 = ¢ mamy Vars(7) = 0;

e dla 7 = mamy Vars(r) = {z};

o dla 7= f(t1,...,t,) mamy Vars(t) = |J;_, Vars(t;);

e dla 7 = ¢/(x :=t) mamy Vars(7) = Vars(t')\{z} U Vars(t);
e dla 7 = o mamy Vars(1) = 0;

o dla 7= P(ty,...,t,) mamy Vars(r) = U, _, Vars(t;);

e dla 7 =7 — 7 mamy Vars(7) = Vars(7;) U Vars(m);

e dla 7 = (Va:0)7" mamy Vars(r) = Vars(7')\{z};

e dla 7 = 7/(z :=t) mamy Vars(r) = Vars(7')\{z} U Vars(t).

Oczywiscie zmienne, ktore nie sa wolne (sa zwiazane operatorem -(- := -))
mozna przemianowywac. Relacje rownowaznodci utozsamiajaca termy roéz-
nigce sie tylko przemianowanymi zmiennymi zwiazanymi oznaczamy jak zwy-
kle przez =,.

Dalej wprowadzamy notacje TV (7) dla zbioru zmiennych typowych w ty-
pie 7. Notacje Vars(---) oraz TV(---) rozszerzamy, tak by mozna je bylo
stosowaé do zbioréw e-typow.

Pojecie podstawienia analogiczne do podstawienia z definicji 1.1.7 nie
jest tutaj oczywiste, stad przedstawiamy jego peitna definicje indukcyjna.
W dalszej czesci tekstu wprowadzamy tez dla omawianych tutaj typow jesz-
cze jedno, odmienne od przedstawionego tutaj, pojecie podstawienia (zob.
definicja 3.2.38). Dla odr6znienia tych dwoch rodzajow podstawieri, pojecie
definiowane tutaj nazywamy podstawieniem pierwszego rzedu.

Definicja 3.2.21 (podstawienie pierwszego rzedu)

Podstawienie pierwszego rzedu to funkcja cze$ciowa o skorniczonej dziedzinie
zawartej w zbiorze zmiennych pierwszego rzedu i dajaca wyniki w zbiorze e-
termow. Takie podstawienie zapisujemy zwykle jako [z1 1= t1,..., @, 1= t,].
Na e-typach funkcja ta dziala w sposdb nastepujacy

L] (L‘Z‘[.%'l = tl,...,xi = ti,...,.%'n = tn] :tz‘;
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o ylry == t1,...,xy = t,] = y, jesli dla kazdego ¢ = 1,...,n mamy
T # Y;
o f(S1,...,8n)[T1:=1t1, ... xpn i =ty] = f($),...,8)), gdzie
S; = silr1 =ty ..., T = ty);
o t(x:=u)[xy :=t1,...,xy =t =t/ (2 := ), gdzie
u =z =t T, = ),
zmienna x’ nie wystepuje w zadnym z termow xy,...,Tn, t1,...,t,
oraz t' = tlx := a'|[x1 :=t1, ...,z = ty];
o afry i=t1,...,x, =ty =

o P(s1,...,8n)[x1 :=t1,..., 2y :=1t,] = P(s,...,5)), gdzie

o7 — Tofry = ty,...,xy = ty] = T — TS, gdzie 7] = 7z =
tlyeenyTp i=tyl;

o (Vz:0)7)[x1 :=1t1,...,2, :=t,] = ((V2':0)7"), gdzie 2’ nie wystepuje
/

W L1,y Ty b1y ety oraz 7 = 7l = 2|[x1 =1, ... 2y =ty
o T(x :=u)wy :=t1,..., 2y = t,] = 7 {(2/ := ), gdzie
u = ulwy =t T = ],
zmienna x’ nie wystepuje w zadnym z termow xy,...,Tn, t1,...,t,
oraz 7' = [z = & |[x1 =1, ..., Ty = )

Definicja 3.2.22 (wskazywanie podtermu)

Okreslamy pojecie wskazania podtermu i $ciezki podobnie jak w definicji 1.3.3
traktujac symbole z sygnatury dla e-typoéw jak symbole pierwszego rzedu,
symbol — jako dodatkowy symbol dwuargumentowym, kazde (Vz:0) jak
dodatkowy symbol jednoargumentowy oraz operacje (- := -) jak dodatkowy
symbol tréjargumentowy.

Okreslimy teraz pewng redukcje, ktora pozwoli nam okresli¢ swego ro-
dzaju semantyke dla e-terméw i e-typow.

Definicja 3.2.23 (redukcja dla e-termdéw oraz e-typdw)
Redukcje dla e-termdéw i e-typdw, oznaczang t ~ t' lub 7 ~ 7/ okreslamy
rekurencyjnie jak nastepuje:
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L f(s1y...y8n) ~ f(s],...,8),), gdy f jest symbolem operacji pierwszego

rzedu w X oraz dla ktoregos ¢ € {1,...n} mamy s; ~ s}, za§ dla j # i
‘.

mamy s; = S;;

2. t{x =) ~ t'{x:=3), gdy t ~ t/;
3. t({x :=s) ~ tlx := s], gdy t jest nieredukowalne;

4. P(81,...,8,) ~ P(s],...,s)), gdy P jest symbolem predykatu w syg-
naturze X oraz dla ktorego$ i € {1,...n} mamy s; ~> s}, zas dla j # i
mamy §; = s;-;

5. 01 — 09 ~ 0] — 09, gdy 01 ~ 07;

6. 01 — 03~ 01 — 05, gdy 03 ~ 0y;

7. (Vy:0)o1 ~ (Vy:0)o, gdy o1 ~ o;

8. o{x:=s)~ o (r:=5s),gdy s € TE&(X), x € X oraz o ~ 0';

9. (01 = 02)(x :=s) ~ o1(x 1= 5) — o9(x :=s), gdy s € TS (X), z € X;

10. ((Vy:0)o)(z = s) ~ ((Vy:0)o(z = s)), gdy s € TH(X), z # y
(gdy x = y wykonujemy najpierw a-konwersje, a nastepnie redukujemy
zgodnie z niniejsza regula);

11. P(ty,...,tm){x = s8) ~ P(t},....t},), gdy s € TE(X), © € X, P jest
predykatem z ¥ o arnosci m, za$ t, = t;(z :==s) dlai=1,...,m.

Jak zwykle rozszerzamy ~~ do jej zwrotno-przechodniego domkniecia ~~*.

Zwracamy tutaj uwage na fakt, ze zgodnie z przedstawiong tutaj definicja
e-typ postaci a(x := t), gdzie « jest zmienna typowa, jest nieredukowalny.

Zajmiemy sie teraz pokazywaniem, ze ~~* ma wtasno$¢ Churcha-Rossera
oraz wlasno$¢ silnej normalizacji. Zaczniemy od wtasnosci Churcha-Rossera.
Pokazemy najpierw troche inng wtasnos¢ — wtasnoéé stabej konfluencji.
Wtasnosé ta tacznie z wlasnoscia silnej normalizacji daje na mocy lematu
Newmana wtasnos¢ Churcha-Rossera.

Definicja 3.2.24 (staba konfluencja)

Moéwimy, ze system redukcyjny — ma wlasno$¢ stabej konfluencji, gdy dla
dowolnych trzech elementéow My, My, M3 w dziedzinie relacji, takich ze M, —
Ms oraz My — Ms, istnieje element My, taki ze My —* My oraz M3 —* My,
gdzie —* jest domknieciem zwrotno-przechodnim relacji —.

Fakt 3.2.25 (staba konfluencja)
Relacja redukcji ~ ma wtasnosé stabej konfluencyi.
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Dowdd:

Przypusémy, ze 71 ~» 19 oraz 71 ~» 73. Udowodnimy przez indukcje ze
wzgledu na budowe e-typu (e-termu) 71, ze istnieje e-typ (e-term) 74, taki
ze 7o ~* 14 oraz T3 ~* 174. (W calym dowodzie pomijamy sytuacje, gdy
79 = 73. Dla niej dowo6d jest natychmiastowy.)

Najpierw przedstawimy przypadki, gdy 71, 70, 73 83 e-termami:

e Gdy 71 jest zmienna, to nie jest mozliwy zaden krok redukcji, wiec
nasza teza jest spelniona.

e Gdy 1 = f(o1,...,0,), to mamy dwie mozliwosci:
qi o 2 _ 3
— Jedli o = f(o1,...,07,...,04) oraz 73 = f(o1,...,00,...,00),
gdzie o; ~~ UZ-Z and o; ~ ag’, to mozemy zastosowaé zaloze-
. . . 2 . 3 . 4 . . 2 * 4
nie 1n%1ukcyjn§ do oy,07 i 07, uzyskujac o, takie 2ze o; ~* o
and o; ~* o;. Definicja ~» implikuje f(oy,...,07,...,0,) ~*
4
flo1,...,07,...,0p) oraz
_ 3 * 4
3= f(01,...,00,...,00) ~" flo1,...,07,...,00).
To oznacza, ze 74 = f(o1,... ,af, ...,0p) spelnia warunki naszej
tezy.
L1 _ 2 . _ 3 .
= Jeslimp = f(o1,...,07,...,00) i13 = f(o1,...,0%,...,00), gdzie
o; ~ 02, aj~ 05-’ oraz i # j, to mozemy okresli¢
_ 2 3
4= (01,507, .., 05, 0n)

(bez utraty ogo6lnosci mozemy zatozy¢, ze i < j). Uszyskujemy
teraz 7o ~»* 74 wykonujac wszystkie redukcje miedzy o; a 0]2
oraz podobnie uzyskujemy 13 ~~* 74 wykonujac wszystkie reduk-

cje miedzy o; a af’.

e Gdy 71 = 7(x := s) i 7 ma podterm postaci u{y := v), to 7o =
Th(x := sy i13 = T4(x 1= s), pray czym 7 ~» 75 oraz T ~» 74. Z zalozenia
indukcyjnego istnieje pewien term 7y, taki ze 74 ~»* 74 oraz T4 ~* 7.
Definicja ~~ implikuje, ze 7/(z := s) ~* 7j(z = s) dla i = 2,3. To
z kolei daje 19 ~* 74 oraz 73 ~* 74 dla 74 = t)(x := s).

e Gdy 71 = 7(z := s) i 7 nie ma podtermu postaci u(y := v), to mozliwy
jest tylko jeden krok redukcji. Stad mamy 7o = 73 i mozemy okresli¢
T4 = Ty, ktore oczywiscie spelnia nasza teze.

Obecnie przedstawimy przypadki, gdy 71, 72, 73 sa wlasciwymi e-typami:

e Gdy = P(s1,...,8n), to mamy dwie mozliwosci — albo obie re-
dukcje (do 7 i do 73) dotycza tego samego termu s; albo termow
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roznych s;, oraz s;,. W pierwszym przypadku korzystamy z zalo-
zenia, indukcyjnego dla e-terméw i definicji redukeji dla przypadku
typu predykatowego. W drugim przypadku mozemy uzyskaé¢ 74 jako
P(815.00 385538, 8n), gdzie s, ~ s} dla j = 1,2 i zdefiniowac
redukcje do 74 jako redukcje w odpowiednim, dotad nieredukowanym
termie sposrod s;,, Si,-

Gdy 1 = 01 — 09, dowod jest podobny do dowodu w poprzednim
przypadku.

Gdy 71 = (Vz:0)oq, redukcje do 75 i 73 musza by¢ wykonywane we-
wnatrz o1, zatem nasza teze uzyskujemy natychmiast, stosujac zatoze-
nie indukcyjne.

Gdy 1 = o1{x := s), mamy dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy
redukcje 7 ~> 79 oraz 71 ~» T wykonywane sg z udzialem najbardziej
zewnetrznego podstawienia w 7.

W przypadku, gdy takie podstawienie nie bierze udzial w redukcji,
mamy 1o = o9{x = s) oraz 73 = o3{x = s), gdzie g1 ~> 09 oraz
o1 ~ o3. W zwiazku z tym nasza teza jest spelniona na mocy zalozenia
indukcyjnego oraz definicji redukcji.

W przypadku, gdy najbardziej zewnetrzne podstawienie bierze udzial
w jednej z redukcji, to mozemy zalozy¢ bez utraty ogodlnoéci, ze bierze
ono udzial w redukcji 7, ~» 7. Mamy tutaj trzy przypadki w zaleznosci
od postaci 1.

— Gdy 11 = (01 — 09)(z := s), to 7o = o1{(x 1= s) — o3(x 1= ),
gdzie s € TS(X), = € X. Co wiecej, 173 = (0] — o2)(x = s),
gdzie o1 ~ o} lub 73 = (01 — db){(z := s), gdzie g9 ~ J).
Mozemy oczywiscie wykona¢ redukcje 7o ~» 74 zgodnie z regu-
tami (5, 8) lub regutami (6, 8) oraz 73 ~~» 74 zgodnie z reguta (9)
definicji 3.2.23, przy czym

74 = (o) {x := 8) — o9z := 3))
lub

11 = (o1(x := s5) — gh(z == 5)).

— Gdy 11 = P(t1,...,ty)(z := s), to bez utraty ogélnosci mozemy
zatozy¢, ze 7o = P(t},....,t,), gdzie s € T&(X), z € X, P € X
i ma arno$¢ m, zas t; = t;(z :=s) dlai=1,...,m. W tej sytuacji
3 = P(t,...,t/)(x = s), gdzie dla pewnego i € {1,...,m}
mamy t; ~ t] oraz t; =t dla j # i. Okreslimy teraz 74 =
P(t),....t/{x =s),...,t,). Mamy 75 ~» 74 w wyniku dzialania
regul (4, 8) definicji 3.2.23 oraz 3 ~~ 74 w wyniku dziatania reguty
(11) definicji 3.2.23.
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— Gdy 71 = ((Vy:0)o1)(x := s), to bez utraty ogélnosci mozemy
ralozy¢, ze o = ((Vy: 0)oy (x := s)) oraz 73 = ((Vy:0)o))(z := s),
gdzie o1 ~» of. Okreslamy 74 = ((Vy:0)o](z := s)). Redukcja
Ty ~» T4 zachodzi na mocy regut (7, 8) definicji 3.2.23, zag 73 ~> 74
na mocy reguty (10) definicji 3.2.23.

]
Bedziemy teraz pokazywaé¢ wlasnoéc¢ silnej normalizacji dla redukeji ~.
Wtasnosé ta oznacza, ze kazdy ciag redukeji wykonywanych za pomoca tej
relacji jest skoniczony. Wprowadzimy kilka definicji pomocniczych oraz udo-
wodnimy troche technicznych wtasnosci.
Przy pokazywaniu silnej normalizacji bedziemy korzysta¢ z dwoch po-
rzadkow czedciowych. Przedstawimy tutaj ich definicje dla ustalenia odpo-
wiedniej notacji.

Definicja 3.2.26 (porzadki dla dowodu silnej normalizacji)
Czesciowy porzadek T na zbiorze skoniczonych multizbioréw liczb natural-
nych (Multi(N)) jest okreslony tak:

A1 C Ay & A; = As lub istnieje n € N, takie ze dla kazdego
m > n mamy A;(m) = Az(m) oraz Ai(n) < Az(n).

(Uwaga: powyzej stosujemy notacje wykorzystujaca fakt, ze multizbiory
liczb naturalnych mozna traktowaé jako funkcje N — N.) Drugi porzadek
okreslony jest na zbiorze N x Multi(N):

(k,AYC, (K, A') & k<K lub
k=Fk oraz AT A’.

Oba powyzsze porzadki sa dobrze ufundowane.

Definicja 3.2.27 (zagniezdzenie e-typu)
Okreslimy funkcje nest obliczajaca stopien zagniezdzenia e-typu

e nest

e nest(f(t1,...,t,)) = max;—1 __,nest(t;);
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Powyzsza funkcja ma interesujaca wlasnosé

Fakt 3.2.28 (nest i redukcja)
Dla dowolnych e-typow o1, 09, jesli o1 ~ o9, to nest(oq) > nest(oz).

Dowdbd:

Indukcja ze wzgledu na budowe typu 1. Nietrywialny przypadek ma miejsce
w sytuacji, gdy o1 = t(z := s), gdzie t jest e-termem, i to gdy wykonywany
jest najbardziej zewnetrzny redeks. W tej sytuacji ¢ jest nieredukowalne
i 09 = t[x := s], a to oznacza, ze s zostanie podstawione na wszystkie wy-
stapienia zmiennej x, jednak zadne z tych wystapien nie znajduje sie w pod-
termie postaci (x := §), co oznacza, ze wszystkie ewentualne substytucje,
ktore wystepowaly w s beda przy liczeniu maksimum bedacego wartoscia
nest(t[z := s]) brane pod uwage jako liczba nest(s), a nie jak do tej pory
jako nest(s) + 1. O

Definicja 3.2.29 (miara dla silnej normalizacji)

Okreslimy teraz p : 75(X,X) — N x Multi(N). Przez p;(o) bedziemy
oznaczali i-ta wspotrzedna p(o) dla ¢ = 1,2. Niech T, bedzie zbiorem tych
Sciezek w o, ktore prowadza do typu atomowego (tzn. podtypu jednej z po-
staci: P(---) lub a).

Samg funkcje p okreslimy rekurencyjnie po budowie o.
o () = (0, {nest(z)});
hd M(f(tla s 7tn)) = <07 {neSt(f(tla s 7tn))} U U?:l MQ(ti»;

o u(t(r = s)) = (0,{nest(t(z := s)} U pa(t) U ua(s)), gdzie ¢t jest e-

P(tl" . atn)) = <O’{neSt(P(t1" . vtn))} U U?:l :U’2(ti)>;
o1 — 02) = (p1(01) + p1(o2), {nest(o1 — 02)} U pia(o1) U pia(02));
) = (u1(0), {nest((Va:0)o)} U pz(0));

o u(r(x :=s)) = (ui1(7) + k,{nest(r(x := s)} U pa(1) U pa(s)), gdzie 7

st o4

Fakt 3.2.30 (silna normalizacja)
Dia zdefiniowanej w definicji 3.2.29 funkcji p : T5(X, X) — N x Multi(N)
jesli oy ~ o2, to p(o1) 3, p(o2).

Dowd6d:
Dowd6d przez indukcje ze wzgledu na budowe o.



106

e Gdy o = z dla pewnej zmiennej pierwszego rzedu x, to nie moze zostaé

wykonany zaden krok redukcji, zatem nasza teza jest prawdziwa.

Gdy o = f(s1,...,8n), gdzie f jest symbolem funkcyjnym z ¥, to

o~ f(sh,...,s),), gdzie dla pewnego i € {1,...n} mamy s; ~ s, oraz

dla j # i mamy s; = s. Poniewaz o jest e-termem, to (o) = 0.
W zwiazku z tym wystarczy pokaza¢, ze druga wspolrzedna g $ci-
dle maleje przy tej redukcji. Mamy pg(0) = {nest(o)} U Ui, pa(si)
oraz pa(f(s],...,s,)) = {nest(f(s},...,s,)) UU, pa(s}). Zalozenie
indukcyjne daje nam pa(s;) 3 pa(s;). Dla j # i mamy s; = s, za-
tem wystarczy stwierdzi¢, ze nest(o) > nest(f(s),...,s))), by uzyskac
pa(o) 3 pa(f(sh,...,sh,)). To zas zachodzi na mocy faktu 3.2.28.

Gdy o = o1{x := s), przy czym o] jest e-termem i ma podterm po-
staci u(y = '), to o redukuje sie do o} (x := s), gdzie mamy do-
datkowo o1 ~» o}. Poniewaz o jest e-termem, to pi(c) = 0. W
zwigzku z tym wystarczy pokazaé, ze druga wspotrzedna p $cisle ma-
leje przy tej redukeji. W naszej sytuacji mamy po (o) = po(o1)Upe(s)U
{max(nest(o1),1 + nest(s))} oraz pao(of(x = s)) = ua(o) U pa(s) U
{max(nest(c}), 1+nest(s))}. Z zalozenia indukcyjnego mamy po(o1) 3
p2(o}). Co wiecej, max(nest(o1),1 + nest(s)) > max(nest(c}),1 +
nest(s)), bo nest(o1) > nest(c}) na mocy faktu 3.2.28. To razem daje
p2(0) 3 pa(of(z = s)).

Gdy o = o1(x := s), przy czym o7 jest e-termem i nie ma podtermu
postaci u{y := s'), to o redukuje sie do oz := s]. Znowu wystarczy
tutaj rozwazanie po. Poniewaz o1 nie ma podtermu postaci u(y := s'),
zachodzi sytuacja, ze nest(o) jest ostro wieksze od dowolnego zagniez-
dzenia podtermu o. Co wiecej, zgodnie z definicja w tym przypadku,
pa(o1[z = s])(n) ma warto$¢ niezerowa tylko dla n réwnego nest(s’)
dla jakiegos s’ bedacego podtermem s (a wiec bedacego podtermem
o). To implikuje, ze warto$¢ zagniezdzenia o zmniejsza sie, pomimo
ze by¢ moze ps(o)(n) < pe(oifx := s])(n) dla pewnego n (jest to
mozliwe, poniewaz podterm s moze zosta¢ zwielokrotniony w wyniku
podstawienia). Stad ua(o) 3 pe(or]z = s]).

Gdy o = P(s1,...,58y), to o redukuje sie do ¢’ = P(s},...,s}), gdzie
P € 3 jest symbolem predykatu, dla pewnego ¢ € {1,...n} mamy
s; ~ sj, za$ dla j # i, mamy s; = s;. Znowu, pierwsza wspolrzedna
(o) i p(o’) jest rowna zeru. Druga wspohrzedna p ostro sie zmniejsza,
gdyz pa(0) = Uy, #2(s1) U nest(o) oraz po(0”) U=y, H2(s)) U
nest(o’), zas pa(s;) 3 pa(s;) dla pewnego [ oraz ps(sj) = pa(s)) dla
J # 1 i na mocy faktu 3.2.28 zachodzi nest(c) > nest(c’).

Gdy o = 01 — 09, mamy dwa podprzypadki w zaleznosci od typu o/,
bedacego wynikiem kroku redukcji:
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— Jesli o' = o] — 09, gdzie o1 ~ o}, to mamy (o) = (ki + ko, A1 U
Ay U {nest(0)}) oraz p(c’) = (k| + ko, A} U Ag U {nest(c’)}),
przy czym p(o1) = (k1, A1), p(o2) = (kz, A2) 1 p(o) = (k, Af).
Z zalozenia indukcyjnego p(o1) 3, p(o}). Poniewaz nest(o) >
nest(o’), otrzymujemy z zalozenia indukcyjnego (o) 3, p(o’).

— Jesli o/ = o1 — b, gdzie o9 ~ o), to dowod jest podobny do
dowodu z poprzedniego przypadku z doktadnoscia do zamiany roli
o1109.

e Gdy 0 = ((Vy:0)o1), to o ~ o = ((Vy:0)0}), przy czym oy ~
oy. Mamy p(o) = (ui(o1), {nest((Vz:0)o1)} U pa(or)) oraz u(o’) =
(u1(o}), {nest((Vx:0)o])} U pa(o})). Z zatozenia indukcyjnego mamy
w(o1) 3, p(oy) oraz z faktu 3.2.28 zachodzi nest(c) > nest(o’) to
razem daje p(o) 3, p(o’).

e Gdy 0 = (01 — 02){x :=s) oraz 0 ~ 0’ = (01(x 1= 8) — o2(x := 3)),
gdzie s € TS(X), z € X. W tym przypadku ostro zmniejsza si¢ juz
pierwsza wspotrzedna p. Rzeczywiscie, T, i T, zawieraja doktadnie te
same $ciezki, z doktadnoscia do $ciezek, ktére pochodza z podtypu o
typu o. Jednak kazda taka §ciezka (o dlugosci > 0) w T, ma sobie od-
powiadajaca Sciezke w T/, ktora pochodzi albo z o1 (- - +), albo z (- - )
(w zaleznosci od tego, czy koriczy sie na 1 lub 2). Stad suma dtugosci

st s

w1 ostro sie zwieksza podczas takiej redukcji.

e Gdy 0 = ((Vy:0)o1){(z := s) oraz o ~ o = ((Vy:0)o1(z := s)), to
dowdd jest podobny do poprzedniego przypadku.

e Gdy 0 = P(t1,...,tpm){x := s) oraz 0 ~ o = P(t},...,t,,), gdzie
s e TE(X), z € X, P € ¥1i P ma arnos¢ m, zas t, = t;(z := s) dla
i=1,...,m, to pierwsza wspélrzedna p zmniejsza sie z 1 do 0.

e Gdy 0 =7(x:=s) oraz 0 ~» o' = 7'(x :=s), gdzie s € TE(X), v € X,
oraz 7 ~ 7', to p(o) = (u1(7) + k, {nest(7(z := s))} U pa(7) U pa(s))
oraz p(o’) = (u1(7') + k', {nest(7/{x := s))} U pa(7') U pa(s)), gdzie
k to dlugos¢ wszystkich Sciezek w T, a k' to dtugosé wszystkich
sciezek W Tri(p.—s). 7 zatozenia indukcyjnego wynika (1) 3, pu(r'),
z faktu 3.2.28 mamy nest(7(x := s)) > nest(7'(x := s)). Dla pokazania
w(o) 3, p(o’) wystarczy pokazac, ze k > k'. Zauwazmy jednak, ze
redukcja w e-typach polega na przesytaniu substytucji w gtab e-typu,

zmiennych typowych lub predykatow).
]

Whniosek 3.2.31 (Church-Rosser dla e-typdw)
Redukcja ~ ma wtasnosé Churcha-Rossera.



108

Dowdd:
Silna normalizacja z faktu 3.2.30 i staba konfluencja z faktu 3.2.25 daja
tacznie na mocy lematu Newmana wtasnos¢é Churcha-Rossera. ]

Fakt 3.2.32 (~* jest rozstrzygalna)
Istnieje efektywna procedura sprawdzajgca, czy T ~>* To.

Dowdbd:

W zwiazku z tym, ze system redukcyjny ~~ ma na mocy faktu 3.2.30 wta-
snos¢ silnej normalizacji, to mozemy po prostu sprawdzaé, czy typ 7o pojawia
sie na ktorejs Sciezce redukcyjnej zaczynajacej sie od 7. ]

Definicja 3.2.33 (postaé normalna ~~*)

Fakt 3.2.25 oraz wniosek 3.2.31 implikuja, ze dobrze zdefiniowane jest pojecie
postaci normalnej e-typu. Dla e-typu 7 definiujemy jego posta¢ normalng
NF*(7) jako typ 7/, taki ze 7 ~»* 7/ oraz dla kazdego 7" mamy 7/ 4 7.

Zachodzi nastepujacy ciekawy fakt, ktéry wskazuje na pewne istotne in-
tuicje dotyczace zdefiniowanej tutaj redukc;ji.

Fakt 3.2.34 (substytucje w postaci normalnej)

Jesli T jest e-typem w postaci normalnej, dla ktérego TV (1) =0, to T nie ma
podtypu (podtermu) postaci o(x :=t) (s{x :=1t)), a zatem jest pseudotypem
rachunku A\P.

Dowdbd:

Zalozmy, 7ze w T istnieje podtyp postaci o(x := s). Mozemy bez utraty
ogblnodci zatozyé, ze o nie ma juz podtypu tej samej postaci. Typ o moze
mieé kilka postaci:

e moze by¢ e-termem — w tym momencie mozna zaaplikowaé¢ regute
redukeji (3) z definicji 3.2.23;

e moze by¢ e-typem postaci P(sy,...,8,) — W tym momencie mozna
zaaplikowaé regule redukcji (11) z definicji 3.2.23;

e moze by¢ e-typem postaci 01 — 09 — w tym momencie mozna zaapli-
kowa¢ regute redukcji (9) z definicji 3.2.23;

e moze by¢ e-typem postaci (Vz:0)o; — w tym momencie mozna za-
aplikowaé regule redukcji (10) z definicji 3.2.23.

W kazdym przypadku 7 nie jest wiec w postaci normalne;j. ]

Fakt 3.2.35 (wyprowadzenia dla e-typdw)

Niech T bedzie e-typem nad sygnaturg X, przy czym TV(r) = 0. Osqd
Iy UTY = NF™(7): % ma wyprowadzenie pierwszego rzedu w AP dla pewnego
IV, takiego ze I'(x) = 0 dla kazdego x € Vars(r).
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Dowdd:
Indukcja ze wzgledu na strukture e-typu NF™ (7). Dowod zostawiamy Czy-
telnikowi. O

Definicja 3.2.36 (réwnosé e-termbéw i e-typdw)
Rownosé e-termow i e-typow jest zdefiniowana jako najmniejsza kongruencja
zawierajaca ~»* U =,. Oznaczamy te relacje przez ~.

Definicja 3.2.37 (e-rdéwnanie)

Dowolna pare e-typéw nazwiemy e-réwnaniem. Gdy bedziemy chcieli pod-
kregli¢ fakt, ze para e-typow (11, 72) stanowi rownanie, bedziemy stosowaé
notacje 71 = 7. Zbiory e-réwnan oznaczamy symbolami £, F,.... Napis
E&(X, X) oznacza zbi6r wszystkich podzbioréw T5(X, X)%. Zbiory rownai
nazywamy tez czasami uktadami réwnan

Skoro mamy réwnania, to musimy tez zdefiniowaé¢ podstawienia, posrod
ktorych bedziemy znajdowaé rozwiazania dla zbioréw e-réwnan.

Definicja 3.2.38 (podstawienia)
Kazda funkcja czesciowa ze zbioru zmiennych typowych do pewnego zbioru
typow 7:5(X,Y) nazywana jest podstawieniem.

Wynik zastosowania podstawienia S : X — 75(X,Y) do e-typu 7, ozna-
czany przez S(7), jest indukcyjnie zdefiniowany jako (mamy tutaj lekkie
naduzycie notacji, gdyz stosujemy funkcje nie do elementéw jej dziedziny):

0) =

SP(tl, cey m)):P(tl,...,tm);

°
n

a) = a, o ile a € Dom(S);

S((Vx:0)o2) = (Vx:0)S(02).
S(o1 — 03) = S(01) — S(0o2).

S(
(
(
S(a) = S(a), o ile a € Dom(S);
(
(
S(o

(x:=s)) = S(o)(x :=5).

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji nie mamy zadnej formy przemianowy-
wania zmiennych pierwszego podczas podstawiania typu na zmienng typowsa
znajdujaca sie w zasiegu kwantyfikatora. Takie rozwigzanie w tym miej-
scu nie jest przypadkowe. Przyjmujemy, ze niektore symbole moga zostac
zwigzane podczas takiego podstawienia.

Definicja 3.2.39 (rozwigzanie uktadu rdwnan)
Mowimy, ze podstawienie S : X — T5(X,0) jest rozwigzaniem uktadu e-
rownan &, gdy dla kazdego e-rownania [1; = 73] € £ mamy S(11) ~ S(72).
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Dla tak zdefiniowanych réwnan niestety nie mamy wtasnosci najbardziej
ogblnego rozwigzania.

Przyktad 1 Rozwazmy sygnature ¥ = {P:0 = x,c:0}. Zbidr réwnan & =
{a{z = ¢)(y == ¢) = P(c)} ma jedyne dwa rozwigzania Si(a) = P(x
oraz So(a) = P(y), jednak nie istnieje zZadne Ss, takie ze S3 o0 Sy = S
ani tez S3 051 = Sy. Stgd ani S1, ani So nie moze byé najbardziej ogdlnym
rOZWIQZANIEM.

Generowanie réwnan na e-typach

Zajmiemy sie teraz problemem, jak dla danego kontekstu I' oraz termu
Curry’ego M wygenerowa¢ uktad e-réwnan, ktéry bedzie rozwigzywalny
wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie istniato wyprowadzenie pierwszego rzedu dla
I' - M : 7 dla pewnego typu pierwszego rzedu 7. Aby sformutowa¢ poprawne
zalozenie indukcyjne musimy troszeczke rozszerzy¢ dotychczas uzywane po-
jecie kontekstu.

Definicja 3.2.40 (wzbogacony kontekst pierwszego rzedu)

Kontekst I' jest wzbogaconym kontekstem pierwszego rzedu, gdy ma postaé
ToU{xy:71,...,2y: 7y}, gdzie Ty jest jakim§ kontekstem pierwszego rzedu
nad sygnatura 3, symbole z1,...,x, s3 Swiezymi zmiennymi przedmioto-
wymi, zas 71, ..., T, € T5(X, X') dla pewnego X i X. Przez I'"*" oznaczymy
zbior zmiennych {x:71,..., 2y :7,}. Do zbioru TV(T') naleza wszystkie ele-
menty X, ktére wystepuja w I'.

Definiujemy S(I")~ dla kontekstu I' jako cigg I', w ktorym kazde z:7
zostalo zastapione przez x: NF™7(S(7)).

Definicja 3.2.41 (generowanie rodwnan)

Przedstawimy tutaj niedeterministyczna procedure gener, ktora na wejéciu
bierze term Curry’ego M, wzbogacony kontekst pierwszego rzedu I' oraz
Sciezke p (w intencji prowadzaca do podtermu M w jakim$ wiekszym termie)
i ktora generuje zbior e-rownan zawarty w SEU{CMI}(X, X), gdzie ¢g,c1 sa
Swiezymi stalymi pierwszego rzedu, a X jest zbiorem zmiennych majacych
typ O w .

1. gener(z,I',p) = {a,, =T'(x)}, gdy € Dom(I") oraz I'(x) # 0;

2. gener(z,I',p) = {cv = 1}, gdy = ¢ Dom(T') lub = € Dom(T") i
I'(x) = 0;

3. gener(M N, T, p)={an1.p = (Vx:O)a(])\/[va,a?\/[Mp(x =N) =aun,}
UEN U &N, o ile N jest homogenicznym termem pierwszego rzedu; x
jest tutaj $wieza zmienna pierwszego rzedu, £y = gener(M,I',1-p) a
En = gener(N,T',2 - p);
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4. gener(MN,T',p) = {an1.p = an2p — amun,UEM UEN, oile N nie
jest homogenicznym termem pierwszego rzedu; €y = gener(M,T',1 -
p), a En = gener(N,T',2 - p);

5. niedeterministycznie wybieramy (5a) lub (5b):

(a) gener(Az.M.T',p) = {are.rrp = Qup — anript U Enr, gdzie
Evm =gener(M, T U{z:0;,},1:p),

(b) gener(Az.M,T', p) = {axe.nrp = (Vo :0)ans1.,} UEN, gdzie Eyp =
gener(M,T'U{z:0},1-p).

Obecnie pokazemy dwie kluczowe wtasnosci tego algorytmu, ktore za-
pewniaja, ze algorytm gener generuje réwnania, ktérych rozwigzywalnoscé
jest réwnowazna istnieniu wyprowadzenia.

Lemat 3.2.42 (od wyprowadzania typbw do rdwnaf)

Niech p bedzie sciezkg, I' wzbogaconym kontekstem pierwszego rzedu, w kto-
rym nie wystepujq zmienne typowe postaci ay .., gdzie N jest A-termem,
a p' $ciezkq. Niech TO bedzie zbiorem {x | x:0 € T'}, za§ M bedzie termem
Curry’ego. Jesli istnieje typ T (postaci réznej od 0 — - -+ — 0 1 podstawienie
So + X — TE(TY,0), takie ze So(I')™ + M :7 ma wyprowadzenie pierw-
szego rzedu P, to istnieje bieg procedury gener(M, T, p), ktdrego wynik ma
rozwigzanie S : X — TE(I'%,0) o wtasnosciach:

e dla kazdego N bedgcego podtermem M wskazywanym przez Sciezke p'
mamy S(an,p.p) ~* TN, gdzie T = N : 7y jest osqdem wystepujgcym
w P 1 odpowiadajgcym p';

o dla a € Dom(Sy) mamy S(a) = Sp(a).

Dowdbd:

Dowdd przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na budowe termu M.
Niech X = {an, | p' = p} (= oznacza porzadek sufiksowy na $ciezkach).
Bez utraty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze Dom(Sy) N X = 0. (Zauwazmy, ze
Dom(Sy) = TV(T).)

Przypadek M = x. Przypusémy, ze So(I') F z:7 ma wyprowadzenie
pierwszego rzedu P. Wyprowadzenie w tej sytuacji moze koriczy¢ sie tylko
reguly (var). Bieg gener okreslamy w tym przypadku jako sktadajacy sie
z jednego wykonania kroku (1) gener, ktory generuje zbior {ay , = I'(x)}.
Okreslamy S = 5105y, gdzie S1(as,p) = NF7(So(I'(2))). Oczywiscie dla o €
Dom(Sp) mamy S(«) = Sp(a). Aby zakonczyé dowod obecnego przypadku,
wystarczy pokazaé, ze

a. S(ag,p) ~ S(I'(x)), oraz

b. S(ag,,) ~* 7.
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Dla dowodu (a) postepujemy w sposob nastepujacy: S(ag,,)=51050(0,p) =
Si(ag,p), gdyz Dom(Sp) N X = 0, i dalej Si(am,,) = NF7(Sp(I'(x))) =~
So(T(z)) = S10S)((x)) = S(T(x)), gdyz Dom(S1) C X, kontekst I' nie
zawiera zmiennej typowej z X nie ma zadnej zmiennej typowej w typach
obrazu Sy.

Dla dowodu (b) postepujemy w sposéb nastepujacy: mamy

S(aw,p) = S10So(az,p) = S1(a,p) = NF7(So(T'())).

Poniewaz P moze koticzyé sie tylko regula (var), to So(I')™" F z:7 i mamy
" = NF™(S(T ().

Przypadek M = MjMs. Przypusémy, ze So(I')™ = My My : 7 ma wypro-
wadzenie pierwszego rzedu P. Wyprowadzenie to musi koriczy¢ sie regula
(app) — decyduje o tym posta¢ M. Stad So(I')” F My : (Vz:0)71S0(I)™
M, : 0 maja wyprowadzenia pierwszego rzedu dla pewnych typoéw o oraz 7.
7 zatozenia indukcyjnego dostajemy dwa podstawienia S7 oraz So rozwiazu-
jace wyniki pewnych biegow gener(M;,T", 1-p) oraz gener(Ms,T',2-p) odpo-
wiednio. Zbior Dom(S1)NDom(S2) jest zawarty w TV (I'V*"), poniewaz M i
M, sa typowane we wspo6lnym kontekécie, a odpowiadajace im zbiory zmien-
nych typowych nie maja wspoélnych §wiezych zmiennych typowych (Swieze
zmienne maja adnotacje odpowiednio 1-pi2-p). Dla y € Dom(I'"") e-
typy S1(I'(y)) 1 S2(I'(y)) sa rowne. Wynika to stad, ze dla kazdej zmienne;
y € Dom(I'"*") mamy TV(I'(y)) € Dom(Sp) a dla o € Dom(Sp) zachodzi
S1(a) = Sp(a) = Sa(a). To oznacza, ze mozemy okresli¢ S’ = Sy U Sy, ktore
rozwiazuje wspolnie £y, = gener(My,T',1-p) oraz Eyy, = gener(Ma, I, 2-p).
Podstawienie S’ oczywiscie ma wszystkie wymagane w naszej tezie wlasnosci
dlap' =2-p"ip =1-p" oraz a € Dom(Sy) — wynika to z zalozenia induk-
cyjnego. Aby okregli¢ wlasciwe S, wystarczy S’ dookresli¢ tak, by dodatkowo
rozwigzywato

a. {am1p = OMy2p = QM Ms,p)s 8dy Mo nie jest homogenicznym ter-
mem pierwszego rzedu lub

b. {anrn 1. = (Vw:O)a(}VhM%p,a%ﬁMQ,p(w = M) = am.,pt, gdy term
M> jest homogenicznym termem pierwszego rzedu

W przypadku (a) wystarczy okreslic S = S" U {(a, ms,p, 2(0)}, gdzie o sta-
nowi ~»-normalng postac¢ S’(an, 1.,). Mozna tak zrobi¢, poniewaz

typ 2(o) jest dobrze okreslony. (3.4)

Zdanie powyzsze wynika stad, ze osad So(T')™ F My : 7/, ktéry ma wlasnosé,
taka ze S"(aar 1.p) = 7', jest lewym zatozeniem ostatniej reguly (app) w P.
(Zauwazmy, ze poniewaz P jest wyprowadzeniem pierwszego rzedu, 7’ jest
w rzeczywistodci typem strzatkowym; typy kwantyfikatorowe zgodnie z fak-
tem 3.2.11 wystepuja tylko w sytuacji, gdy Ms jest homogenicznym ter-
mem pierwszego rzedu.) Tak zdefiniowane S jest oczywidcie rozwiazaniem
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wezesniej wspomnianych biegow gener(Mi,I',1 - p) i gener(Msy,T',2 - p).
Aby udowodnié rozwiazywalnos¢ gener(M;Ms, T, p) konieczne jest dodat-
kowe sprawdzenie, czy S(an 1) ~ S(0nn2p — QayMs,p)- To za$ jest
prawda, gdyz posta¢ normalna S(ans, 1.,) ma, jak wynika z (3.4), postac
m — 7. Musimy jeszcze sprawdzi¢, ze S(ongy,p) ~»* 7. To za$ zachodzi,
poniewaz postacie normalne sg jednoznaczne.

W przypadku (b) wystarczy przyjacé

S=5U {(a9\41M2,p’ 2(0-))’ (O‘MlMQ,p’ OJ)}’

gdzie o jest ~»-normalng postacia S’(an, 1.p), zas o’ jest ~»-normalng po-
stacia r(o)[z := Ms]. To dokladnie odpowiada rozwiazywalnosci dodatkowo
wygenerowanych rownaii. Nalezy jeszcze sprawdzic, ze S(on, a,,p) ~=* 7. To
za$ jest prawda, poniewaz posta¢ normalna S(aps, 1.p) jest rowna (Va:0)7/,
gdzie T'[z := Ms] = 7, co wynika z faktu, ze derywacja w AP koriczy sie
regula (app) oraz z zalozenia indukcyjnego. To konczy dowod pierwszego
warunku dotyczacego éciezki p. Pierwszy warunek dla p’ = p wynika z zalo-
zenia indukcyjnego dla M i Ms.

Pozostaje udowodnié, ze dla a € Dom(Sy) mamy S(«) = Sp(«). Waru-
nek te zachodzi dla S7 i Sa, przy czym jedyne nowe w stosunku do S7 i Ss
zmienne w S to zmienne z adnotacja p. Z zalozenia takie zmienne nie moga
pojawic sie w TV(L).

Przypadek M = \x.M’'. Przypusémy, ze So(I')”” = Ax.M': 7 ma wypro-
wadzenie pierwszego rzedu. Oznacza to, ze 7 = (Vz: 7). Osad So(I')™ U
x:71 F M': 19 ma wyprowadzenie pierwszego rzedu P’, ktore stanowi czesé
wyprowadzenia P. Poniewaz 71 nie ma wystapien zmiennych typowych,
dostajemy So(I' Ux:7)” F M': 75 i mozemy zastosowaé zalozenie induk-
cyjne. W wyniku dostajemy, ze uktad gener(M',I' U {z:0},1 - p), gdzie
o =01lub o = a,,, w zaleznoici od tego, czy 71 = 0 lub 7 # 0 odpo-
wiednio, ma rozwigzanie S’, takie ze dla kazdego podtermu N termu M’
wskazywanego przez $ciezke p’ typ N w P’ jest postacia ~»-normalng e-typu
S'(an,p1.p). Okreslamy S = S" U {(arg.nr,p, S (0,p) — S (anrr1.p))} (lub
S = 8" U{(arg.m,p, (V2 :0)S"(aps71.5))}). Z zalozenia indukeyjnego uzysku-
jemy, ze dla kazdego podtermu N wskazywanego przez $ciezke p' typ N w P’
jest postacig ~»-normalng S’(an pr.1.p), & zatem S'(app 1.p) ~* 2. Stad re-
gula (abs) daje nam wyprowadzenie P, a S(axg.nrp) ~* (Vo :71i)m2 (lub
71 — T2). W gener wybierana jest opcja (5a), gdy 7 jest rozny od 0, zas
opcja (5b) w przeciwnym przypadku.

Zalozenie indukcyjne oraz fakt, ze przy wykonywaniu kroku indukcyjnego
nie zmienialiémy nic w czesci podstawienia dotyczacej podtermoéw, implikuja,
ze S jest rowna Sy na zmiennych z Dom(Sy). O

Lemat 3.2.43 (od réwnan do wyprowadzania typow)
Niech T' bedzie wzbogaconym kontekstem pierwszego rzedu, a M termem
Curry’ego. Jesli wynik pewnego biequ gener(M,T', p) ma rozwigzanie S, to



114

istnieje wyprowadzenie pierwszego rzedu P osqdu S(T')™ = M : 1y, ktore dla
kazdego podtermu N wystepujacego w M na Sciezce p' spetnia S(an,y.p) ~*
TN, gdzie TN jest typem wystgpienia N w P.

Dowéd:
Dowdd przez indukcje ze wzgledu na budowe termu M.

Przypadek M = z. Sytuacja taka, ze gener(z,T", p) = {co = c1} jest nie-
mozliwa, gdyz gener(z,I', p) ma rozwigzanie. Stad gener(z,I, p) = {a, , =
I'(x)}. Jesli ten zbiér ma rozwiazanie S, to S(ag,,) ~ S(I'(x)). Stosowne
wyprowadzenie sktada sie z reguly (var), przed ktora znajduje sie wypro-
wadzenie stwierdzajace, ze kontekst wzbogacony o e-typ NF™ (S (o)) jest
poprawny — wynika to z faktu 3.2.35.

Przypadek M = My M>. Przypu$émy, ze S jest rozwigzaniem pewnego
wyniku gener(M; M, T, p). Poniewaz

gener(M;,I',1- p) Ugener(Ms,I",2 - p) C gener(M; M, T, p)

w kazdym ustalonym biegu, uzyskujemy, ze S jest rozwiazaniem uktadu
rownan gener(Mi,I',1- p) oraz gener(Msy,1',2 - p). Z zalozenia indukcyj-
nego uzyskujemy wyprowadzenia P; oraz P, osadow S(I')™ = My:7a
i S(T')” F My:1p,. Co wiecej, kazdy whasciwy podterm N termu My My
na $ciezce p’ ma typ 7n, ktory jest postacig ~»-normalng S(an, p.4.p), gdzie
d =1,2. Zbior gener(M; M, T, p) zawiera nastepujace dodatkowe rownania:

a. {am1p = OMy2p — QM Ms,p ), 8dy Mo nie jest homogenicznym ter-
mem pierwszego rzedu, lub

b. {am 1 = (Vm:O)ag/hM%p,a?\/[lMM(x = Ms) = am M, by gdy term
M> jest homogenicznym termem pierwszego rzedu.

W przypadku (a) wiemy na podstawie postaci rownania, ze typ M1 w P; ma
posta¢ o1 — 09, gdzie 07 i 02 s3 postaciami ~»-normalnymi S(ay,,2.,) oraz
S(an My,p) odpowiednio. Mozemy polaczyc Py i P w jedno wyprowadzenie
przy pomocy regulty (app), gdyz typy My i My w Py oraz Ps sa z zalozenia
indukcyjnego réwne odpowiednio o1 — o9 i 01. Typ wynikowy dla My M,
jest postacig ~»-normalng S(anr, ap,,p)-

W przypadku (b) wiemy na podstawie postaci rownania, ze typ M jest
typem kwantyfikatorowym postaci (Vz:0)7 i, poniewaz Ms jest homoge-
niczny, to jego typem jest 0. Stad mozemy potaczyé Py oraz Po w jedna
derywacje przy pomocy reguly (app). Wynikowy typ dla My My jest rowny
Tz := Mjy], jednak posta¢ rownan implikuje, 7ze 7 jest postacia ~»-normalna
S(a%/hM%p) oraz, ze S(onMa,p) = S(oz?\/[lM%p(x := My)). Oznacza to, ze
S(an myp) = S(ag/hM%p)[x = M|, a zatem S(an ) > Tz = M.
Jednoznaczno$é postaci ~-normalnych (fakty 3.2.25 oraz 3.2.30) implikuje,
ze T|x := M>] jest postacia normalna S(anr,p), a zatem S(aar a,,p) ~*
T[x == M.
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Przypadek M = Ax.M’'. Przypusémy, ze mamy rozwigzanie S pew-
nego biegu gener(A\xz.M', T, p). Podstawienie S jest rowniez rozwiazaniem
gener(M' . TU{z: g}, 1-p) (jesli niedeterministycznie zostal wybrany przy-
padek (5b), to jest rozwiazaniem gener(M',T'U {z:0},1-p)). Stad z zalo-
zenia indukcyjnego mamy wyprowadzenie P’ dla S(TUx: oy ,)” - M’ :0’
(lub S(TUz:0)” + M':0"). Dla kazdego znajdujacego sie na Sciezce p/
podtermu N termu M’ mamy z zalozenia indukcyjnego, ze typ 7n termu
N na p/ w wyprowadzeniu P’ jest postacig ~»-normalng S(an,,.1.,). Mo-
zemy teraz na koricu P’ dodaé¢ regute (abs) i uzyska¢ wyprowadzenie P
dla S(T)” F Aa.M':0 — o (lub S(I')” F \a.M':(Vx:0)0’), gdzie 0 =
NF™(S(ow,p)) i 0/ = NF7(S(anr,1.p)). Poniewaz S rozwiazuje rownanie
[z p = amrip = xemrp) (lub [(Vz:0)anr 1., = axe.r ), postaé nor-
malna S(axg. ) musi mie¢ ksztatt o — oo (lub (Va:0)o2), gdzie o jest
postacig normalng S(ag,,), a o2 jest postacia normalng S(ans 1.,). Stad
term Az.M’ ma typ NF™(S(axz.ar,p)) w P. O

Twierdzenie 3.2.44 (rdwnowaznos§é wyprowadzania typdw

i e-rdwnan)
Istnieje niedeterministyczny algorytm, dla ktoérego przy dowolnym kontek-
Scie pierwszego rzedu ' oraz termie Curry’ego M spelniona jest rownowaz-
no$¢ zdan:

1. Istnieje typ 7, taki ze I' = M : 7 ma wyprowadzenie pierwszego rzedu.

2. Istnieje bieg algorytmu, ktéry daje w wyniku rozwiazywalny zbior e-
rownan £.

Dowdbd:

Algorytm z tezy twierdzenia to gener. Procedura ta daje niedeterministycz-
nie w wyniku zbior rownan £. Implikacje (=) uzyskujemy jako natychmia-
stowg konsekwencje lematu 3.2.42 zastosowang do specjalnego przypadku,
gdy p = € (Sciezka pusta) oraz zadna zmienna z X nie wystepuje w I'. Im-
plikacja (<) wynika z lematu 3.2.43. ]

Upraszczanie rownan

W ogoélnosci e-typy w rownaniach z poprzedniej sekcji zawieraja kwantyfika-
tory i typy strzatkowe. Obecnie pozbedziemy sie strzatek przy pomocy pro-
cedury podobnej do procedury stosowanej przy unifikacji pierwszego rzedu.

Wprowadzimy tutaj pewien skrét notacyjny — bedziemy pisali V"7 na
oznaczenie e-typu postaci (Vzq:0) - (V, :0)7, gdzie n > 0. Aby moc iden-
tyfikowaé r6zne V", bedziemy czasami dodawali do tego symbolu odpowiedni
rozrézniajacy indeks.

Wprowadzimy teraz pewng pomocnicza definicje, ktéra pozwoli nam zde-
finiowaé¢ algorytm upraszczania
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Definicja 3.2.45 (graf zmiennych)
Dla danego zbioru rownan &, okreslamy graf z wagami G¢ = (V, E;U E, w),
gdzie

o V =TV(E) oraz

o (a1,a9) € Ej, o ile istnieje takie rownanie [17 = 73] € Q, ze a1 wyste-
puje na pewnej Sciezce p w T oraz ap wystepuje na Sciezce p' - p W To,
gdzie [p'| > 0; okreslamy tutaj w(aq,as) = |p/| — k, gdzie k jest liczba
wystapieri e-typu postaci 7(z := s) na $ciezce p) w e-typie p(12).

o (a1,a9) € E,, o ile istnieje rownanie [11 = 73] € Q oraz Sciezka p, ktora
w 11 prowadzi do g, a w 72 do ag; okreslamy tutaj w(ay, as) = 0.

Kazdy cigg wierzchotkéw grafu, w ktorym kazde dwa sasiednie wierz-
chotki sa potaczone krawedzia, nazywamy drogg. Drogi bedziemy oznaczali
literami w,w’. ..

Intuicyjnie, jesli istnieje rozwiazanie S uktadu réownan, to zdefiniowany
powyzej graf zawiera informacje o tym, czy dla danej zmiennej o term S(«)
po wykonaniu otaczajacych a substytucji jest podtermem jakiegos innego
S(0) z wykonanymi substytucjami. Oprocz tego zbierane sa tutaj informacje,
ktore pary S(«), S(8) maja wspolne gorne czesci (gdy termy zapiszemy jako
drzewa).

Przedstawimy teraz wtlasciwa procedure upraszczajaca uktady rownan.
Ogolna idea zwiagzana z ta procedura polega na unifikowaniu réwnan w spo-
s6b podobny do sposobu uzywanego w unifikacji Robinsona, przy czym wyko-
nywana jest dodatkowa praca zwigzana z przenoszeniem ewentualnych jaw-
nych substytucji i kwantyfikatoréw w glab termoéw.

Definicja 3.2.46 (procedura upraszczania)

Procedura przetwarza krok za krokiem pary (Q,S), gdzie Q jest ciggiem
rownan, ktore maja by¢ rozwiazane, zas S jest pewnym podstawieniem. Po-
czatkowe dane dla tej procedury stanowi para (Qp, (), gdzie Qq jest ciagiem
rownan z zadanego zbioru e-réwnarn £.

Intencja nasza jest, by po kazdym kroku procedury spetniony byt naste-
pujacy niezmiennik:

jesli S’ jest rozwigzaniem @, to S’ o S jest rozwigzaniem Q.

Wykonujemy tutaj drobne naduzycie notacji, gdyz traktujemy ciag Q jak
zbiér réwnan z tego ciggu.

Procedura konczy swoje dziatanie albo gdy w spos6b jawny zostanie ogto-
szona jej porazka, albo gdy ciag Q sktada sie wylacznie z par jednej z trzech
nastepujacych postaci:

—3

82
8
I

ot
Il

V3ol (7 = 9, (35)
ol :=1) = V9P(s1,...,5m), .
V?P(tl,... ,tn) = VELP(Sl,...,Sn), (37)
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gdzie @, ¥, ¢, § oznaczaja odpowiednie wektory zmiennych lub termow,
an>0.

Przy kazdym kroku algorytmu wykonujemy operacje odpowiadajace po-
szczegOlnym przypadkom (ominelismy sytuacje symetryczne ze wzgledu na
relacje =), po ktorych wykonujemy normalizacje termow ze wzgledu na re-
lacje ~~»*. Oczywiscie normalizacje wykonujemy takze przed pierwszym roz-
wazaniem definiowanych tutaj przypadkéw.

1. Niech @ = [V}(01 — 02) = V§(11 — 72)] - Q. Dane wejsciowe prze-
ksztalcane sg na

(Vior =Vim] - V500 = Vi) - Q' 5).

2. Niech Q = V(i = 1) = V3 (n — )] - @', gdzie T jest zbiorem
zmiennych {z1,... xm} wektor t jest zbiorem termow {ti,...,tm},
za$ « jest zmienng typowa, taka ze zaden cykl zawierajacy a w grafie
(Go nie ma krawedzi z F,;. Dane wejsciowe przeksztalcane sg na

(VP (a1 — ao)(F :=1) = Vi1 — 7] - Qo := a1 — az)],
[a:= a1 — ag] 0 S),

gdzie a1, ag 83 Swiezymi zmiennymi.

3. Let Q = Vial(d := 1) = V3(( Vy 0)7)]- Q', gdzie ¥ jest zbiorem zmien-
nych {z1,...,Z,}, wektor ¢ jest zbiorem terméw {ti,...,t,}, zas a
jest zmienna typowa, dla ktoérej zaden cykl w grafie Gg przechodzacy
przez « nie zawiera krawedzi z FEs;. Dane wejsciowe przeksztalcane sa
na

(v ((Fy' :0)an ) (T = £) = V5((¥y: 0)7)] Q[ a:= ((Vy':0)an)],
[ := (Vg : 0)a)] 0 5),

gdzie oy jest $wiezg zmienng typowa, zas v’ jest §wiezg zmienng pierw-
szego rzedu.

4. Niech @ = [0 = 7| - @ i niech o = 7 bedzie jednej z trzech postaci
(3.5-3.7). Dane wejsciowe przeksztalcane sa na

(Q o =1],9).

5. We wszystkich pozostatych przypadkach zachodzi porazka.

Przy dowodzie terminacji potrzebna bedzie nam definicja pewnych szcze-
gblnych $ciezek w grafie Gg:
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Definicja 3.2.47 (droga termowa)
Powiemy, ze droga w w grafie Gg jest termowa, gdy

e kazda krawedz taczaca wierzcholki w wystepuje na tej drodze najwyzej
raz oraz

e w nie zawiera zadnego podciggu postaci a- o’ - «, gdzie (o, ') i (¢, )
naleza do F..

Lemat 3.2.48 (terminacja)
Procedura upraszczania z definicji 3.2.46 zatrzymuje sie dla kazdych danych
wejsciowych.

Dowoéd:
Dla gratu Gg mozna okresli¢ zbior

Ay = {a | nie ma krawedzi (o, 3) € E}.

Dla danej zmiennej « okreslimy A, jako zbiér drég termowych z o do jakiej$
zmiennej z Ag. Wreszcie dla danej drogi w okreslimy w,, jako sume wag jej
krawedzi.

Okreslimy teraz pewng funkcje W jako

W(a) = Z Wey-

u}EAa

Funkcja ta jest dobrze okre§lona, gdyz drog termowych w danym grafie jest
skoniczenie wiele.
Okreslimy na ciagach rownari funkcje p jako

1(Q) = (ny,ng,ny) € N*,
przy czym

° ny = ZaeTV(Q) W(a), gdy Gg nie ma cyklu zawierajacego krawedz ze
zbioru Eg; oraz ny = 0 w przeciwnym przypadku;

e ng jest sumg rozmiaréw wszystkich typow w Q mierzong liczbg wy-
stapien strzalek oraz symboli predykatow;

e ny jest liczba réwnan postaci (3.5-3.7) (def. 3.2.46), ktore znajduja
sie w ciggu Q przed jakims réwnaniem, ktére nie jest zadnej z postaci
(3.5-3.7).

Pokazemy, za pomocg rutynowej analizy przypadkéw, ze wartosci funkcji
i po wykonaniu dowolnego z krokéw (1-4) maleje w porzadku leksykogra-
ficznym na N3.
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Dla przypadku (1) wielko$¢ n; sie nie zmienia, bo dla niej maja znaczenie
tylko $ciezki, ktore sa przedtuzeniami Sciezek prowadzacych do zmiennych,
a przy wykonywanym tutaj przeksztalceniu takie §ciezki sie nie zmieniajg.
Zmniejsza si¢ za to ostro wielkos¢ no, gdyz zmniejsza sie liczba strzatek w Q.

Dla przypadku (2) zmniejsza sie wartos¢ ny, gdyz wszystkie §ciezki, ktore
do tej pory zaczynaly sie od a zostaja rozdzielone na $ciezki zaczynajace sie
od a1 1 ag przy czym waga kazdej takiej Sciezki jest mniejsza o 1. Dodatkowo
wszystkie w,, dla §ciezek w w Gg zaczynajacych sie od jakiej$ zmiennej
ap # « i przebiegajacych przez « nie zmieniaja sie, gdyz jednosé¢, ktora
do tej pory znajdowala sie we fragmencie §ciezki zaczynajacym sie od «
przechodzi do krawedzi przed a; lub ag, gdyz w stosownym typie « zostato
zastapione przez a; — Qo.

Dla przypadku (3) dowod przebiega podobnie do poprzedniego przy-
padku.

Dla przypadku (4) ze zmiennymi i $ciezkami sie nic nie zmienia, wiec
wartosci ny i ng nie ulegaja zmianie. Poniewaz procedura si¢ nie skoriczyta,
to w Q musi sie znajdowaé rownanie, ktore nie jest zadnej z postaci (3.5-3.7).
Zatem przeniesienie jednego réwnania takiej postaci na koniec Q@ zmniejsza
liczbe tych rownarn postaci (3.5-3.7), ktore wystepuja przed jakim§ roéwna-
niem nie majacym takiej postaci. Stad ny si¢ zmniejsza.

W zwigzku z tym, ze ~~»-redukcja powoduje tylko zmiane potozenia sub-
stytucji w e-typach, a n;,ng oraz ny nie zaleza od ich umiejscowienia w e-
typach, to wykonywanie normalizacji po kazdym kroku algorytmu nie zmie-
nia wartosci funkcji p. Ol

Lemat 3.2.49 (poprawnos¢ jednego kroku)

Niech (Q, S) bedzie parg, takg ze Q jest ciggiem réwnari, a S jest podstawie-
niem. Jesli istnieje podstawienie T, takie ze T o S rozwigzuje Q 1 jeden krok
procedury upraszczania daje w wyniku (Q',S"), to istnienie podstawienie T,
takie ze T' o S rozwigzuje Q'.

Dowdd:

Podstawienie S zmienia sie tylko w przypadkach (2) i (3) procedury uprasz-
czania. Co wiecej w przypadku (1) nastepuje tylko rozbicie dwoch strzatek,
co oczywiscie nie zmienia faktu, ze S rozwiazuje uktad rownan; w przypadku
(4) za$ nie sam uklad nie zmienia sie w ogole, co tez nie zmienia rozwiazy-
walnogci uktadu przez S.

W przypadku (2) mozemy zalozy¢, ze T(a) = 11 — 7o, gdyz pierwsze
rownanie w Q wymusza taka posta¢. Okreslamy T7(5) = T(B) dla 8 #
a,aq,a9 oraz T' (1) = 1(T(«)), T' () = 2(T(«x)). Tak okreslone 7" spetia
naszg teze — dowod pozostawiamy Czytelnikowi.

Dowod dla (3) jest podobny do poprzedniego przypadku — szczegoly
pozostawiamy Czytelnikowi. O
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Lemat 3.2.50 (rozwigzanie daje krok algorytmu)

Niech (Q, S) bedzie parg, gdzie Q jest ciggiem réwnari, a S podstawieniem.
Jesli istnieje podstawienie T takie, ze T o S rozwigzuje Q, to procedura
upraszczania nie ponosi porazki.

Dowdbd:
Przypadki, kiedy zaden z punktow (1-4) nie moze zosta¢ zastosowany obej-
muja tylko:

1. @ = [V{((Vz:0)0) = Vi7| - @, gdzie T nie zaczyna sie od (Vz:0) i 7
nie jest postaci a(f := t);

2. Q@ =|V(o1 — 02) = V47| Q, gdzie T nie ma postaci 71 — T2 oraz nie
jest rowne a(T = 1);

3. Q= [VI"P(t1,... ,tm,) =V52P'(s1,...,8m,)| - @, gdzie

V?lp(tl,. . 7tm1) ;ﬁ V;LQP/(Sl,. . 75m2)-

4. Q@ = V'« f} Vo?7] - @, gdzie 7 jest albo o1 — o9, albo
(Vo : 0)0, zas GQ zawiera cykl z « przechodzacy przez krawedz z Es.

W przypadkach (1-3), @ w sposéb oczywisty nie ma rozwiazania — konflikt
symboli.

Dowo6d w przypadku (4) wykonujemy przez indukcje ze wzgledu na dtu-
gosé cyklu.

Jedli cykl ma ditugosé zero (krawedz od « do «), to istnieje rownanie
V"1 = V"7), w ktorym 7 zawiera « na pewnej Sciezce p, a To zawiera
zmienng « na pewnej Sciezce p' - p, gdzie |p'| > 0. Takie rownanie jest nie-
rozwiazywalne, gdyz jego rozwiazanie wymagaltoby istnienia nieskoriczonej
Sciezki w rozwiazaniu.

Jesli dhugosé jest wieksza od zera, to w cyklu mamy réwnanie postaci
V"7 = V"79) z pewnym «; w 71 na koricu $ciezki p oraz pewnym ag w 7o
na $ciezce p' - p. Usuwamy «ap podstawiajac na jego miejsce term znajdu-
jacy sie na p w 1 (by¢ moze dokonujac jednoczesnie przemianowania od-
powiednich zmiennych pierwszego rzedu). W ten sposob eliminujemy jedng
zmienng z cyklu i uzyskujemy zbiér réwnan, ktorego rozwigzywalnos$c jest
rownowazna rozwiazywalnosci pierwotnego uktadu. 7 zaltozenia indukcyj-
nego uzyskany zbiér réwnan nie ma rozwigzania, a zatem i pierwotny zestaw
rownan takze go nie ma. U

Lemat 3.2.51 (petnos¢ pojedynczego kroku)

Niech (Q',S") bedzie parg uzyskang z (Q,S) w jednym kroku procedury
upraszczania. Jesli istnieje podstawienie T' takie, ze T' o S’ rozwigzuje Q',
to istnieje podstawienie T, takie ze T o S rozwigzuje Q.
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Dowdd:
Podstawienie 7" nie musi by¢ zmieniane dla przypadkow roznych od (2) i (3).
W przypadku (2), przyjmujemy T'(«) = T (1) — T'(2), za$ w przypadku
(3): T(a) = (VY :0)T"(aq).

Jest kwestia rutynowego sprawdzenia, ze tak okre$lone T spelnia nasza
teze. Szczegoly zostawiamy Czytelnikowi. U

Fakt 3.2.52 (zmienne w podstawieniu i ciggu rdwnan)

Niech (Q, S) bedzie para, w ktérej TV(Q) N Dom(S) = 0. Jesli (Q',5) zo-
stato osiggniete w n-tym kroku procedury upraszczania, to réwniez TV(Q')N
Dom(S’) = 0.

Dowéd:
Rutynowa indukcja ze wzgledu na liczbe krokéw algorytmu. ]

Twierdzenie 3.2.53 (poprawno$¢ procedury upraszczania)

1. Procedura zatrzymuje sie dla wszystkich danych wejsciowych postaci

(Q,0).

2. Uktad Q ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wynik procedury
upraszczania zastosowanej do (Q, () ma posta¢ (Q',S), gdzie Q" ma
rozwigzanie i kazde rownanie Q' ma ktoras z postaci (3.5-3.7) opisa-
nych w definicji 3.2.46.

Dowadd:

Lemat 3.2.48 implikuje terminacje procedury upraszczania, co daje nam
pierwsza czesé naszego twierdzenia i mozemy zaktada¢ w dalszym ciagu do-
wodu, ze procedura zatrzymuje sie po n krokach.

Niech Sy bedzie rozwigzaniem Q. Podstawienie Syo) jest rowniez rozwia-
zaniem Q. Mozemy teraz n razy zastosowaé lemat 3.2.49 oraz lemat 3.2.50
i w wyniku uzyskaé pare (@', 5), dla ktorej istnieje podstawienie T, takie ze
T o S jest rozwigzaniem Q'.

Analogicznie, jesli procedura upraszczania koriczy dziatanie i daje wynik
(@, 9), taki ze Q" ma rozwigzanie T, to poniewaz TV(Q') N Dom(S) = 0
(fakt 3.2.52), mamy, ze T o S jest rozwigzaniem Q’. Stad mozemy tutaj
zastosowaé n razy lemat 3.2.51 i uzyskaé¢, ze Q ma réwniez rozwigzanie. [

Usuwanie kwantyfikatoréw

W tym momencie za pomoca procedury upraszczanie uzyskaliSmy zbiér e-
rownan o specjalnej postaci. Jednak réwnania te wciaz jeszcze maja w sobie
kwantyfikatory, ktore nie pozwalaja na bezposrednia translacje do unifikacji
drugiego rzedu. Opiszemy tutaj procedure usuwania tych kwantyfikatorow.
Procedura ta wykorzystuje pewna posrednig grafowa strukture danych.
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Definicja 3.2.54 (graf ustalania)
Graf ustalania dla zbioru réwnan &£ okreslamy jako dowolny graf o wierz-
chotkach

Ve = Xe x TV(E),

gdzie X¢ jest zbiorem zmiennych pierwszego rzedu, ktére znajduja sie pod
kwantyfikatorami w &, za§ TV(E) to zbioér zmiennych typowych w &.

Powyzszy graf jest grafem nieskierowanym (krawedzie sg parami nieupo-
rzadkowanymi).

Intuicyjnie, procedure usuwania kwantyfikatoréw pierwszego rzedu bedziemy
uruchamia¢ z grafem ustalania, w ktorym krawedz miedzy (z,«a) a (2/,a)
pojawia sie, gdy istnieje w uktadzie réwnan réwnanie, w ktérym wystepuje
zmienna o i/, a x oraz =’ sg kwantyfikowane na tej samej pozycji. Nastepnie
bedziemy przetwarza¢ grafy ustalania dochodzac stopniowo do sytuacji, gdzie
kazda krawedz miedzy (z,«) a (2, ) oznacza, ze z i 2’ powinny wystepowaé
dokladnie w tych samych miejscach terméw podstawianych na o i na o
odpowiednio.

Procedura usuwania kwantyfikatoréw daje w wyniku nowy zbiér réwnan
— tym razem bez kwantyfikatoréw — oraz pewne dodatkowe wiezy nega-
tywne. Wiezy te, intuicyjnie, méwia, ze pewien symbol nie moze wystapic
w typie odpowiadajacym danej zmiennej typowej. Te wiezy wprowadzane sa
w wyniku pojawiania sie pewnych nowych statych pierwszego rzedu. Stale,
ktore znajdowaly sie w oryginalnej sygnaturze, nie wystepuja w wygenero-
wanych wiezach.

Definicja 3.2.55 (e-rdownania z wigzami)

O parze (€, ¢), gdzie & jest zbiorem e-rownari, a ¢ : TV(E) — Const mowimy,
ze jest uktadem réownari z wiezami negatywnymi ¢. Mowimy, ze S : TV(E) —
T (X, X) jest rozwigzaniem takiego réownania z wiezami, gdy dla kazdego
a € TV(E) stale z ¢(ar) nie wystepuja w S(a).

Oczywiscie zakladamy, ze w przedstawionej powyzej procedurze usuwa-
nia kwantyfikatoréw nie wykonywane sa zadne a-konwersje.

Procedura usuwania kwantyfikatoréw sktada sie z dwoch czesci: two-
rzenia grafu ustalania dla wejSciowego réwnania oraz wlasciwego usuwania
kwantyfikatordw.

Definicja 3.2.56 (tworzenie grafu ustalania)

Wejscie dla tej procedury stanowia trojki (X, X, E), gdzie ¥ jest sygnatura,

X jest zbiorem zmiennych pierwszego rzedu, zas £ jest zbiorem e-réwnan

zawartym w £G(X, X'). Wynikiem jest graf ustalania Gg¢ oraz funkcja okre-

slajaca wiezy negatywne ¢g : TV(E) — P(Xg). Obiekty te definiujemy jako
¢ = (Vg, E,) oraz ¢, uzyskane w ostatnim kroku nastepujacej iteracji:
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1. Zaczynamy od G = (Vg, Ep) i ¢ : TV(E) — P(X¢), gdzie

Eo = {((zi,a), (2}, 0)) |
Vo ... Vo;.. Vool ) =V Vo, . Vel d/ (- )] € &Y,
¢o(a) = 0 dla kazdego a.

2. Przeksztalcamy G w GZH pod warunkiem, ze istnieje droga w w G%
od (z1, «) do (x9, a), gdzie x1 # xo. Definiujemy E, 111 ¢py1 W Sposob
nastepujacy

(a) wez krawedz ((y, ), (v, ")) miedzy sasiednimi wierzchotkami w,

(b) usun ja — wynikiem jest zbior E, 11,
(€) dn+1(7) = Pn(y) dlay # 5,
Pn+1(8) = én(B) U{y}, gdy w € znajduje sig réwnanie

Vo1 ... V2. Nz B2t = 1) =V ... V2. V2 B,

takie ze z; = y i 2/ =y oraz y & 71,
On+1(8) = édn(B), gdy takie rownanie nie istnieje w E.

Nastepujacy fakt jest konieczny dla ustalenia poprawnosci procedury usu-
wania kwantyfikatorow.

Fakt 3.2.57 (roézne sktadowe)

Niech Vz1...Vzi .. Vegpa(Z' = t1) = V2. Vi, V2, B(F = 1?) bedzie
réwnaniem nalezgcym do E. Jesli G nie zawiera krawedzi ((z;, ), (2, 3)),
to albo z; € ¢n (), albo z| € ¢, (B).

Dowd6d:
Indukcja ze wzgledu na n — zostawiamy Czytelnikowi. Kluczowa role gra
tutaj punkt (2¢) definicji 3.2.56. ]

Nastepujacy fakt wyjasnia, dlaczego w punkcie (2) definicji 3.2.56 po-
winni$my przerywa¢ drogi miedzy (z1,«) a (x2,«). Istnienie takiej drogi
interpretujemy dalej w definicji 3.2.59 jako konieczno$¢ przyjecia na z1 i xo
tej samej stalej. Tymczasem takie ustalenie w przypadkach wylapywanych
w punkcie (2) prowadzitoby do sprzecznosci.

Fakt 3.2.58 (kopiowanie)

Niech w bedzie drogg w G dla pewnego n i niech S bedzie rozwigzaniem £.
Jesli dla kazdej krawedzi ((zi, @), (2, B)), gdzie (z;, «) jest k. wierzchotkiem
drogi w, a (2}, 3) jej wierzchotkiem k + 1., i dla kazdego réwnania postaci

Vzr .. Vzi.. Vzpo 2l =11 = V2] .. V2l V2 B )

mamy, ze z; € Z*, to jesli dla pewnego wierzchotka (y,7y) drogi w istnieje taka
$ciezka p, ze p(S(7)) = y, to dla dla kazdego wierzchotka (y',~') tej drogi
p(S(Y) =y
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Dowdd:
Indukcja ze wzgledu na dtugosé drogi w — zostawiamy ja Czytelnikowi. [

Definicja 3.2.59 (wtaSciwe usuwanie kwantyfikatorow)

Wejscie dla tej procedury stanowia piatki (X, X, &, Ge, ¢g), gdzie 3 jest
sygnatura, X jest zbiorem zmiennych pierwszego rzedu, £ jest zbiorem e-
rownan zawartym w £&(X, X), a Gg, ¢ sa wynikiem tworzenia grafu ustala-
nia. Wynikiem jest trojka (X', &, ¢), gdzie X/ jest sygnatura, £ jest zbiorem
e-rownan zawartym w £&, (0, X), zas ¢ : TV(E') — P(Xg).

Korzystajac z Gg i ¢g, tworzymy nowy zbiér rownan &', wykonujac na-
stepujace dwa kroki:

1. dla kazdej spojnej sktadowej H w G¢ wybieramy nowg staty ar;
2. kazde réwnanie:
V21 .. VzpalZt = 1Y) = V2, .. V2L B = 1?)
zastepujemy réwnaniem
alZ' =tz = a1, ..., 20 1= an] = B2 =12 = aq, ..., 2 = ay]
przy czym

e a; = ag, jesdli (2, a) oraz (z],3) sa w tej samej spojnej sktadowe;j
H;

/

!, ) sa w roznych spojnych sktado-
B) nalezy do spojnej sktadowej H i z; € ¢p(a);

e a; = ay, jesli (z;,a) oraz (z
wych, (2,
e a; = ap, jesli (z;,a) oraz (z],0) sa w roznych spojnych skta-
dowych, (z;, @) nalezy do spojnej sktadowej H oraz z; € ¢(«)

iz € ¢(P)
(fakt 3.2.57 implikuje, ze to juz wszystkie przypadki) oraz
o {zi,... vz, Y ={z1,..., 2 \ZY
o {2,z Y= N\

Sygnatura, ktéra otrzymujemy w wyniku dzialania procedury zawiera:
1. wszystkie symbole X,
2. wszystkie symbole X,

3. wszystkie state pierwszego rzedu wprowadzane w powyzszej procedu-
rze.
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Fakt 3.2.60 (poprawno§é¢ usuwania kwantyfikatordw)

1. Procedura usuwania kwantyfikatorow zatrzymugje sie,

2. Uktad €& ma rozwigzanie T : X — TE(X,0) wtedy i tylko wtedy, gdy
pewien wynik £ procedury usuwania kwantyfikatorow ma rozwigzanie
T X — T5(X\(2 UDom(I")),0), ktdre spetnia wiczy ¢.

Co wiecej, zZadna stata z X nie wystepuje w ¢.

Dowd6d:
Wtasnosé (1) jest oczywista. Dowdd (2) sktada sie z dwoch czesci.
(=) Jesli £ ma rozwiazanie T, to mozemy skonstruowaé rozwiazanie 7"

uktadu &’ ktadac:

T (o) = T(a)[zi, == aiyy-- -y 2, = a, ]
T'(B8) =T(B) [231 =gy, ,z}m, =aj ],
gdzie &, B, Ziys -+ Zigy Zjys -5 2 s Qigs e e o Qi Qs - - - G, S Okreslone jak

w punkcie 2 definicji 3.2.59. Podstawienie T jest rozwigzaniem, bo:

e w nowym uktadzie réwnani i rozwigzaniu nie zmieniaja sie wystapienia
symboli funkcyjnych;

e podobnie nie zmieniajg sie pozycje statych z sygnatury X;

e nowo wprowadzane stale wprowadzane sa, tak ze na i-ta zmienng
w ciggu kwantyfikatorow po lewej i prawej stronie trafia ta sama stata.

Tak okreslone rozwiazanie T” spelnia wiezy ¢, co zapewnia fakt 3.2.57. Szcze-
goty pozostawiamy Czytelnikowi.

(<) Jedli £ ma rozwiazanie T”, to mozemy odtworzy¢ T rozwigzujace &,
zastepujac po prostu Swieze state przez zmienne pierwszego rzedu, ktore one
zastepowaly. Przy takim postepowaniu moga sie pojawi¢ pewne zmienne
poza zasiegiem kwantyfikatorow. Takie wystapienia zastepujemy jedna wy-
rozniong stala z wyjsciowej sygnatury. Istnienie w w punkcie (2) defini-
cji 3.2.56 gwarantuje, ze tylko dla ustalonej zmiennej typowej o nowo wpro-
wadzonej stalej znajdujacej sie w T'(«) odpowiada jedna zmienna pierwszego
rzedu. ]

W wyniku zastosowanej tutaj procedury dostajemy réwnania o jeszcze
bardziej ograniczonej postaci:

Definicja 3.2.61 (postaé rdéwnan bez kwantyfikatordw)
Rownania, ktére sa wynikiem procedury wsuwania kwantyfikatoréw maja
postac:

ol =1 = do(f:=3), (3.8)
oZ =1 = P(s1,...,5m), 3.9
P(tl, 7tn) = P(sl,...,sn), (310)
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gdzie @, ¥, ¢, § oznaczaja odpowiednie wektory zmiennych lub termow,
an>0.

Od e-réwnan do réwnan drugiego rzedu

Uzyskalismy w koiicu zbidér e-réwnan, ktéry moze zostaé przeksztatcony na
zbiér rownani drugiego rzedu specjalnej postaci.

Definicja 3.2.62 (unifikacja z wigzami)
O parze (E, ¢), gdzie E jest zbiorem réwnan unifikacji drugiego rzedu, a ¢ :
FV(FE) — Const mowimy, ze jest uktadem réwnan drugiego rzedu z wiezami
negatywnymsi ¢.

Moéwimy, ze S : FV(E) — Termyqy, (A — ) jest rozwiazaniem takiego
réwnania z wiezami, gdy dla kazdego F' € FV(E) mamy, ze stale z ¢(F) nie

wystepuja w S(F).

Wprowadzimy teraz pewna relacje réwnowaznosci = pomiedzy typami wy-
stepujacymi w réwnaniach.

Definicja 3.2.63 (relacja =)
Dla uktadu F okreslamy

71 =70 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w E réwnanie 7 = 7o
lub7m =@ :=1in=aj:=

5).
Translacja do unifikacji drugiego rzedu z wiezami definiujemy jak nastepuje:

Definicja 3.2.64 (translacja do drugiego rzedu)

Niech bedzie dany uklad e-réwnan z wiezami negatywnymi (€, @), przy
czym postaé tych réwnarni jest zgodna z definicjg 3.2.61. Zdefiniujemy uktad
rownan drugiego rzedu (F, ¢'). Translacja sktada sie z dwoch krokow

1. Najpierw usuwamy réwnania 7 = 7' o tej wlasnosci, ze klasa abstrak-
cji relacji = wyznaczona przez 7 (i 7’') sktada sie wylacznie z typow
zaczynajacych sie od zmiennej typowej.

2. Dla kazdej zmiennej typowej a niech A, bedzie zbiorem wszystkich
zmiennych pierwszego rzedu x, ktére wystepuja w jakim§ réwnaniu
7z € w kontekscie a(if := ) (x := s)(Z:= @). Niech Ay = {z1,...,2,}.
Dla kazdego a(ij := 1), zaktadajac, ze t = {t1,...,t,n}, zastepujemy
ol == 1) przez Fo(t),. .. t.), gdzie

o U\ =ti[yjt1 :=tjy1] - [Ym = tn), 0 ile z; = y; oraz

/o . - . . o
e t; = x;, o ile wér6d zmiennych ¥ nie ma y; = ;.

Funkcje ¢’ okreslamy za$ jako ¢/(Fy,) = ¢(«).
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Natychmiast uzyskujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.2.65 (uproszczone rdwnania i unifikacja drugiego rzedu)
Dla danego zbioru € réwnari postaci (3.8-3.10) z definicji 3.2.61 wraz z wie-
zami ¢ istnieje zbidr E réwnan unifikacyi drugiego rzedu oraz wiezy ¢, takie
ze £ jest rozwigzywalne z wiezami ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy E jest rozwig-
zywalne z wiezami ¢'.

Co wiecej, translacja (€, ¢) na (E',¢') jest efektywna, a 2bidr statych w ¢
nie zmienia sie przy przejéciu do ¢'.

Dowéd:

Translacja z definicji 3.2.64 jest bez watpienia efektywna i nie zmienia zbioru
statych w wiezach.

Pierwszy krok translacji, usuniecie pewnych klas abstrakcji relacji =, nie
wplywa na rozwigzywalnosé, gdyz okreslony w ten sposéb podzbiér réwnari
ma zawsze rozwigzanie i w dodatku rozwiagzanie to jest niezalezne od reszty
poczatkowego uktadu réwnan.

Rownowaznosé zachodzi, gdyz drugi krok przedstawionej tutaj translacji
sprowadza sie do przemianowania zmiennych « na F, oraz ustalenia od-
powiednioéci miedzy zmiennymi 7 lewych stron znaku := w jawnych sub-
stytucjach a argumentami zmiennej drugiego rzedu. Odpowiednios¢ ta jest
wyznaczona przez arbitralne okreslenie z gory kolejnoéci tych zmiennych. To
wystarczy, gdyz na dana zmienng o wszedzie podstawiany jest ten sam e-
typ, wiec dana zmienna pierwszego rzedu x moze by¢ zastapiona po prostu
przez ustalony (dla wszystkich wystapienn o taki sam) argument. ]
Zauwazmy, ze uzyskujemy tutaj rownania ze zmiennymi w pozycjach czoto-
wych (zob. definicja 1.4.6).

Musimy jeszcze poradzi¢ sobie z wprowadzonymi wiezami. Transformacja
pozwalajaca pozbyé sie wiezéw wyglada w sposdb nastepujacy:

Definicja 3.2.66 (usuwanie wigzdw)

Niech E bedzie zbiorem réwnarn drugiego rzedu z wiezami ¢. Dla kazdej
statej ¢ € X wprowadzamy dwie nowe stalte ¢; oraz co. Dla kazdej zmiennej
drugiego rzedu F' o arnosci n wprowadzamy dwie zmienne Fj oraz F5 obie o
arnosci n + k, gdzie k jest liczba statych w 3. Okreslamy dwie operacje |- |1
oraz | - |2 jak nastepuje:

L |C|Z = G,
o |f(tr, - stu)li = f([talis- -, [tnli),
o [F(tr,....tn)li = Fi(ltilis---,|talisct, ..., cF), gdzie {c!,...,cF} jest

) G
zbiorem wszystkich stalych w X.

Kazde rownanie t; = to w E jest zastepowane przez pare réwnan

[t1]1 = |t2]1
oraz (3.11)

[t1]2 = |t2]2-
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Dla kazdej zmiennej F' w E dokladamy jeszcze réwnania

Fi(ay,...,ap,cl,.... k) = Fy(ar,..., a5, cl, ... cF)
oraz (3.12)
Fi(ay,...,ap,cb,....c5) = Fy(ar,...,a5,ch, ..., ch),

gdzie aq,...,ar sa Swiezymi statymi. W koncu dla kazdego wiezu ¢(F)
dodajemy réwnanie

Fl(al, ..., aq, C%, e 7C]f) = Fg(al, ..., an, dl, e ,dk), (313)
gdzie d* = ¢, jedli ¢ € ¢(F) oraz d' = cb, jesli ¢ € ¢(F).
Natychmiast uzyskujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.2.67 (unifikacja drugiego rzedu bez wiezdw)
Niech ag bedzie statg, ktora nie pojawia sie w wiezach ¢. Dla danego zbioru E
réwnan z wiezami ¢ istnieje zbior E' réwnan unifikacji drugiego rzedu, taki
ze E jest rozwigzywalne z wiezami ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy E' jest rozwig-
zywalne.

Translacja przeksztatcajaca (E,¢) na E' jest efektywna i daje w wyniku
tylko réwnania postaci (1.1-1.8) z definicji 1.4.6.

Dowdbd:
(=) Przypu$émy, ze E jest rozwiazywalne przez S spelniajace wiezy ¢.
Konstruujemy podstawienie S’, ktore jest rozwigzaniem E’, ktadac

S"(F}) = Axy .. T Tprt - - - T | S(F)xy - .. o

dla i = 1,2, gdzie | - |o jest okreslone jako operacja, ktora zastepuje kazda
stala ¢/ (oznaczenie jak w definicji 3.2.66) przez @y, przy czym k jest arno-
$cig F, a m liczbg stalych w sygnaturze. Tak okreslone S’ jest rozwigzaniem,

gdyz

e w rownaniach postaci 3.11 zachodzi doktadne nagladowanie rownan z F
tyle, ze stale z sygnatury sa zastapione przez odpowiednie argumenty
od k + 1 do k 4+ m; kazda stala jest potem w réwnaniu wstawiana na
odpowiedni argument, wiec w wyniku podstawienia trafia doktadnie
w to samo miejsce, w ktérym byta w rozwigzaniu dla F;

e w rownaniach postaci 3.12 zachodzi réwnosé, bo F} i F5 sa zdefiniowane
doktadnie tak samo;

e w rownaniach postaci 3.13 zachodzi réwnosé, bo dla statych, ktore
moga wystapi¢ w F' odpowiednie argumenty sa dla Fy i F» rowne.
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(<) Przypusémy, ze E’ jest rozwiazywalne za pomocg pewnego podstawie-
nia S’. Okreslamy podstawienie S jako S(F) = |S(F1)|-1, gdzie |-|—; dziala
w ten sposob, ze j + k-ty argument S(F}), gdzie k jest arnoscia F', jest za-
stepowany przez ¢/ (notacja jak w definicji 3.2.66), za$ kazde wystapienie
statej ¢! jest zastepowane przez staly ag. Tak okreslone podstawienie jest
rozwigzaniem F, gdyz S’ unifikuje rownania 3.11.

Rozwigzanie S spelnia dodatkowo wiezy ¢. Wynika to z tego, ze roz-
wigzanie S’ musialo unifikowa¢ rownanie postaci 3.13. W zwiagzku z tym, ze
w takim réwnaniu w argumentach odpowiadajacych stalym z sygnatury (ar-
gumenty k + 1-k + m, gdzie m jest liczba statych w sygnaturze) dla statych
7z ¢(F') po lewej i po prawej stronie rownania mamy rézne symbole, a to ozna-
cza, ze stosowny argument S’(Fy) = Ax1...Zgim-M nie moze wystepowaé
w M. U

Kontekstowe wyprowadzanie typow w logice pierwszego rzedu

Mozemy teraz wykonang przez nas w tym rozdziale prace podsumowac twier-
dzeniem:

Twierdzenie 3.2.68 (rozstrzygalnosé kontekstowego
wyprowadzania typdéw w logice pierwszego

rzedu)
Problem kontekstowego wyprowadzania typoéw w logice pierwszego rzedu jest

rozstrzygalny.

Dowadd:

Twierdzenia 3.2.44 i 3.2.53 oraz fakty 3.2.60 i 3.2.67 daja redukcje problemu
kontekstowego wyprowadzania typow w logice pierwszego rzedu do problemu
rozwigzywania réwnan ze zmiennymi w pozycjach czotowych. Ten ostatni
problem za§ na mocy twierdzenia 2.2.1 jest rozstrzygalny. U
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Rozdzial 4

Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawione zostaly nastepujace nowe wyniki:

e W dziedzinie unifikacji wyzszego rzedu:

Zamieszczony zostal istotnie nowy dowdd nierozstrzygalnosci pro-
blemu unifikacji drugiego rzedu. Uzyskany dowo6d nie odwoluje
sie do 10. problemu Hilberta, co stanowi istotne koncepcyjne
uproszczenie dowodu unifikacji 2. rzedu (rezultaty te znajduja sie
w podrozdziale 2.1).

Dowdd ten jednocze$nie obejmuje ciekawy podproblem unifikacji
drugiego rzedu — problem unifikacji z prostymi instancjami, gdzie
w argumentach niewiadomych moga wystepowaé tylko termy bez
niewiadomych.

Pokazane zostaly ciekawe zwiazki miedzy unifikacja a przepisywa-
niem termoéw (sekcja 2.1.2).

Przedstawiony zostal ciekawy rozstrzygalny podproblem unifika-
cji drugiego rzedu — unifikacje ze zmiennymi w pozycjach czoto-
wych. W unifikacji tej jesli w termie réwnania wystepuje niewia-
doma, to jest ona pierwszym jego symbolem (podrozdzial 2.2).

e W dziedzinie wyprowadzania typow

Przedstawiony zostal dowdd nierozstrzygalnosci problemu wypro-
wadzania typow dla A2-Church (podrozdziat 3.1).

Pokazany zostal dowdd rozstrzygalnosci problemu kontekstowego
wyprowadzania typow dla zanurzenia logiki 1. rzedu w AP (pod-
rozdzial 3.2).

Powyzsze w pelni oryginalne wyniki zostaly jeszcze uzupelnione dla pelnosci
przedstawienia o dowody oparte na konstrukcji Doweka z pracy [Dow93].
Mamy tutaj
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e nierozstrzygalno$¢ unifikacji ze zmiennymi 3. rzedu w pozycjach czo-
towych (podrozdzial 2.3) oraz

e nierozstrzygalno$¢ pewnej odmiany wyprowadzania typow dla zanu-
rzenia logiki pierwszego rzedu w AP; przy tego rodzaju wyprowadza-
niu konieczne jest, aby w danych wejsciowych podawane byty kontekst
i term logiki pierwszego rzedu, natomiast nie naktada sie warunku, aby
cale wyprowadzenie bylo pierwszego rzedu — wystarczy, zeby miescito
sie ono w AP (sekcja 3.2.2).

Dalsze badania Dalsze badania zwigzane z zaprezentowanymi tutaj sys-
temami powinny obejmowaé okreslenie ztozonosci problemu kontekstowego
wyprowadzania typéw dla naszego zanurzenia logiki pierwszego rzedu w AP.
Ro6wniez interesujacym problemem jest pytanie, czy system ten ma wlasnos¢
typow gtownych (czyli czy dla kazdego termu istnieje typ, z ktorego mozna
uzyska¢ dowolny inny typ przez zastosowanie odpowiedniego podstawienia).
Przyktad 1 wskazuje, ze system ten nie ma wlasnosci typow gtéwnych w tra-
dycyjnym znaczeniu. Jednak byé¢ moze da sie uzyskaé jakie§ zadowalajace
uogdlnienie pojecia typu gléwnego tak, zeby system mial wlasnosé typow
gtownych takiego nowego rodzaju.
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