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MamieMotto:Gdybym kimkolwiek miaª by¢, a nie sob¡,Tylko nim 
h
iaªbym by¢.William Shakespeare, Koriolan, I, 1.
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WprowadzenieRa
hunki lambdaPo
z¡tki ra
hunku λ Ra
hunek λ zostaª wprowadzony niezale»nie przezCurry'ego [Cur30a, Cur30b℄ i Chur
ha [Chu33℄ w po
z¡tka
h lat trzydzie-sty
h XX w. jako propozy
ja formaliza
ji podstaw matematyki. Systemten okazaª si� sprze
zny jak pokazali Kleene i Rosser [KR35℄. W roku 1936Chur
h i Rosser wskazali niesprze
zny podsystem w
ze±niej wprowadzonegora
hunku. Okre±lone przy pomo
y tego systemu poj�
ie λ-de�niowalno±
istanowiªo jeden z kamieni milowy
h przy tworzeniu poj�
ia efektywnej obli-
zalno±
i (wspóª
zesny opis ty
h zagadnie« mo»na znale¹¢ w ksi¡»
e Baren-dregta [Bar84℄).Ra
hunki lambda z typami Wraz z rozwojem ra
hunku beztypowegoza
z�ªy pojawia¢ si� ra
hunki λ z typami. Pierwsz¡ tak¡ propozy
j¡ byªra
hunek lambda z typami prostymi λ→ , który zostaª niezale»nie wpro-wadzony przez Curry'ego [Cur34℄ i Chur
ha [Chu40℄. Gªówn¡ motywa
j¡wprowadzenia tego ra
hunku byªo umo»liwienie wyra»ania informa
ji o dzie-dzinie i prze
iwdziedzinie okre±lanej funk
ji.System F (ozna
zany tutaj jako λ2) � drugi rozwa»any tutaj ra
hu-nek λ z typami � zostaª zaproponowany niezale»nie przez Girarda [Gir72℄(jako narz�dzie do pokazywania twierdzenia o elimina
ji 
i�
ia) oraz przezReynoldsa [Rey74℄ jako propozy
ja abstrak
ji j�zyka programowania pozwa-laj¡
ego wykorzystywa¢ polimor�
zne de�ni
je programów. Ten ostatni nurtzaowo
owaª wprowadzeniem j�zyka programowania ML [Mil78, Mil84℄ orazinny
h j�zyków funk
yjny
h w tym Mirandy [Tur86℄, Haskella [HF92℄ 
zyCamla [Ler97℄.Z 
zasem zauwa»ono ±
isªy zwi¡zek mi�dzy ró»nego rodzaju logikami in-tui
jonisty
znymi a ra
hunkami λ z typami � sposób tworzenia termówi przypisywania im typów doskonale odpowiada konstruk
yjnej naturze for-malizmów intui
jonisty
zny
h. Na przykªad ra
hunek λ z typami prostymiokazaª si� odpowiada¢ intui
jonisty
znemu ra
hunkowi zda«, za± system
F � zdaniowej logi
e drugiego rz�du. Te i wiele inny
h obserwa
ji tej na-tury pozwoliªy na wprowadzenie poj�
ia izomor�zmu Curry'ego-Howarda �wzajemnej odpowiednio±
i mi�dzy dowodami w systema
h nauralnej deduk-7
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ji a λ-termami. Zwi¡zek pomi�dzy niepusto±
i¡ typów w logi
e kombina-torowej (znajduj¡
ej si� w ±
isªym zwi¡zku z ra
hunkiem lambda) a formu-ªami intui
jonisty
znej logiki zdaniowej w posta
i Hilberta wykazaª Curryw ksi¡»
e [CF58℄. W pra
y tej pojawiªy si� te» uwagi o istnieniu stosow-nego zwi¡zku bezpo±rednio dla ra
hunku lambda z typami prostymi i logikiintui
jonisty
znej w wersji z naturaln¡ deduk
j¡. Obe
nie funk
jonuje prze-konanie podobne do sªynnej tezy Turinga, »e prakty
znie ka»dy ra
huneklambda z typami odpowiada jakiemu± systemowi logi
znemu.Powy»sze powi¡zanie de
yduje w ogromnym stopniu o zastosowaniu ra-
hunków λ w teorii systemów automaty
znego i wspomaganego maszynowodowodzenia twierdze«. Na idea
h ra
hunków λ z typami i powi¡zany
h z nimilogika
h wy»szego rz�du oparte byªy i s¡ mi�dzy innymi projekt AUTO-MATH de Bruijna [dB80℄, Edinburgh Logi
al Framework zaproponowanyprzez Harpera, Honsela i Plotkina [HHP93℄, Isabelle zaproponowana przezPaulsona [Pau86℄, HOL [Gor87℄, Lego wprowadzone przez Harpera i Milnera[HP89℄, Coq [CH85℄, Nuprl [Con86℄.W wyniku zainteresowania tematyk¡ automaty
znego dowodzenia twier-dze« pojawiª si� trze
i ra
hunek z typami, którym si� tutaj b�dziemy zajmo-wa¢ � λP . Ra
hunek ten, opra
owany przez Harpera, Honsela i Plotkina[HHP93℄ pozwala na wprowadzanie zale»no±
i typu od obiektu (termu). Po-zwala to z jednej strony my±le¢ o taki
h typa
h jak o konstruk
ja
h umo»li-wiaj¡
y
h wyra»anie zale»no±
i w rodzaju list(n) ozna
zaj¡
y
h na przy-kªad listy zawieraj¡
e wyª¡
znie elementy o warto±
i n. Z drugiej stronywprowadzona tutaj kwanty�ka
ja pozwala my±le¢ o typa
h (po zastosowa-niu izomor�zmu Curry'ego-Howarda) jak o zdania
h z kwanty�ka
j¡ �pierw-szego rz�du�. W zwi¡zku z tym ra
hunek ten znajduje swoje zastosowaniew systema
h hybrydowy
h ª¡
z¡
y
h elementy programowania i dowodzeniatwierdze«, np. we wspomnianym ju» Edinburgh Logi
al Framework.Problemy de
yzyjne dla ra
hunków λ W zwi¡zku z potrzeb¡ auto-matyza
ji ró»ny
h opera
ji (np. tworzenia dowodu w jakiej± logi
e, analizystaty
znej programu funk
yjnego itp.) pojawiª si� szereg problemów de
y-zyjny
h zwi¡zany
h z typami w ró»ny
h ra
hunka
h λ. Bardziej sz
zegóªowei
h omówienie znajduje si� w sek
ji 1.2.3, gdzie wprowadzamy sz
zegóªowei
h de�ni
je. Tutaj wspomnimy jedynie, »e problemy te polegaj¡ zasadni
zona rozwa»aniu, 
zy z fragmentu typowego os¡du ra
hunku λ posta
i:
Γ ⊢M : τ,gdzie Γ jest kontekstem interpretuj¡
ym zmienne wolne, M � λ-termem,a τ typem, da si� stworzy¢ peªny os¡d. Problemy te, gdy nieznany jest typi/lub kontekst maj¡ silny zwi¡zek z ró»nymi wariantami uni�ka
ji.



9Uni�ka
jaUni�ka
ja pierwszego rz�du Uni�ka
ja rozumiana jako rozwi¡zywanierówna« na terma
h logiki pierwszego rz�du (na niewiadome mo»na pod-stawia¢ termy) zostaªa wprowadzona przez Herbranda w 1930 roku [Her68℄.Pierwszy peªny algorytm podany zostaª niezale»nie przez Robinsona [Rob65℄oraz Guarda [Gua64℄.Uni�ka
ja pierwszego rz�du gra klu
zow¡ rol� w programowaniu w lo-gi
e, gdzie stanowi podstaw� me
hanizmu obli
zeniowego � SLD-rezolu
ji[AE82℄. Uni�ka
ja ta znalazªa tak»e zastosowanie w dziedzinie ra
hunków
λ, o 
zym b�dziemy jesz
ze pisa¢ poni»ej.Uni�ka
ja wy»szego rz�du Jako uogólnienie uni�ka
ji pierwszego rz�dupojawiªo si� poj�
ie uni�ka
ji wy»szego rz�du. W tej uni�ka
ji na niewia-dome w porównywany
h terma
h mo»na podstawia¢ obiekty funk
yjne, 
zylitakie, które przyjmuj¡ argumenty. Dla tego problemu podany zostaª semial-gorytm wyli
zaj¡
y dla danego równania wszystkie uni�katory (mo»e i
h by¢niesko«
zenie wiele) [PJ72℄ oraz semialgorytm sprawdzaj¡
y istnienie uni�-katora [Hue75℄. Mniej wi�
ej w tym samym 
zasie okazaªo si�, »e problem tenjest nierozstrzygalny [Hue73, Lu
72℄. Powy»sze wyniki doty
zyªy uni�ka
jitrze
iego rz�du (niewiadome mog¡ mie¢ jako argumenty funk
je). Dla uni-�ka
ji drugiego rz�du (niewiadome mog¡ mie¢ jako argumenty tylko termy)nierozstrzygalno±¢ zostaªa udowodniona dopiero w roku 1981 przez Gold-farba [Gol81℄. W dowodzie Goldfarba wykonywana byªa reduk
ja 10. pro-blemu Hilberta do uni�ka
ji drugiego rz�du.Wyprowadzanie typówProblem wyprowadzania typów dla danego ra
hunku λ polega na okre±laniu,
zy dla danego termu M istnieje kontekst Γ i typ τ , takie »e wyprowadzalnyw ra
hunku jest os¡d

Γ ⊢M : τ.Omówimy tutaj histori� tego problemu dla interesuj¡
y
h nas tutaj ra
hun-ków λ→ , λ2 oraz λP .W literaturze rozwa»any jest tak»e wariant powy»szego problemu nazy-wany tutaj problemem kontekstowego wyprowadzania typów, w którym jakodane wyst�puj¡ kontekst Γ i term M , a w pytaniu 
hodzi o istnienie typu τ ,takiego »e wspomniany wy»ej os¡d ma wyprowadzenie.Wyprowadzanie typów w λ→ Rozstrzygalno±¢ problemu (konteksto-wego i normalnego) wyprowadzania typów dla λ→ zostaªa niezale»nie udo-wodniona przez Curry'ego [Cur69℄ oraz Hindleya [Hin69℄. Sz
zególn¡ rol� gratutaj wspomniana w
ze±niej uni�ka
ja pierwszego rz�du. Dana para Γ,Mjest przetwarzana na ukªad równa« takiej uni�ka
ji. Rozwi¡zywalno±¢ tego



10ukªadu jest równowa»na istnieniu typu τ , dla którego os¡d Γ ⊢ M : τ mawyprowadzenie w λ→ . Typ τ mo»na bezpo±rednio od
zyta¢ z uzyskanegouni�katora.Uni�ka
ja pierwszego rz�du ma zastosowanie tak»e w (kontekstowymi normalnym) wyprowadzaniu typów dla wyra»e« j�zyka programowania ML,który stanowi rozszerzenie ra
hunku λ→ o pewn¡ ograni
zon¡ posta¢ po-limor�zmu, maj¡
¡ jednak rozstrzygalne (kontekstowe) wyprowadzanie ty-pów. Dowód rozstrzygalno±
i wyprowadzania typów w tym ra
hunku znaj-duje si� w klasy
znej pra
y Milnera [Mil78℄.Wyprowadzanie typów w λ2 Klu
zowy wynik dla tego problemu �nierozstrzygalno±¢ zwykªego i kontekstowego wyprowadzania typów w λ2-Curry udowodniª Wells w swojej pra
y [Wel99℄. W pra
y tej wykonanazostaªa reduk
ja nierozstrzygalnego problemu semiuni�ka
ji, który polegana rozwi¡zywaniu pewny
h nierówno±
i na terma
h.W
ze±niej znany byª wynik 
z�±
iowy opra
owany przez Böhma i Pfen-ninga w dwó
h odr�bny
h pra
a
h [Boe85, Pfe88℄ dla tak zwanego ra
hunku
λ2 z wytartymi typami � przez ten system rozumiemy ra
hunek zde�nio-wany w zasadzie tak jak λ2-Chur
h z tym, »e w niektóry
h miejs
a
h zamiasttypów mog¡ znajdowa¢ si� zazna
zone puste miejs
a, w który
h w inten
jimo»e si� pojawi¢ dowolny, pasuj¡
y typ. Gramatyka dla termów tego ra-
hunku wygl¡da tak:

Λ
′
F = V | Λ′

FΛ
′
F | Λ

′
FT | Λ′

F [ ] | λV :TΛF
′ |

λV : [ ]ΛF
′ | ΛVΛF

′.Dla systemu λ2-Chur
h rozstrzygalno±¢ kontekstowego wyprowadzaniatypów jest znana od dosy¢ dawna, a jej formalny dowód w ogólniejszymprzypadku � dla dowolnego PTS maj¡
ego tzw. wªasno±¢ silnej normaliza
ji� znajduje si� w pra
y [Ben93℄.Dot¡d nieznane byªy wyniki dla problemu wyprowadzania typów dla λ2-Chur
h. Podsumowanie znany
h wyników znajduje si� w tabli
y 1.
λ2-Curry λ2-Chur
h

Γ ⊢M : ? nierozstrzygalne� ªatwa reduk
jaz [Wel99℄ rozstrzygalne �ªatwa reduk
ja do[Ben93℄? ⊢M : ? nierozstrzygalne� [Wel99℄Tabli
a 1: Rozstrzygalno±¢ problemów de
yzyjny
h dla λ2



11Wyprowadzanie typów w λP Sytua
ja w przypadku tego ra
hunku jestdosy¢ interesuj¡
a, gdy» problem sprawdzania typów (dane s¡ kontekst, termi typ) jest tutaj rozstrzygalny zob. np. [SU98℄. Jednak przy tym problemkontekstowego wyprowadzania typów dla λP jest nierozstrzygalny, jak udo-wodniª Dowek [Dow93℄.Zastosowania problemów wyprowadzania Interesuj¡
y nas tutaj pro-blem wyprowadzania typów tak kontekstowy, jak i normalny pojawia si�w naturalny sposób w badania
h nad j�zykami programowania, gdy» algo-rytmy wyprowadzania typów sªu»¡ do uzupeªniania programów o informa
jeo rodzaju dopusz
zalny
h dany
h wej±
iowy
h i wyników. Problem wypro-wadzania typów pojawia si� jednak tak»e w obszarze 
zystej logiki. Problemywyprowadzania typów s¡ jedn¡ z mo»liwy
h form rozwa»anego tam problemuznajdowania dowodu dla danego jego szkieletu. Tego typu problemami zaj-mowaª si� Voronkow w pra
y [Vor96℄ oraz inny
h pra
a
h prowadz¡
y
h dozamiesz
zonego tam wyniku. Nasze podej±
ie jest jednak w zna
z¡
y sposóbodmienne od problemu Voronkowa, gdy» w naszym przypadku zajmujemysi� termami, które nie musz¡ by¢ w posta
i normalnej (odpowiada to u»ywa-niu szkieletów z zazna
zonymi reguªami (
ut)) oraz dodatkowo nasze termyw miejs
u, gdzie u»ywana jest reguªa podstawienia na zmienn¡ kwanty�ko-wan¡ ogólnie, zawieraj¡ algebrai
zne termy pierwszego rz�du.Wkªad niniejszej pra
yZwi¡zek mi�dzy uni�ka
j¡ a wyprowadzaniem typów W niniejszejpra
y przedstawione jest kilka sz
zególny
h przypadków problemu uni�ka
jidrugiego rz�du wraz z szeregiem konstruk
ji wskazuj¡
y
h na zwi¡zek mi�-dzy tymi sz
zególnymi przypadkami a wyprowadzaniem typów w ra
hunka
h
λ z typami. Konstruk
je te wskazuj¡, »e sz
zególn¡ rol� graj¡ tutaj instan-
je problemu uni�ka
ji, gdzie argumenty zmiennej drugiego rz�du s¡ termamibez niewiadomy
h (zmienny
h wolny
h).Gªówny zwi¡zek mi�dzy uni�ka
j¡ a wyprowadzaniem typów stanowi re-duk
ja uni�ka
ji z prostymi argumentami do problemu wyprowadzania ty-pów dla wersji Chur
ha ra
hunku λ2. Uni�ka
ja z prostymi argumentami towªa±nie uni�ka
ja, gdzie argumenty zmiennej drugiego rz�du s¡ termami bezniewiadomy
h. Nierozstrzygalno±¢ takiej uni�ka
ji implikuje nierozstrzygal-no±¢ wyprowadzania typów (podrozdziaª 3.1).Drugi zwi¡zek tutaj uzyskany jest odwrotnej natury � jest to reduk
jakontekstowego wyprowadzania typów w podsystemie λP odpowiadaj¡
ymlogi
e pierwszego rz�du do uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h.Taka uni�ka
ja stanowi dalsze ograni
zenie zakresu dopusz
zalny
h niewia-domy
h � mog¡ one wyst�powa¢ tylko jako pierwszy symbol w termie rów-nania (argumenty o
zywi±
ie dalej nie mog¡ zawiera¢ niewiadomy
h). Tymrazem z rozstrzygalno±
i takiej uni�ka
ji wynika rozstrzygalno±¢ wspomnia-



12nego kontekstowego wyprowadzania typów (stosowne wyniki znajduj¡ si�w podrozdziale 3.2).Dla peªno±
i przedstawienia umiesz
zona zostaªa tutaj jesz
ze jedna zna-na w
ze±niej konstruk
ja (w niniejszej pra
y wy
i¡gamy z niej jednak nowewnioski), która wi¡»e kontekstowe wyprowadzanie typów z uni�ka
j¡ o in-stan
ja
h ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h zmody�kowan¡ w ten spo-sób, »e dozwalamy, aby niewiadome byªy trze
iego rz�du. Taka uni�ka-
ja daje nierozstrzygalno±¢ (podrozdziaª 3.2) kontekstowego wyprowadzaniadla systemu, w którym dopusz
za si� kwanty�ka
j� po symbola
h drugiegorz�du (po symbola
h funk
yjny
h). Przy okazji dowód ten pokazuje, »e je-±li rozlu¹nimy nasze wymagania doty
z¡
e wyprowadzenia dla danego os¡dumiesz
z¡
ego si� w naszym zanurzeniu logiki pierwszego rz�du i pozwolimy,aby jego wyprowadzenie byªo dowolnym wyprowadzeniem w λP , to problemkontekstowego wyprowadzania typów dla logiki pierwszego rz�du staje si�nierozstrzygalny.Uni�ka
ja drugiego rz�du W niniejszej pra
y znajduje si� nowy dowódnierozstrzygalno±
i uni�ka
ji drugiego rz�du. Dowód ten jest istotnie ró»nyod dowodu Goldfarba [Gol81℄, nie wykorzystuje reduk
ji do maj¡
ego bar-dzo skomplikowany dowód nierozstrzygalno±
i 10. problemu Hilberta, ale zato bezpo±rednio wskazuje na me
hanizm obli
zeniowy kryj¡
y si� w uni�ka-
ji drugiego rz�du. Dowód tutaj przedstawiony jest na tyle uniwersalny, »eªatwo, posªuguj¡
 si� jego ogóln¡ ide¡, przeprowadzi¢ reduk
j� wielu inny
hproblemów (zob. [Vea98℄). Dowód ten przy okazji obejmuje 
iekawy podpro-blem uni�ka
ji drugiego rz�du � problem uni�ka
ji z prostymi instan
jami,gdzie w argumenta
h niewiadomy
h mog¡ wyst�powa¢ tylko termy bez nie-wiadomy
h (rezultaty te przedstawiamy w podrozdziale 2.1).Dodatkowo zaprezentowany jest tutaj interesuj¡
y rozstrzygalny frag-ment uni�ka
ji drugiego rz�du � uni�ka
j� z symbolami w pozy
ja
h 
zo-ªowy
h (podrozdziaª 2.2). Uni�ka
ja ta jest o tyle 
iekawa, »e pozwala nawyra»anie wªasno±
i systemów przepisywania termów, np. 
zy istnieje 
i¡greduk
ji równolegªy
h o 
o najwy»ej k kroka
h, które prowadz¡ od termu
t1 do termu t2.Uzyskujemy tutaj tak»e 
iekawe zwi¡zki mi�dzy przepisywaniem termówa uni�ka
j¡. Pojawiaj¡ si� one przy okazji prezenta
ji konstruk
ji zwi¡zany
hz dowodem nierozstrzygalno±
i uni�ka
ji drugiego rz�du (sek
ja 2.1.2).



Rozdziaª 1Podstawowe poj�
iaPodstawowymi poj�
iami u»ywanymi tutaj s¡ poj�
ia z dziedziny ra
hunkówlambda z typami. Opisane one s¡ w podrozdziaªa
h 1.1 i 1.2. W podrozdzialetym wprowadzimy de�ni
je wzorowane na [Bar92℄. Przedstawimy tutaj tak»eintui
jonisty
zn¡ logik� pierwszego rz�du (podrozdziaª 1.3) oraz podstawowepoj�
ia zwi¡zane z uni�ka
j¡ (podrozdziaª 1.4).1.1 Beztypowy ra
hunek lambdaNasze przedstawienie za
zniemy od de�ni
ji ra
hunku lambda bez typów.De�ni
ja 1.1.1 (beztypowy ra
hunek lambda)Zbiór λ-termów, ozna
zany Λ, utworzony jest na bazie niesko«
zonegozbioru zmienny
h przedmiotowy
h V = {v, v′, v′′, . . .} oraz opera
ji aplika
jii abstrak
ji:
x ∈ V ⇒ x ∈ Λ,
M,N ∈ Λ ⇒ (MN) ∈ Λ,
M ∈ Λ, x ∈ V ⇒ (λxM) ∈ Λ.Przyjmujemy tutaj zwykªe konwen
je doty
z¡
e zapisu termów ra
hunkulambda: litery x, y, z, . . . ozna
zaj¡ zmienne, litery M,N,L, . . . ozna
zaj¡dowolne termy, zewn�trzne nawiasy s¡ pomijane, a tak»e

FM1 . . .Mn ozna
za (. . . ((FM1)M2) . . .Mn)oraz
λx1 · · · xn.M ozna
za (λx1(λx2(. . . (λxn(M)) . . .))).De�ni
je rekuren
yjne okre±laj¡
e ró»ne obiekty skªadniowe b�dziemyzwykle zapisywa¢ za pomo
¡ gramatyk bezkontekstowy
h. Termy z de�ni-
ji 1.1.1 opisywane s¡ za pomo
¡ gramatyki:

Λ ::= V | (ΛΛ) | (λV.Λ).Okre±limy teraz poj�
ie wyst¡pienia zmiennej zwi¡zanej.13



14De�ni
ja 1.1.2 (wyst¡pienie zmiennej zwi¡zanej)W termie M wszystkie wyst¡pienia zmiennej x znajduj¡
e si� w podtermieposta
i λx.N s¡ zwi¡zane.Zmienne wolne okre±lone s¡ z kolei tak:De�ni
ja 1.1.3 (zmienne wolne)Zbiór zmienny
h wolny
h termu M (ozna
zany przez FV (M)) zde�niowanyjest rekuren
yjnie w sposób nast�puj¡
y:
FV (x) = {x};

FV (MN) = FV (M) ∪ FV (N);
FV (λx.M) = FV (M)− {x}.De�ni
ja 1.1.4 (term zamkni�ty)Term zamkni�ty to taki term M , dla którego FV (M) = ∅. Zbiór wszystki
htaki
h termów ozna
zamy przez Λ0.De�ni
ja 1.1.5 (zast¡pienie zmiennej)Opera
j� zast¡pienia zmiennej x przez y w termie M (ozn. M [x := y])okre±lamy rekuren
yjnie tak:

x[x := y] = y;
z[x := y] = z, o ile x 6= z;
(M1M2)[x := y] = (M1[x := y])(M2[x := y]);
(λz.P )[x := y] = λz(P [x := y]), gdzie x 6= z oraz y 6= z;
(λy.P )[x := y] = λz(P [y := z][x := y]), gdzie x 6= z oraz y 6= z;
(λx.P )[x := y] = (λx.P ).W obe
nej posta
i powy»sza de�ni
ja nie jest dobrze okre±lona, gdy» w pi¡-tym punk
ie dobór zmiennej z nie jest jednozna
zny. O
zywiste jest jed-nak, »e przy niesko«
zonej li
zbie zmienny
h istnieje sposób jednozna
znegowyboru tej zmiennej w zale»no±
i od P, x oraz y, tak aby speªnione byªywymienione w tym punk
ie warunki. Co wi�
ej metoda wyboru mo»e by¢efektywna (np. przy ustalonym efektywnym dobrym porz¡dku na zmienny
hwybieramy pierwsz¡ zmienn¡ nie wyst�puj¡
¡ w Pxy).Zde�niowane w de�ni
ji 1.1.1 λ-termy uto»samiamy, gdy znajduj¡ si�w rela
ji równowa»no±
i zwanej α-konwersj¡.De�ni
ja 1.1.6 (α-konwersja)Rela
ja α-konwersji, ozna
zana przez ≡α, zde�niowana jest rekuren
yjnietak:
• x ≡α x;
• je±li M1 ≡α M

′
1 oraz M2 ≡α M

′
2, to tak»e M1M2 ≡α M

′
1M

′
2;
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• je±li M1 ≡α M

′
1, to λxM1 ≡α λyM

′
1[x := y] dla dowolnego y (w sz
ze-gólno±
i dla y = x).Od tej pory λ-termy b�dziemy traktowali jako klasy abstrak
ji ≡α. Do-datkowo przyjmujemy konwen
j� u»ywania reprezentantów klas abstrak
ji,które maj¡ rozª¡
zne zbiory zmienny
h wolny
h i zwi¡zany
h i 
o wi�
ejka»da zmienna zwi¡zana jest wi¡zana w termie tylko w jednym miejs
u.De�ni
ja 1.1.7 (podstawienie)W wyniku wykonania podstawienia termów N1, . . . , Nn na odpowiedniezmienne x1, . . . , xn (wolne i
h wyst¡pienia) w termieM powstaje term ozna-
zany M [x1 := N1, · · · , xn := Nn] okre±lony rekuren
yjnie tak:

xi[x1 := N1, · · · , xn := Nn] = Ni dla i ∈ {1, . . . , n};
y[x1 := N1, · · · , xn := Nn] = y, o ile xi 6= y dla i ∈ {1, . . . , n};
(M1M2)[x1 := N1, · · · , xn := Nn] = (M1[x1 := N1, · · · , xn := Nn])

(M2[x1 := N1, · · · , xn := Nn]);
(λy.P )[x1 := N1, · · · , xn := Nn] = λz.(P [y := z]

[x1 := N1, · · · , xn := Nn]),o ile xi 6= y oraz z nie wyst�pujew Ni i P dla i ∈ {1, . . . , n};
(λxi.P )[x1 := N1, · · · , xn := Nn] = (λxi.P [x1 := N1, · · · ,

xi−1 := Ni−1,
xi+1 := Ni+1, · · · ,
xn := Nn]).Zwykle podstawienie termów N1, . . . , Nn na odpowiednie zmienne z ze-stawu x1, . . . , xn ozna
zamy jako [x1 := N1, . . . , xn := Nn]. Zauwa»my,»e tak okre±lone podstawienia stanowi¡ funk
je 
z�±
iowe ze zbioru zmien-ny
h V do zbioru termów Λ. Takie funk
je 
z�±
iowe b�dziemy ozna
zaliza pomo
¡ liter S, T, . . . W zwi¡zku z tym dla podstawie« ma sens poj�
iedziedziny. Dziedzin� podstawienia S b�dziemy ozna
zali jako Dom(S).Czasami stosuje si� odrobin� inne podej±
ie do ra
hunku λ. Zakªadasi�, »e pewne zmienne wolne maj¡ status staªy
h � obiektów, na którenie dziaªaj¡ podstawienia. Efekt niemo»no±
i podstawienia 
zegokolwiek nastaªe mo»na uzyska¢ ªatwo przy oryginalnym podej±
iu, pisz¡
 na po
z¡tkutermu λ-abstrak
je po wszystki
h symbola
h ozna
zaj¡
y
h staªe. O
zy-wi±
ie nie b�dziemy tutaj stosowali tego typu �ozdobników� nota
yjny
h.W tym momen
ie powinno by¢ jasne, jak zde�niowa¢ taki ra
hunek ze sta-ªymi, w zwi¡zku z tym nie b�dziemy tutaj wprowadzali formalnie tej wersjira
hunku λ.Termy powy»sze stanowi¡ dziedzin� systemu reduk
yjnego. Jego rela
jareduk
ji okre±lona jest jak nast�puje



16De�ni
ja 1.1.8 (β-reduk
ja)Powiemy, »e M →β N , gdy
• M ≡α (λx.M1)M2 i N ≡α M1[x := M2];
• M ≡α M1M2, M1 →β N1 i N ≡α N1M2;
• M ≡α M1M2, M2 →β N2 i N ≡α M1N2;
• M ≡α λx.M1, M1 →β N1 i N ≡α λx.N1.Domkni�
ie zwrotno-prze
hodnie rela
ji →β zapisujemy symbolem ։β, za±najmniejsz¡ rela
j� równowa»no±
i zawieraj¡
¡ →β ozna
zamy za pomo
¡symbolu =β.Zauwa»my, »e istotnym elementem tej de�ni
ji jest stwierdzenie, »e

(λx.M1)M2 →β M1[x := M2],natomiast korzystaj¡
 z pozostaªy
h punktów tej de�ni
ji, mo»na wykona¢reduk
j� termu, gdy przedstawiona przed 
hwil¡ sytua
ja pojawi si� gdzie±w podtermie.Aby pre
yzyjnie wyrazi¢ powy»ej wyra»on¡ intui
j� konie
zne jest kilkade�ni
ji. De�ni
je te maj¡ 
harakter ogólny i doty
z¡ termów dowolnegoj�zyka.De�ni
ja 1.1.9 (kontekst)Powiemy, »e term M ze zmienn¡ woln¡ 2 jest kontekstem, gdy 2 ma do-kªadnie jedno wyst¡pienie w M .De�ni
ja 1.1.10 (wstawienie do kontekstu)Wynik wstawienia termu M do kontekstu N (ozna
zany M [N ]) de�niujemyrekuren
yjnie tak:
• 2[N ] = N ;
• x[N ] = x;
• M1M2[N ] = M1[N ]M2[N ];
• (λx.M)[N ] = λx.(M [N ]).Zauwa»my, »e w powy»szej de�ni
ji nie dokonujemy przemianowania zmien-ny
h.De�ni
ja 1.1.11 (rela
ja zgodna)Powiemy, »e rela
ja R jest zgodna na zbiorze termów T , gdy dla ka»degokontekstu M w tym zbiorze, je±li M1RM2, to tak»e M [M1]RM [M2].



17Mo»emy teraz powiedzie¢, »e rela
ja →β jest najmniejsz¡ rela
j¡ zgodn¡speªniaj¡
¡ warunek:
(λx.M1)M2 →β M1[x := M2].Podobnej konstruk
ji b�dziemy jesz
ze u»ywa¢ w przyszªo±
i dla okre±lenia

β-reduk
ji dla ró»ny
h ra
hunków lambda.Zde�niowana tutaj rela
ja։β ma wªasno±¢ Chur
ha-Rossera (zob. twier-dzenie 2.3.7 w [Bar92℄), tzn. dla dowolnego termu M1 oraz termów M2,M3taki
h, »e M1 ։β M2 oraz M1 ։β M3, istnieje term M4, taki »e M2 ։β M4oraz M3 ։β M4.1.2 Ra
hunki lambda z typamiNa potrzeby niniejszej pra
y zde�niujemy trzy ra
hunki lambda z typami.B�d¡ to: λ→ , λ2 oraz λP . Podamy de�ni
je ty
h ra
hunków w wersjiCurry'ego i Chur
ha.1.2.1 Ra
hunki lambda w wersji Curry'egoZa
zniemy od wersji Curry'ego. Termy wszystki
h wspomniany
h ra
hunkówmaj¡ w tej wersji t� sam¡ skªadni� i jest to opisana ju» skªadnia beztypowegora
hunku lambda. Ró»ni
e pojawiaj¡ si� dopiero w skªadni typów.De�ni
ja 1.2.1 (typy ra
hunku λ→ -Curry)Zbiór typów ra
hunku lambda z typami prostymi, ozna
zany za pomo
¡
Typy(λ→), de�niujemy przy u»y
iu nast�puj¡
ej gramatyki

T ::= V | T→ T,gdzie T jest skrótem dla Typy(λ→ ), za± V stanowi niesko«
zony zbiór zmien-ny
h typowy
h.W ra
hunku lambda z typami prostymi typ posta
i σ → τ pozwala nawyra»anie zale»no±
i: � je±li zostanie podany argument typu σ, to dostaniemywynik typu τ �.De�ni
ja 1.2.2 (typy ra
hunku λ2-Curry)Zbiór typów polimor�
znego ra
hunku lambda, ozna
zany przez Typy(λ2),de�niujemy za pomo
¡ nast�puj¡
ej gramatyki
T ::= V | T→ T | (∀V)T,gdzie T jest skrótem dla Typy(λ2), za± V stanowi niesko«
zony zbiór zmien-ny
h typowy
h.Dla typów ra
hunku polimor�
znego istnieje równie» poj�
ie zmiennejzwi¡zanej i wolnej, w zwi¡zku z 
zym mo»na, podobnie jak dla λ-termów



18wprowadzi¢ rela
j� α-konwersji. Rela
ja ta podobnie jak w przypadku ter-mów uto»samia typy ró»ni¡
e si� tylko nazwami zmienny
h zwi¡zany
h. Zewzgl�du na podobie«stwo tego poj�
ia do poj�
ia stosowanego w przypadku
λ-termów (a tak»e logiki pierwszego rz�du) nie wprowadzamy tego poj�
iaexpli
ite.W polimor�
znym ra
hunku lambda typ posta
i ∀ασ pozwala na wyra»a-nie zale»no±
i polimor�
znej: �dla ka»dego typu (wstawianego na α) mo»emyskonstruowa¢ typ na podstawie s
hematu σ�. Pozwala to mi�dzy innymi natraktowanie termu λx.x (dla podanego argumentu dajemy w wyniku wªa±nieten argument) uniwersalnie � ten przepis na obli
zenie dziaªa dla dowolny
hdany
h wej±
iowy
h.De�ni
ja 1.2.3 (typy ra
hunku λP-Curry)Zbiór typów ra
hunku λP , ozna
zany przez Typy(λP ), de�niujemy za po-mo
¡ nast�puj¡
ej gramatyki

T ::= V | (∀V : T)T | (T(Λ)),
K ::= ∗ | (ΠV : T)K,gdzie T jest skrótem dla Typy(λP ), symbol K ozna
za rodzaje ra
hunku

λP , za± V stanowi niesko«
zony zbiór zmienny
h typowy
h, a V stanowiniesko«
zony zbiór zmienny
h przedmiotowy
h (zbiór V z de�ni
ji 1.1.1).Symbole Π i ∀ wi¡»¡ umiesz
zone za sob¡ zmienne.Podobnie jak w λ2 typy ra
hunku λP b�d¡ uto»samiane zgodnie z re-guª¡ α-konwersji, która uto»samia termy i typy ró»ni¡
e si� tylko nazwamizmienny
h zwi¡zany
h.Typy b�d¡ ozna
zane za pomo
¡ liter σ, τ, . . ., zmienne typowe ozna
zanes¡ za pomo
¡ liter α, β, . . ., wresz
ie rodzaje ozna
zane s¡ za pomo
¡ liter
κ, µ, . . . Dla typów ra
hunku λP posta
i (∀x : σ)τ , gdzie x nie wyst�pujewolno w τ , przyjmujemy konwen
j� zapisu jako σ → τ .Z rodzajami i typami posta
i (Πx : σ)κ lub (∀x : σ)τ zwi¡zana jest pewnaintui
ja teoriomnogo±
iowa. Mianowi
ie mog¡ one by¢ rozumiane jak pro-dukt rodziny zbiorów.Dla rodziny zbiorów {At}t∈T (tutaj T odpowiada σ) mo»emy okre±li¢produkt:

∏

t∈T

At = {f ∈ (
⋃

t∈T

At)
T | f(t) ∈ At dla wszystki
h t ∈ T}.Elementami produktu s¡ funk
je, który
h warto±
i dla danego t ∈ T nale»¡do zbioru At, przy tym zbiory At mog¡ by¢ ró»ne dla ró»ny
h t. Mo»nawi�
 powiedzie¢, »e prze
iwdziedzina funk
ji f nale»¡
ej do produktu niejest ustalona, ale zale»na od argumentu t. Podobnie, je±li M jest termemtypu (∀x : σ)τ , to typ aplika
ji Mx zale»y od typu argumentu x. Gª�bsze



19wyja±nienia mo»na znale¹¢ w pra
y [HHP93℄. Je±li wszystkie At s¡ równe,to uzyskujemy równo±¢
∏

t∈T

At = AT
t0dla jakiego± ustalonego t0 ∈ T , która usprawiedliwia przyj�t¡ przez nas kon-wen
j� traktowania pewny
h typów jak typów funk
yjny
h.Patrz¡
 na to od strony obli
zeniowej, typy te pozwalaj¡ na wprowa-dzanie zale»no±
i typu od termu. Zwykle w literaturze stosuje si� przykªadz typem (∀x : N)list(x) (gdzie N i list nale»y traktowa¢ jako symbole wpro-wadzone w odpowiednim kontek±
ie λP ), który ozna
za typ list parametry-zowany
h li
zbami naturalnymi. Mo»na sobie wyobrazi¢ o
zywi±
ie wieletaki
h typów, np.: listy o warto±
ia
h nie przekra
zaj¡
y
h n, listy o ele-menta
h równy
h zawsze n itp. Czasami, »eby podkre±li¢ ten wªa±nie aspektra
hunku λP , mówi si�, »e podstawowym elementem tego ra
hunku s¡ kon-struktory typów, a typy to taka spe
jalna kategoria konstruktorów, które niemog¡ by¢ zaaplikowane do termów.Przy okre±laniu ra
hunku lambda z typami konie
zne jest podanie de�-ni
ji kontekstu.De�ni
ja 1.2.4 (konteksty w λ→ -Curry i λ2-Curry)Kontekstem w λ→ (λ2) nazwiemy sko«
zony zbiór par 〈x, τ〉, gdzie xjest zmienn¡ przedmiotow¡, a τ typem, przy 
zym w zbiorze tym »adnazmienna przedmiotowa si� nie powtarza. Par� zªo»on¡ ze zmiennej x i typu

σ b�dziemy ozna
zali przez x : σ. Konteksty b�dziemy ozna
zali literamitypu Γ,∆, . . . Wyra»enie Γ, x : σ ozna
za Γ′ ∪ {x : σ}, gdzie Γ′ = Γ\{x : τ |
τ jest typem}.

(var) Γ, x : τ ⊢λ→ x : τ (x 6∈ Dom(Γ));

(app)
Γ ⊢λ→ M :σ → τ Γ ⊢λ→ N :σ

Γ ⊢λ→ MN : τ
; (abs)

Γ, x :σ ⊢λ→ M : τ

Γ ⊢λ→ λx.M :σ → τ
.Rysunek 1.1: Reguªy przypisywania typów w λ→ -CurryDla systemu λP konteksty s¡ bardziej skomplikowane:De�ni
ja 1.2.5 (konteksty w λP-Curry)Kontekstem w λP nazwiemy sko«
zony 
i¡g skªadaj¡
y si� z par 〈x, τ〉 lub

〈α, κ〉, gdzie x jest zmienn¡ przedmiotow¡, τ typem, α zmienn¡ typow¡,a κ rodzajem. Par� zªo»on¡ ze zmiennej x i typu σ b�dziemy ozna
zaliprzez x : σ, podobnie dla zmiennej typowej α i rodzaju κ mamy ozna
zenie
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α :κ. Konteksty b�dziemy ozna
zali literami typu Γ,∆, . . .Wyra»enie Γ, x : σozna
za Γ·(x : σ), analogi
znie dla zmiennej typowej i rodzaju (znak · ozna
zakonkatena
j� 
i¡gów). Pusty kontekst ozna
za¢ b�dziemy przez ∅.Dla ka»dego kontekstu Γ zbiór rzutowa« jego elementów na pierwsz¡ wspóª-rz�dn¡ (zbiór zmienny
h tam deklarowany
h) ozna
zamy przez Dom(Γ).Zasadni
z¡ 
z�±¢ de�ni
ji ra
hunku lambda z typami stanowi okre±leniereguª przypisywania typów.De�ni
ja 1.2.6 (przypisywanie typów w λ→ -Curry)Dla kontekstu Γ, termu M i typu σ b�dziemy mówi¢, »e w kontek±
ie Γ term
M ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λ→ M : σ, gdy mo»na taki os¡d wyprowadzi¢u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.1.

(var) Γ, x : τ ⊢λ2 x : τ (x 6∈ Dom(Γ));

(app)
Γ ⊢λ2 M :σ → τ Γ ⊢λ2 N :σ

Γ ⊢λ2 MN : τ
; (abs)

Γ, x :σ ⊢λ2 M : τ

Γ ⊢λ2 λx.M :σ → τ
;

(inst)
Γ ⊢λ2 M : (∀α.σ)

Γ ⊢λ2 M : (σ[α := τ ])
;

(gen)
Γ ⊢λ2 M :σ

Γ ⊢λ2 M : (∀α.σ)
, α 6∈ FV (Γ).Rysunek 1.2: Reguªy przypisywania typów w λ2-CurryDe�ni
ja 1.2.7 (przypisywanie typów w λ2-Curry)Dla kontekstu Γ, termu M i typu σ b�dziemy mówi¢, »e w kontek±
ie Γ term

M ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λ2 M :σ, gdy mo»na taki os¡d wyprowadzi¢u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.2.De�ni
ja 1.2.8 (przypisywanie typów w λP-Curry)Dla kontekstu Γ, termuM i typu σ b�dziemy mówi¢, »e w kontek±
ie Γ term
M ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λP M : σ, gdy mo»na taki os¡d wyprowadzi¢u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.3.Przedstawimy teraz kilka trady
yjny
h wªasno±
i, które maj¡ ra
hunkilambda z typami. I
h dowody dla λ→ , λ2 oraz λP mo»na znale¹¢ w [Bar92℄oraz [HHP93℄.
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(type) ⊢λP ∗ : 2 (kd-abs) Γ, x : τ ⊢λP κ : 2

Γ ⊢λP (Πx : τ)κ : 2

(kd-var) Γ ⊢λP κ : 2

Γ, α :κ ⊢λP α :κ
(α 6∈ Dom(Γ))

(kd-app)
Γ ⊢λP φ : (Πx : τ)κ Γ ⊢λP M : τ

Γ ⊢λP φM : κ[x := M ]

(typ-abs) Γ, x : τ ⊢λP σ : ∗

Γ ⊢λP (∀x : τ)σ : ∗
(var) Γ ⊢λP τ : ∗

Γ, x : τ ⊢λP x : τ
(x 6∈ Dom(Γ))

(app)
Γ ⊢λP N : (∀x : τ)σ Γ ⊢λP M : τ

Γ ⊢λP NM : σ[x : = M ]

(abs) Γ, x : τ ⊢λP M : σ

Γ ⊢λP λx.M : (∀x : τ)σ

(trm-kd)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP κ : 2

Γ, x : τ ⊢λP κ : 2
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-kd)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP κ′ :2

Γ, α :κ ⊢λP κ′ : 2
(α 6∈ Dom(Γ))

(trm-typ)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP φ :κ

Γ, x : τ ⊢λP φ : κ
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-typ)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP φ :κ′

Γ, α : κ ⊢λP φ : κ′
(α 6∈ Dom(Γ))

(trm-trm)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP M :σ

Γ, x : τ ⊢λP M : σ
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-trm)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP M : σ

Γ, α :κ ⊢λP M :σ
(α 6∈ Dom(Γ))

(kd-
onv)Γ ⊢λP φ : κ κ =β κ
′

Γ ⊢λP φ : κ′
(typ-
onv)

Γ ⊢λP M : σ σ =β σ
′

Γ ⊢λP M :σ′Rysunek 1.3: Reguªy przypisywania typów w λP -Curry



22Fakt 1.2.9 (silna normaliza
ja)Rela
ja β-reduk
ji ma dla wszystki
h trze
h opisany
h tutaj ra
hunków in-teresuj¡
¡ wªasno±¢ silnej normaliza
ji (zob. twierdzenie 5.3.33 w [Bar92℄),tzn. dla ka»dego termu M , który w jakim± kontek±
ie jest typowalny, wszyst-kie 
i¡gi reduk
ji s¡ sko«
zone.Fakt 1.2.10 (wªasno±¢ Chur
ha-Rossera)Rela
ja β-reduk
ji ma wªasno±¢ Chur
ha-Rossera, 
zyli dla ka»dej trójki ter-mów M1,M2,M3, takiej »e M1 ։β M2 oraz M1 ։β M2, istnieje term M4,taki »e M2 ։β M4 oraz M3 ։β M4.Powy»sze dwie wªasno±
i na mo
y lematu Newmana jedyno±¢ posta
inormalny
h β-reduk
ji.Fakt 1.2.11 (posta¢ normalna)Ka»dy term M ma jedyn¡ posta¢ normaln¡ tzn. taki term M ′, »e M ։β M
′oraz nie istnieje M ′′ 6= M ′, dla którego M ′

։β M
′′.Dla danego termu M jego posta¢ normaln¡ ozna
zamy przez NF(M).Jesz
ze jedn¡ 
iekaw¡ wªasno±
i¡ jest wªasno±¢ za
howywania typu (ang.subje
t redu
tion):Fakt 1.2.12 (za
howywanie typu)Wymienione tutaj ra
hunki λ maj¡ wªasno±¢ za
howywania typu, tzn dlaka»dego termu M , je±li wyprowadzalny jest os¡d Γ ⊢M : τ oraz M ։β M

′,to wyprowadzalny jest te» os¡d Γ ⊢M ′ : τ .1.2.2 Ra
hunki lambda w wersji Chur
haObe
nie opiszemy wspomniane ju» ra
hunki w wersji Chur
ha. W wer-sji Chur
ha termy maj¡ bardziej skomplikowan¡ skªadni�, której opis musiw niektóry
h przypadka
h by¢ przeplatany z de�ni
j¡ typu i kontekstu.De�ni
ja 1.2.13 (j�zyk λ→ -Chur
h)Zbiór pseudotermów λ→ -Chur
h opisany jest za pomo
¡ nast�puj¡
ej gra-matyki:
ΛT ::= V | (ΛTΛT) | (λV : T ΛT),gdzie T jest zbiorem typów ra
hunku λ→ zde�niowanym w de�ni
ji 1.2.1.De�ni
ja 1.2.14 (j�zyk λ2-Chur
h)Zbiór pseudotermów ra
hunku λ2-Chur
h opisany jest za pomo
¡ nast�pu-j¡
ej gramatyki:

ΛT ::= V | (ΛTΛT) | (ΛTT) | (λV : T ΛT) | (λV ΛT),gdzie T jest zbiorem typów ra
hunku λ2 zde�niowanym w de�ni
ji 1.2.2, za±
V jest wymienionym w tej samej de�ni
ji zbiorem zmienny
h typowy
h.



23Najbardziej skomplikowana sytua
ja jest w przypadku ra
hunku λP .De�ni
ja 1.2.15 (j�zyk λP-Chur
h)Zbiór pseudotermów ra
hunku λP -Chur
h de�niowany jest jedno
ze±nie zezbiorem typów i rodzajów ra
hunku λP -Chur
h. Zbiory te opisane s¡ zapomo
¡ nast�puj¡
ej gramatyki:
T ::= V | (∀V : T)T | (T ΛT)
K ::= ∗ | (ΠV : T)K
ΛT ::= V | (ΛTΛT) | (λV : T.ΛT).Wyra»enia wyprowadzane za pomo
¡ reguªy T nale»¡ do zbioru TypyCh(λP)i nazywane s¡ pseudotypami, za± wyra»enia wyprowadzane za pomo
¡ reguªy

K nale»¡ do zbioru RodzajeCh(λP) i nazywane s¡ pseudorodzajami.Czasami, »eby rozró»ni¢ zbiory termów w λ→ , λ2 i λP , dodajemy odpo-wiednie adnota
je do ΛT, tj. piszemy odpowiednio ΛT,λ→,ΛT,λ2 i ΛT,λP .De�ni
ja 1.2.16 (konteksty w systema
h Chur
ha)Konteksty dla ra
hunków λ→ i λ2 w wersji Chur
ha s¡ zde�niowane takjak w de�ni
ji 1.2.4. W kontek±
ie ra
hunku λP w wersji Chur
ha obiektyokre±lone w de�ni
ji 1.2.5 b�dziemy nazywali pseudokontekstami.Powy»sze de�ni
je pozwalaj¡ dopiero okre±li¢, jak wygl¡daj¡ wyra»enia,które stanowi¡ elementy os¡dów wyprowadzany
h w ra
hunka
h Chur
ha.O pseudotermie mo»emy powiedzie¢, »e jest termem ra
hunku Chur
ha, do-piero, gdy uda si� dla niego wyprowadzi¢ jaki± os¡d.De�ni
ja 1.2.17 (reguªy wyprowadzania dla λ→ -Chur
h)Dla kontekstu Γ, pseudotermu M i typu σ b�dziemy mówi¢, »e w kontek-±
ie Γ term M ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λ→ M :σ, gdy mo»na taki os¡dwyprowadzi¢ u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.4.
(var) Γ, x : τ ⊢λ→ x : τ (x 6∈ Dom(Γ));

(app)
Γ ⊢λ→ M :σ → τ Γ ⊢λ→ N :σ

Γ ⊢λ→ MN : τ
; (abs)

Γ, x :σ ⊢λ→ M : τ

Γ ⊢λ→ λx : σ.M :σ → τ
.Rysunek 1.4: Reguªy przypisywania typów w λ→ -Chur
hSystemy wyprowadzania typów dla λ→ -Chur
h i dla λ→ -Curry ró»ni¡si� mi�dzy sob¡ tylko w regule (abs), gdzie w wersji Chur
ha dodana jestadnota
ja typowa do zmiennej pod λ-abstrak
j¡.



24De�ni
ja 1.2.18 (reguªy wyprowadzania dla λ2-Chur
h)Dla kontekstu Γ, pseudotermuM i typu σ b�dziemy mówi¢, »e w kontek±
ie ΓtermM ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λ2 M :σ, gdy mo»na taki os¡d wyprowadzi¢u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.5.
(var) Γ, x : τ ⊢λ2 x : τ (x 6∈ Dom(Γ));

(app)
Γ ⊢λ2 M :σ → τ Γ ⊢λ2 N :σ

Γ ⊢λ2 MN : τ
; (abs)

Γ, x :σ ⊢λ2 M : τ

Γ ⊢λ2 λx : σ.M :σ → τ
;

(inst)
Γ ⊢λ2 M : (∀α.σ)

Γ ⊢λ2 Mτ : (σ[α := τ ])
;

(gen)
Γ ⊢λ2 M :σ

Γ ⊢λ2 (Λα.M) : (∀α.σ)
, α 6∈ FV (Γ).Rysunek 1.5: Reguªy przypisywania typów w λ2-Chur
hW przypadku systemu λ2 ró»ni
e mi�dzy ra
hunkiem Chur
ha i Curry'ego s¡bardziej zauwa»alne. Opró
z ró»ni
y w regule (abs), gdzie ra
hunek Chur
hadodaje adnota
j� analogi
znie jak w przypadku ra
hunku λ→ , do
hodz¡jesz
ze ró»ni
e w reguªa
h (inst) i (gen). W tej pierwszej mamy dodatkowoobe
n¡ aplika
j� typow¡, w tej drugiej za± Λ-abstrak
j� zmiennej typowej.De�ni
ja 1.2.19 (przypisywanie typów w λP-Chur
h)Dla pseudokontekstu Γ, pseudotermu M i pseudotypu σ b�dziemy mówi¢, »ew kontek±
ie Γ term M ma typ σ, ozna
zenie Γ ⊢λP M : σ, gdy mo»na takios¡d wyprowadzi¢ u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.6.Dla pseudokontekstu Γ, pseudotypu τ i pseudorodzaju κ b�dziemy mó-wi¢, »e w kontek±
ie Γ typ τ ma rodzaj κ, ozna
zenie Γ ⊢λP τ : κ, gdy mo»nataki os¡d wyprowadzi¢, u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.6.Zauwa»my, »e powy»sza de�ni
ja okre±la, kiedy o pseudokontek±
ie mo»namówi¢, »e jest kontekstem � ma to miejs
e, gdy pseudokontekst wyst�pujew jakim± wyprowadzeniu zgodnym z reguªami λP . Warto jesz
ze nadmieni¢,»e reguªa (typ-
onv) z rys. 1.6 korzysta z poj�
ia rela
ji =β, któr¡ okre±lamydopiero w de�ni
ji 1.2.28. Przenie±li±my t� de�ni
j� tam, by uªatwi¢ porów-nanie β-reduk
ji w posz
zególny
h ra
hunka
h.Tutaj ró»ni
a jest pozornie bardzo niezna
zna i sprowadza si� do dodaniaadnota
ji typowej do zmiennej przedmiotowej w regule (abs). W tym ra-
hunku wyst�puje jednak pewna dodatkowa ró»ni
a mi�dzy wersj¡ Chur
ha
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(type) ⊢λP ∗ : 2 (kd-abs) Γ, x : τ ⊢λP κ : 2

Γ ⊢λP (Πx : τ)κ : 2

(kd-var) Γ ⊢λP κ : 2

Γ, α :κ ⊢λP α :κ
(α 6∈ Dom(Γ))

(kd-app)
Γ ⊢λP φ : (Πx : τ)κ Γ ⊢λP M : τ

Γ ⊢λP φM : κ[x := M ]

(typ-abs) Γ, x : τ ⊢λP σ : ∗

Γ ⊢λP (∀x : τ)σ : ∗
(var) Γ ⊢λP τ : ∗

Γ, x : τ ⊢λP x : τ
(x 6∈ Dom(Γ))

(app)
Γ ⊢λP N : (∀x : τ)σ Γ ⊢λP M : τ

Γ ⊢λP NM : σ[x := M ]

(abs) Γ, x : τ ⊢λP M :σ

Γ ⊢λP λx : τ.M : (∀x : τ)σ

(trm-kd)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP κ : 2

Γ, x : τ ⊢λP κ : 2
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-kd)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP κ′ :2

Γ, α :κ ⊢λP κ′ : 2
(α 6∈ Dom(Γ))

(trm-typ)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP φ :κ

Γ, x : τ ⊢λP φ : κ
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-typ)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP φ :κ′

Γ, α : κ ⊢λP φ : κ′
(α 6∈ Dom(Γ))

(trm-trm)
Γ ⊢λP τ : ∗ Γ ⊢λP M :σ

Γ, x : τ ⊢λP M : σ
(x 6∈ Dom(Γ))

(typ-trm)
Γ ⊢λP κ : 2 Γ ⊢λP M : σ

Γ, α :κ ⊢λP M :σ
(α 6∈ Dom(Γ))

(kd-
onv)Γ ⊢λP φ : κ κ =β κ
′

Γ ⊢λP φ : κ′
(typ-
onv)

Γ ⊢λP M : σ σ =β σ
′

Γ ⊢λP M :σ′Rysunek 1.6: Reguªy przypisywania typów w λP -Chur
h



26a Curry'ego, na któr¡ warto zwró
i¢ uwag�, a która nie wyst�puje w przy-padku λ→ i λ2. Mianowi
ie, poniewa» typy zale»¡ tutaj od termów, a skªad-nia termów jest zmieniona, to inna jest te» de�ni
ja samy
h typów.Mo»emy wresz
ie okre±li¢ zbiory legalny
h termów dla omawiany
h tutajra
hunków:De�ni
ja 1.2.20 (termy w wersji Chur
ha)Zbiór termów legalny
h w jakim± kontek±
ie ra
hunku λ→ (lub ra
hunków
λ2, λP ), ozna
zany w niniejszej pra
y przez TermyCh(λ→ ) (lub odpowied-nio przez TermyCh(λ2), TermyCh(λP )), de�niujemy tak:

TermyCh(λX) = {M ∈ ΛT,λX | istniej¡ Γ i τ, takie »e Γ ⊢λX M : τ},gdzie X jest równe → (lub odpowiednio 2, P ).Mi�dzy ra
hunkami w wersji Chur
ha i Curry'ego istnieje interesuj¡
yzwi¡zek. Wyra»enie jego wymaga wprowadzenia pewnej dodatkowej de�ni
ji:De�ni
ja 1.2.21 (wy
ieranie typów)Opera
j� | · | wy
ierania typów przeksztaª
aj¡
¡ termy w ra
hunku Chur
hana termy ra
hunku beztypowego de�niujemy
• dla ra
hunku λ→ jako

|x| = x
|MN | = |M ||N |
|λx : σ.M | = λx.|M |

• dla ra
hunku λ2 jako
|x| = x
|MN | = |M ||N |
|Mτ | = |M |
|λx : σ.M | = λx.|M |
|Λα.M | = |M |,

• za± dla ra
hunku λP jako
|x| = x
|MN | = |M ||N |
|λx : σ.M | = λx.|M |.Powy»sze de�ni
je wy
ierania typów rozszerzamy na konteksty i typy (i ro-dzaje) w ten sposób, »e dla ra
hunków λ→ oraz λ2 opera
ja ta na kontek-



27sta
h jest identy
zno±
iowa, za± dla λP jest okre±lona jak nast�puje:
|α| = α
|(∀x : σ)τ | = (∀x : |σ|)|τ |
|σM | = |σ||M |
| ∗ | = ∗
|(Πx : σ)κ| = (Πx : |σ|)|κ|
|Γ, (α : κ)| = |Γ|, (α : |κ|)
|Γ, (x : σ)| = |Γ|, (x : |σ|)Twierdzenie 1.2.22 (zale»no±¢ mi�dzy Curry i Chur
h)Dla ka»dego z ra
hunków λ→ , λ2 i λP os¡d Γ ⊢M :σ jest wyprowadzalnyw ra
hunku w wersji Chur
ha wtedy i tylko wtedy, gdy w ra
hunku w wersjiCurry'ego wyprowadzalny jest os¡d |Γ| ⊢ |M | : |σ|.Dowód:Dowód mo»na znale¹¢ na przykªad w [BLRU97℄.B�dziemy si� tutaj posªugiwali równie» poj�
iem rz�du. Wprowadzamygo tutaj za [Hue76℄:De�ni
ja 1.2.23 (rz¡d typu)Rz¡d typu prostego σ, ozna
zany ord(σ), jest li
zb¡ naturaln¡ okre±lon¡ na-st�puj¡
ym wzorem induk
yjnym:

ord(α) = 1 dla α atomowego;
ord(σ → τ) = max(ord(σ) + 1, τ).Rz�dem termu M w os¡dzie Γ ⊢λ→ M : τ nazwiemy rz¡d typu τ . Zwykleopusz
zamy informa
j� o os¡dzie, je±li z kontekstu wynika, o jaki os¡d 
hodzi.Poj�
ie to pozwala na zde�niowanie, 
zym jest ra
hunek λ (z typami pro-stymi) okre±lonego rz�du:De�ni
ja 1.2.24 (ra
hunek λ rz�du n)Ra
hunek λ rz�du n (z typami prostymi) w wersji Chur
ha okre±lamy przezograni
zenie zbioru termów ra
hunku lambda z typami prostymi (w wer-sji Chur
ha) do ty
h, które s¡ zbudowane przy u»y
iu zmienny
h o typa
hrz�du 
o najwy»ej n. Zbiór termów takiego ra
hunku ozna
zamy przez

TermyCh(λ→ n). Wszystkie dopusz
zalne wyprowadzenia i konteksty musz¡skªada¢ si� z tak ograni
zony
h termów.Ra
hunek n-tego rz�du w wersji Curry'ego uzyskujemy z ra
hunku w wer-sji Chur
ha, stosuj¡
 wy
ieranie typów. Zbiór termów ra
hunku Curry'egorz�du n ozna
zamy przez Termy(λ→ n).Uwaga 1.2.25 W powy»szy
h de�ni
ja
h doty
z¡
y
h ra
hunku λ w wersjiChur
ha u»ywali±my poj�¢ pseudotermu, pseudokontekstu, pseudotypu 
zypseudorodzaju. W dalszej 
z�±
i pra
y b�dziemy trzymali si� mniej rygory-sty
znie rozgrani
zenia mi�dzy tymi poj�
iami a poj�
iami bez przedrostkapseudo- i b�dziemy ten przedrostek opusz
zali.
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β-reduk
ja Ka»dy z powy»szy
h ra
hunków w wersji Chur
ha ma wªasn¡de�ni
j� β-reduk
ji, która jest niestety ró»na od de�ni
ji dla beztypowegora
hunku λ. Trudno nawet zde�niowa¢ tak¡ reduk
j� w termina
h reduk
jiw ra
hunku beztypowym i wy
ierania typów, gdy» w ra
hunka
h Chur
hamamy do 
zynienia z pewnymi konstruk
jami, które podlegaj¡ β-reduk
ji,ale nie wida¢ i
h po wytar
iu adnota
ji typowy
h (np. aplika
ja typowaw ra
hunku λ2-Chur
h).Wraz z ka»dym poj�
iem rela
ji →β wprowadzamy tak»e domkni�
iezwrotno-prze
hodnie ozna
zane symbolem ։β oraz najmniejsz¡ rela
j� rów-nowa»no±
i zawieraj¡
¡→β ozna
zan¡ za pomo
¡ symbolu =β. Oto de�ni
jeposz
zególny
h reduk
ji:De�ni
ja 1.2.26 (β reduk
ja w λ→ )Rela
j� →β w λ→ -Chur
h okre±lamy jako najmniejsz¡ rela
j� zgodn¡, tak¡»e

(λx : σ.M1)M2 →β M1[x := M2].De�ni
ja 1.2.27 (β reduk
ja w λ2)Rela
j�→β w λ2-Chur
h okre±lamy jako najmniejsz¡ rela
j� zgodn¡, tak¡ »e
(λx : σ.M1)M2 →β M1[x := M2];
(Λα.M1)σ →β M1[α := σ].De�ni
ja 1.2.28 (β reduk
ja w λP)Rela
j� →β w λP -Chur
h okre±lamy jako najmniejsz¡ rela
j� zgodn¡ (nasumie zbiorów termów, typów i rodzajów), tak¡ »e
(λx : σ.M1)M2 →β M1[x := M2];Okre±lone tutaj reduk
je maj¡ wªasno±¢ Chur
ha-Rossera (twierdzenie 2.3.7w [Bar92℄) oraz wªasno±¢ silnej normaliza
ji (twierdzenie 5.3.33 w [Bar92℄).W zwi¡zku z tym ostatnim dobrze okre±lone jest poj�
ie posta
i normalnejtermu, ozna
zanej dla termu M przez NF(M).1.2.3 Problemy uzupeªniania os¡dówW zwi¡zku z ra
hunkami λ z typami rozwa»ane s¡ ró»ne 
iekawe problemyde
yzyjne. Problemy te doty
z¡ os¡dów, 
zyli wyra»e« posta
i Γ ⊢ M : σ.Otrzymujemy tutaj jako dane jaki± fragment (niekonie
znie wªa±
iwy) ta-kiego os¡du. Naszym zadaniem jest odpowiedzie¢, 
zy istnieje takie uzupeª-nienie tego os¡du, »e wynik uzupeªnienia daje si� wyprowadzi¢ w okre±lonymsystemie wyprowadzania. Ka»dy taki problem ma swoj¡ wersj� dla ra
hunkuChur
ha i Curry'ego.Opiszemy tutaj gªówne spotykane w literaturze problemy oraz przedsta-wimy doty
h
zasowe wyniki i
h doty
z¡
e.



29Problem 1.2.29 (kontekstowe sprawdzanie typów)Dane: Kontekst Γ, term M i typ σ.Pytanie: Czy os¡d Γ ⊢• M :σ jest wyprowadzalny w systemie •?Problem 1.2.30 (kontekstowe wyprowadzanie typów)Dane: Kontekst Γ i term M .Pytanie: Czy istnieje taki typ σ, »e os¡d Γ ⊢• M :σ jest wyprowadzalnyw systemie •?Problem 1.2.31 (kontekstowa inhabita
ja)Dane: Kontekst Γ i typ σ.Pytanie: Czy istnieje taki term M , »e os¡d Γ ⊢• M :σ jest wyprowadzalnyw systemie •?Problemy powy»sze maj¡ swoje wersje, w który
h w Dany
h opusz
zonyjest kontekst, przy 
zym pytanie zmody�kowane jest tak, »e zamiast kontek-stu Γ mamy kontekst pusty. Takie wersje b�dziemy nazywali ograni
zonymiwersjami problemu. I tak b�dziemy mieli do 
zynienia ze: ograni
zonym pro-blemem sprawdzania typów, ograni
zonym problemem wyprowadzania typóworaz ograni
zonym problemem inhabita
ji.Istnieje jesz
ze jeden zestaw wersji powy»szy
h problemów, gdzie zada-wane pytanie jest zmody�kowane w ten sposób, »e w Dany
h opusz
zonyjest kontekst, a zadawane pytanie zmody�kowane jest tak, »e dodatkowopytamy si� o istnienie stosownego kontekstu Γ. Przy taki
h problema
hstosujemy okre±lenie pozbawione przymiotnika �kontekstowy� i tak mamy:problem sprawdzania typów, problem wyprowadzania typów oraz problem in-habita
ji.Zainteresowanie problemami sprawdzania typów oraz wyprowadzania ty-pów dla ra
hunków termów Curry'ego (w wersji ograni
zonej, kontekstoweji normalnej) zwi¡zane jest z faktem, i» pojawiaj¡ si� one naturalnie w bada-nia
h nad j�zykami programowania. Funk
yjne j�zyki programowania takiejak ML [Mil78, Mil84℄ 
zy Haskell [HF92℄ korzystaj¡ w sposób intensywnytak z me
hanizmów wymagaj¡
y
h zastosowania algorytmów wyprowadza-nia typów, jak i i
h sprawdzania. Normalnie programista wpisuje w takimj�zyku λ-term, który prze
hodzi nast�pnie przez moduª wyprowadzania typu.Je±li przej±
ie si� powiedzie, otrzymujemy w wyniku typ oraz pewno±¢, »ewprowadzony program-term pozbawiony jest niektóry
h bª�dów programi-sty
zny
h. Je±li przej±
ie si� nie powiedzie, trzeba przepisa¢ term na nowoz poprawkami. Algorytmy sprawdzania typów znajduj¡ tutaj tak»e swojezastosowanie � u»ytkownik j�zyka ma mo»liwo±¢ r�
znego wprowadzaniatypów, w zwi¡zku z 
zym konie
zne jest sprawdzanie poprawno±
i wykona-nia tej 
zynno±
i.Problem sprawdzania typów dla termów Chur
ha (w wersji ograni
zoneji kontekstowej) ma zastosowanie w systema
h wspomagaj¡
y
h dowodzenie



30twierdze«. W oprogramowaniu oferuj¡
ym tak¡ funk
jonalno±¢ (np. Lego[LP92℄, Coq [Hue96℄), o ile me
hanizm dowodzenia opiera si� na systema
htypów wy»szy
h rz�dów, konstruuje si� wªa±nie λ-term, który ma stanowi¢dowód dla jakiego± twierdzenia wyra»onego jako typ. Maj¡
 zaªo»enia ze-wn�trzne teorii, dowód oraz samo twierdzenie, musimy stwierdzi¢, 
zy te ele-menty stanowi¡ spójn¡ pod wzgl�dem logi
znym 
aªo±¢. Korzystamy tutaj zeznanego zwi¡zku okre±lanego jako izomor�zm Curry'ego-Howarda [How80℄.Termy odpowiadaj¡ dowodom w pewnej logi
e, za± typy � formuªom tejlogiki.W pra
y osoby dowodz¡
ej twierdzenia 
z�sto spotykana jest sytua
ja,gdy osoba taka ma jak¡± konstruk
j� wzgl�dnie dowód jakiego± twierdzeniai 
h
e si� dowiedzie¢, 
zy jej dowód jest poprawny, a je±li nie, to jakie do-datkowe zaªo»enia s¡ potrzebne, aby mo»na byªo t¡ drog¡ je dowie±¢. Nawetinforma
ja, »e taki dowód, niezale»nie od dodany
h zaªo»e«, nie mo»e do-wodzi¢ podanego twierdzenia jest bardzo 
enna. Automaty
zne uzyskiwanietego typu informa
ji we wspomniany
h systema
h mo»na byªoby zapewni¢stosuj¡
 algorytmy kontekstowego sprawdzania typów dla termów Chur
halub wyprowadzania typów (we wszystki
h trze
h wersja
h) dla termów Chur-
ha.Zainteresowanie problemami inhabita
ji wynika ze stosowalno±
i odpo-wiedni
h algorytmów w systema
h automaty
znego wyprowadzania dowo-dów. Maj¡
 algorytm dla problemu inhabita
ji, mo»emy na mo
y izomor-�zmu Curry'ego-Howarda automaty
znie znajdowa¢ dowody (w przypadku,gdy mamy do 
zynienia z wersj¡ Chur
ha) lub s
hematy dowodów (w przy-padku, gdy mamy do 
zynienia z wersj¡ Curry'ego). Ma tutaj zastosowaniewspominany ju» izomor�zm Curry'ego-Howarda.1.3 Logika pierwszego rz�du i przepisywanie ter-mówB�dziemy w niniejszej pra
y rozwa»ali implika
yjno-uniwersalny fragmentintui
jonisty
znej logiki pierwszego rz�du. W zwi¡zku z tym wprowadzimytutaj de�ni
j� tego formalizmu.De�ni
ja 1.3.1 (sygnatura)Sygnatur¡ j�zyka pierwszego rz�du nazwiemy dowoln¡ par� rodzin rozª¡
z-ny
h zbiorów 〈{Σrn}n∈N, {Σfn}n∈N〉. Rodzin� Σr nazwiemy zbiorem sym-boli rela
yjny
h, za± rodzin� Σf zbiorem symboli funk
yjny
h. Dla ka»degosymbolu s indeks zbioru, do którego nale»y s jest nazywany arno±
i¡ s.Zbiór symboli rela
yjny
h arno±
i n ozna
zamy Σrn, za± symboli funk
yjny
h
Σfn. Rodzin� {Σrn}n∈N b�dziemy ozna
zali przez Σr, za± rodzin� {Σfn}n∈Nprzez Σf . Par� 〈Σr,Σf 〉 b�dziemy ozna
za¢ przez Σ.



31W powy»szej de�ni
ji pozwolili±my sobie na uto»samienie symboli rela
yj-ny
h o arno±
i 0 z predykatami b�d¡
ymi bezpo±rednimi odpowiednikamizmienny
h zdaniowy
h logiki zdaniowej, oraz na uto»samienie symboli funk-
yjny
h o arno±
i 0 ze staªymi.De�ni
ja 1.3.2 (termy algebrai
zne)Zbiór termów (algebrai
zny
h) nad sygnatur¡ Σ i ze zmiennymi ze zbioru Xto najmniejszy zbiór TΣ(X), taki »e
• X ⊆ TΣ(X);
• je±li f ∈ Σfn i M1, . . . ,Mn ∈ TΣ(X), to fM1 . . .Mn ∈ TΣ(X).Zbiór TΣ(∅) b�dziemy ozna
zali przez TΣ.W powy»szej de�ni
ji zastosowali±my odrobin� niestandardow¡ nota
j� �termy ozna
zamy du»ymi literami z okoli
 M oraz aplika
j� symbolu funk-
yjnego ozna
zamy beznawiasowo (normalnie ozna
za si� to za pomo
¡ wy-ra»enia: f(M1, . . . ,Mn)). Zrobili±my tak ze wzgl�du na fakt, »e w niniejszejpra
y dziaªamy jednoli
ie w rama
h ra
hunku λ.Wprowadzimy tutaj kilka niskopoziomowy
h opera
ji na terma
h, któreposªu»¡ nam do zapisywania i udowodniania ró»ny
h potrzebny
h w 
aªejpra
y faktów.De�ni
ja 1.3.3 (wskazywanie podtermu)Nie
h sªowo ω nale»y do N

∗. Dla termów M okre±limy rekuren
yjnie ope-ra
j� wskazywania podtermu oraz wªasno±¢ by
ia ±
ie»k¡ w M . Wyra»enie
ω(M) = N b�dziemy 
zytali jako ω wskazuje na N w M . Mamy
• ε(M) = M i ε jest ±
ie»k¡ w M ;
• nie
h f b�dzie symbolem o arno±
i n ≥ 0; je±li ω jest ±
ie»k¡ w Mi,gdzie i ∈ A, to iω jest ±
ie»k¡ w fM1 . . .Mn oraz iω(fM1 . . .Mn) =
ω(Mi).(Symbol ε ozna
za tutaj sªowo puste.) Zbiór wszystki
h ±
ie»ek w M ozna-
zamy symbolem S
iezki(M).O ile to nie b�dzie wywoªywaªo niejednozna
zno±
i, zapisuj¡
 wskazanie dopodtermu, b�dziemy opusz
zali nawias i pisali ωM zamiast ω(M). Dªugo±¢±
ie»ki ω b�dziemy ozna
zali przez |ω|.�
ie»ki b�dziemy te» stosowali do λ-termów. Przyjmowa¢ tutaj b�dziemyzasad�, »e zmienne i staªe s¡ traktowane jak symbole o arno±
i 0 (niezale»nieod ewentualnego i
h typu). Term M1M2 jest traktowany tak, jakby wyst�-powaªo tutaj u»y
ie dwuargumentowego symbolu (aplika
ji) o argumenta
h

M1 i M2, za± term λx.M jest traktowany jak u»y
ie jednoargumentowegosymbolu (abstrak
ji) o argumen
ie M .



32 Poniewa» u»ywane w typa
h symbole →,∀ oraz Π mo»na potraktowa¢jako symbole funk
yjne (odpowiednio: dwuargumentowy, jednoargumen-towy, jednoargumentowy), to nasza nota
ja ±
ie»kowa rozszerza si� tak»ena typy.De�ni
ja 1.3.4 (porz¡dek na ±
ie»ka
h)Na ±
ie»ka
h okre±limy jesz
ze porz¡dek 
z�±
iowy � tak, »e ω1 � ω2, gdy
ω1 jest ko«
owym fragmentem ω2 (by¢ mo»e równym ω2). Porz¡dek tenb�dziemy nazywali porz¡dkiem su�ksowym.De�ni
ja 1.3.5 (zast¡pienie podtermu)Nie
h ω ∈ A∗. Zde�niujemy rekuren
yjnie zast¡pienie podtermu za
zepio-nego w wierz
hoªku ω termu M przez term N (
o b�dziemy zapisywa¢ jako
M [ω ← N ]) w sposób nast�puj¡
y:
• M [ε← N ] = N ;
• (fM1 . . .Mn)[iω ← N ] = fM1 . . . (Mi[ω ← N ]) . . .Mn.Wprowadzimy teraz poj�
ie formuªy logiki pierwszego rz�du.De�ni
ja 1.3.6 (formuªy)Zbiór formuª nad sygnatur¡ Σ i ze zmiennymi ze zbioru X to najmniejszyzbiór FΣ(X) taki, »e
• je±li P ∈ Σrn oraz M1, . . . ,Mn ∈ TΣ(X), to PM1 . . .Mn ∈ FΣ(X);
• je±li φi ∈ FΣ(X) dla i = 1, 2, to (φ1 → φ2) ∈ FΣ(X);
• je±li φ ∈ FΣ(X ∪ {x}), to (∀x)φ1 ∈ FΣ(X).Zbiór FΣ(∅) b�dziemy ozna
zali przez FΣ i ka»dy jego element b�dziemynazywali formuª¡ zamkni�t¡.W naszej de�ni
ji formuª logiki pierwszego rz�du zrezygnowali±my podobniejak w przypadku termów z nota
ji P (M1, . . . ,Mn). W odró»nieniu od stan-dardowego podej±
ia do logiki, rozwa»amy tutaj tylko jej fragment z impli-ka
j¡ i kwanty�katorem generaliza
ji. Wi¡»e si� to z faktem, »e ten fragmentlogiki pierwszego rz�du da si� bezpo±rednio zakodowa¢ w ra
hunku λP (por.rozdziaª 10 w [SU98℄).Dla peªno±
i prezenta
ji przedstawimy jesz
ze system dowodzenia dlarozwa»anego przez nas fragmentu logiki pierwszego rz�du. System ten b�dzieodpowiadaª intui
jonisty
znemu podej±
iu do tej logiki.De�ni
ja 1.3.7 (system dowodzenia)Dla kontekstu Γ i formuªy φ b�dziemy mówi¢, »e w kontek±
ie Γ formuªa

φ jest wyprowadzalna, ozna
zenie Γ ⊢∀ φ, gdy mo»na taki os¡d wyprowadzi¢u»ywaj¡
 reguª z rys. 1.7.
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(ax) Γ, ϕ ⊢∀ ϕ

(→ I)
Γ, ϕ ⊢∀ ψ

Γ ⊢∀ ϕ→ ψ
; (→ E)

Γ ⊢∀ ϕ→ ψ Γ ⊢∀ ϕ

Γ ⊢∀ ψ

(∀I)
Γ ⊢∀ ϕ

Γ ⊢∀ ∀xϕ
(x 6∈ FV (Γ)); (∀E)

Γ ⊢∀ ∀xϕ

Γ ⊢∀ ϕ[x := M ]
.Rysunek 1.7: System naturalnej deduk
ji dla logiki pierwszego rz�duNa terma
h pierwszego rz�du okre±la si� 
z�sto rela
j� przepisywaniatermów.De�ni
ja 1.3.8 (system przepisywania termów)Systemem przepisywania termów nazwiemy dowolny zbiór P par uporz¡d-kowany
h termów nad ustalon¡ sygnatur¡ Σ. Elementy zbioru P nazywamyreguªami systemu P . Taki system przepisywania wyzna
za rela
j� →P nazbiorze TΣ zde�niowan¡ tak:

M1 →P M2 wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ x,N, 〈M,M ′〉 ∈
P, x1, . . . , xn, N1, . . . , Nn, takie »e

M1 = N [x := M [x1 := N1, . . . , xn := Nn]]i
M2 = N [x := M ′[x1 := N1, . . . , xn := Nn]].Nadu»ywaj¡
 nota
ji, par� 〈M,N〉 ∈ P b�dziemy zwykle zapisywa¢ jako

M →P N .Powiemy, »e system przepisywania termów P jest staªy, gdy termy zezbioru P nale»¡ do TΣ.W niniejszej pra
y b�dziemy rozwa»ali systemy przepisywania termów zesko«
zonym zbiorem reguª.Powy»sza de�ni
ja okre±laªa poj�
ie jednokrokowej rela
ji przepisywa-nia. Mo»na o
zywi±
ie powy»sz¡ jednokrokow¡ rela
j� rozszerzy¢ do rela
jiwielokrokowego przepisywania, b�d¡
ej zwrotno-prze
hodnim domkni�
iemrela
ji →P . Rela
j� tak¡ ozna
zamy ։P . Podobnie mo»na okre±li¢ rela
j�równowa»no±
i =P b�d¡
¡ domkni�
iem zwrotno-symetry
zno-prze
hodnimrela
ji →P .1.4 Podstawowe poj�
ia zwi¡zane z uni�ka
j¡Kolejnym badanym w niniejszej pra
y poj�
iem jest poj�
ie uni�ka
ji. Za-le»ne jest ono od
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• j�zyka wyra»e« formalny
h L ze zmiennymi;
• rela
ji równowa»no±
i ≡ nad powy»szymi wyra»eniami;
• klasy S dopusz
zalny
h podstawie«;
• oraz 
z�±
iowej opera
ji −(−) : S×L → L b�d¡
ej sposobem dziaªaniapodstawienia na wyra»enia (dziedzina tej opera
ji okre±la, do jaki
htermów mo»na stosowa¢ jakie podstawienia).De�ni
ja 1.4.1 (unifika
ja)Uni�ka
j¡ w j�zyku L ze zmiennymi X z dokªadno±
i¡ do równo±
i ≡ przypodstawienia
h S dziaªaj¡
y
h zgodnie z −(−) nazwiemy problem de
yzyjny,w którymDane: Zbiór E par wyra»e« w L ze zmiennymi X.Pytanie: Czy istnieje podstawienie S ∈ S, takie »e dla ka»dejpary 〈M1,M2〉 ∈ E mamy 〈S,Mi〉 ∈ Dom(−(−)) dla i = 1, 2oraz S(M1) ≡ S(M2).Wyra»enia ze zbioru E b�dziemy nazywali równaniami. Dla podkre±leniafaktu, »e mamy do 
zynienia z równaniem b�dziemy 〈M1,M2〉 ∈ E ozna
zalite» przezM1

.
= M2. Rozszerzymy te» nota
j� doty
z¡
¡ zmienny
h wolny
h.

FV (E) b�dzie ozna
zaªo zbiór wszystki
h zmienny
h wolny
h we wszystki
hterma
h znajduj¡
y
h si� w równania
h E.Istnieje wiele problemów uni�ka
yjny
h odpowiadaj¡
y
h temu s
hematowi,np.: uni�ka
ja robinsonowska, uni�ka
ja modulo przepisywanie, uni�ka
jawy»szego rz�du itd.W niniejszej pra
y b�dziemy zajmowali si� ró»nymi waria
jami problemuuni�ka
ji drugiego rz�du.De�ni
ja 1.4.2 (unifika
ja drugiego rz�du)Uni�ka
ja drugiego rz�du to problem uni�ka
ji, gdzie
• j�zykiem jest ra
hunek λ z typami prostymi rz�du 2;
• równo±
i¡ jest rela
ja =β;
• podstawienia to sko«
zone funk
je 
z�±
iowe ze zbioru zmienny
h pier-wszego i drugiego rz�du do zbioru termów z typami prostymi rz�du 2,za
howuj¡
e typy zmienny
h (tzn. dla zmiennej typu σ przypisuj¡
eterm typu σ);
• za± wynik dziaªania podstawienia okre±lony jest jak w de�ni
ji 1.1.7.



35Problem ten w ogólno±
i, jak pokazaª Goldfarb w [Gol81℄, jest nierozstrzy-galny.W stosunku do zmienny
h u»ywany
h przy uni�ka
ji b�dziemy u»ywaliodmiennej nota
ji dla podstawie«, w której zamiast post�ksowo zapisywa¢:
M [x1 := N1, . . . , xn := Nn] b�dziemy pisa¢ S(M) (zob. de�ni
ja 1.1.7).Pozwoli nam to za
howa¢ zgodno±¢ z de�ni
j¡ 1.4.1 oraz z typow¡ nota
j¡stosowan¡ w kontek±
ie problemów uni�ka
ji. Dodatkowo zakªadamy w 
a-ªym tek±
ie, »e w tego typu podstawienia
h wszystkie termy podstawiane(w M [x1 := N1, . . . , xn := Nn] termy N1, . . . , Nn) s¡ w posta
i normalnej.De�ni
ja 1.4.3 (staªe podstawienie)B�dziemy mówi¢, »e podstawienie S jest staªe je±li dla dowolnej zmiennej
x term S(x) nie ma zmienny
h wolny
h (
ho¢ by¢ mo»e zawiera pewne staªe).W rozdziale 2 pokazujemy nierozstrzygalno±¢ pewnego interesuj¡
egosz
zególnego przypadku uni�ka
ji drugiego rz�du � uni�ka
ji z prostymiargumentami. Aby okre±li¢ tak¡ uni�ka
j� musimy zde�niowa¢ dwa rodzajezmienny
h: zmienne bezpie
zne i zmienne niebezpie
zne.De�ni
ja 1.4.4 (zmienne bezpie
zne i niebezpie
zne)Zmienn¡ bezpie
zn¡ w termie M nazwiemy zmienn¡ woln¡ x, tak¡ »e w ka»-dym podtermie posta
i xM1, . . .Mn termyM1 . . .Mn s¡ zamkni�te. Zmienn¡niebezpie
zn¡ nazwiemy ka»d¡ inn¡ zmienn¡ woln¡.De�ni
ja 1.4.5 (unifika
ja z prostymi argumentami)Term z prostymi argumentami to term, którego wszystkie zmienne wolne s¡bezpie
zne.Uni�ka
ja z prostymi argumentami to uni�ka
ja, w której instan
je s¡ograni
zone w ten sposób, »e mog¡ w ni
h wyst�powa¢ tylko termy z prostymiargumentami.Uni�ka
ja drugiego rz�du z prostymi argumentami to uni�ka
ja z pro-stymi argumentami, przy 
zym j�zyk termów jest ograni
zony do ra
hunku
λ z typami prostymi rz�du 2.Kolejnym problemem uni�ka
yjnym, którym si� tutaj b�dziemy zajmo-wa¢ jest problem uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h. Problemten de�niujemy tak:De�ni
ja 1.4.6 (unifika
ja ze zmiennymi w pozy
ja
h
zoªowy
h)Uni�ka
ja ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h zde�niowana jest podobnie,jak uni�ka
ja z prostymi argumentami. Dokonujemy dalszego ograni
zeniana posta¢ instan
ji. Mianowi
ie termy tutaj wyst�puj¡
e, je±li maj¡ zmienn¡woln¡, to zmienna ta wyst�puje na po
z¡tku termu (w pozy
ji 
zoªowej ), tj.termy ze zmienn¡ woln¡ maj¡ tutaj zawsze posta¢ FM1 . . .Mn, gdzie F jestzmienn¡ woln¡, a podtermy Mi dla i = 1, . . . , n nie maj¡ ju» wyst¡pie«zmienny
h wolny
h.



36Tak»e w przypadku tego problemu mamy tutaj równie» do 
zynienia z 
aª¡klas¡ ograni
ze« zwi¡zany
h z rz�dem u»ywany
h termów. Przede wszystkimb�dzie nas tutaj interesowaª powy»szy problem przy ograni
zeniu do termówdrugiego rz�du. Powoduje ono, »e w uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h
zoªowy
h mamy trzy mo»liwe posta
ie równa«:
Ft1 . . . tn

.
= F ′s1 . . . sm (1.1)

Ft1 . . . tn
.
= f ′(s1, . . . , sm) (1.2)

f(t1, . . . , tn)
.
= f ′(s1, . . . , sm), (1.3)gdzie F,F ′ s¡ zmiennymi wolnymi drugiego rz�du, f, f ′ s¡ symbolami sta-ªy
h, t1, . . . , tn, s1, . . . , sm s¡ termami pierwszego rz�du.Warto mo»e zwró
i¢ uwag�, na 
zym polega zasadni
za ró»ni
a mi�dzywyra»eniami dla uni�ka
ji z prostymi argumentami i dla uni�ka
ji 
zoªowej.Otó» w tej pierwszej dopusz
zalne jest równanie

Fc1c2c2
.
= f(Fc1c2c3)c4,które nie mo»e si� pojawi¢ w przypadku uni�ka
ji 
zoªowej � term z prawejstrony ma wyst¡pienie zmiennej wolnej (F ), ale w pozy
ji 
zoªowej wyst�pujesymbol funk
yjny f , a nie ta zmienna.Z drugiej jednak strony ka»de równanie uni�ka
ji 
zoªowej jest jedno
ze-±nie równaniem uni�ka
ji z prostymi argumentami.W zasadzie w 
aªej pra
y b�dziemy si� zajmowali uni�ka
j¡ drugiegorz�du w zwi¡zku z tym zwykle b�dziemy, o ile to nie b�dzie powodowaªoniejasno±
i, pomijali t� informa
j� w okre±leniu problemu, z którym mamydo 
zynienia.W rozdziale 2 b�dziemy si� zajmowali jesz
ze uni�ka
j¡ ze zmiennymiw pozy
ja
h 
zoªowy
h ograni
zon¡ do termów trze
iego rz�du. Na okre±lenietego problemu b�dziemy u»ywali tro
h� innego, zgrabniejszego, okre±lenia:uni�ka
ja ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h.



Rozdziaª 2Uni�ka
jaW niniejszym rozdziale zajmiemy si� pokazywaniem wyników doty
z¡
y
huni�ka
ji. Poka»emy tutaj oryginalne wyniki doty
z¡
e uni�ka
ji drugiegorz�du oraz przedstawimy dowód G. Hueta doty
z¡
y uni�ka
ji trze
iegorz�du. Udowodnimy tutaj, »e uni�ka
ja z prostymi argumentami jest nie-rozstrzygalna, za± uni�ka
ja ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h jest roz-strzygalna. Dodatkowo wska»emy, »e instan
je uni�ka
ji u»yte w dowodzieG. Hueta to instan
je uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h, alez rozlu¹nionym warunkiem na rz¡d zmienny
h � dozwolone s¡ tutaj zmiennetrze
iego rz�du.2.1 Uni�ka
ja z prostymi argumentamiW obe
nym podrozdziale poka»emy nierozstrzygalno±¢ uni�ka
ji drugiegorz�du. Dowód b�dzie polegaª na reduk
ji problemu stopu dla automatówdwuli
znikowy
h.2.1.1 Automaty dwuli
znikoweAutomaty dwuli
znikowe zostaªy wprowadzone w lata
h sze±¢dziesi¡ty
hprzez Mi«skiego (zob. [Min61℄) jako prosty model obli
zeniowy, maj¡
ypeªn¡ siª� obli
zeniow¡ maszyny Turinga. Model ten byª wielokrotnie wyko-rzystywany jako narz�dzie do pokazywania nierozstrzygalno±
i ró»ny
h pro-blemów np. [Laf96, Urz94, Hoo66℄.Wprowadzimy tutaj ozna
zenia na zbiór mo»liwy
h opera
ji oraz testówwykonywany
h na li
znika
h O = {NOP, INC,DEC} oraz T = {Z,NZ}.Elementy zbioru O b�d¡ sªu»yªy do opisu opera
ji na li
znika
h:
• NOP � brak opera
ji;
• INC � zwi�ksz li
znik;
• DEC � zmniejsz li
znik. 37



38Elementy zbioru T b�d¡ sªu»yªy do okre±lania stanu li
zników
• Z � li
znik jest równy zero;
• NZ � li
znik jest niezerowy.De�ni
ja 2.1.1 (automat dwuli
znikowy)Automat dwuli
znikowy A to 
zwórka

〈Q, qs, qk, δ〉,gdzie
• Q stanowi zbiór stanów automatu,
• qs � jest wyró»nionym stanem po
z¡tkowym,
• qk � jest wyró»nionym stanem ko«
owym,
• δ : T 2 ×Q\{〈Z,Z, qk〉}⇁ O

2 ×Q � jest funk
j¡ (
z�±
iow¡) �nast�p-nego kroku�.B�dziemy tutaj stosowa¢ pewn¡ nota
j� dla funk
ji δ. Piszemy:
WL1,WL2, q1 →δ O1,O2, q2, (2.1)gdzie WL1, WL2 ∈ T , q1, q2 ∈ Q, za± O1, O2 ∈ O, gdy
δ(WL1,WL2, q1) = (O1,O2, q2).Elementy funk
ji δ b�dziemy tak»e nazywali reguªami. Automaty takie wy-konuj¡ obli
zenia zgodnie z powsze
hnie znanym wzorem. Mamy tutaj dodyspozy
ji dwa li
zniki, które mog¡ przyjmowa¢ w dowolnym momen
ie war-to±
i b�d¡
e li
zbami naturalnymi. Ka»de obli
zenie za
zyna si� w staniestartowym qs, przy zerowej warto±
i li
zników. Obli
zenie ko«
zy si� po-my±lnie, gdy automat znajdzie si� w stanie qk. Kroki obli
zenia wykony-wane s¡ zgodnie z funk
j¡ δ. Dla przej±
ia (2.1) wykonywan¡ s¡ nast�puj¡
eopera
je: je±li automat A, b�d¡
 w stanie q1, stwierdzi, »e pierwszy li
znikspeªnia warunek WL1, za± drugi li
znik speªnia warunek WL2, to mo»e wy-kona¢ opera
j� O1 na pierwszym li
zniku, opera
j� O2 na drugim i przej±¢do stanu q2.De�ni
ja 2.1.2 (konfigura
ja)Kon�gura
ja automatu to trójka

〈q, n1, n2〉,gdzie q jest stanem, za± n1i n2 warto±
iami li
zników.



39Funk
j� δ rozszerzamy do kon�gura
ji:De�ni
ja 2.1.3 (funk
ja →δ na konfigura
ja
h)Przyjmujemy, »e
〈q1, n1, n2〉 →δ 〈q2, n

′
1, n

′
2〉wtedy i tylko wtedy, gdy

WL1,WL2, q1 →δ O1,O2, q2,przy 
zym warunek WL1 jest speªniony dla n1, warunek WL2 jest speªnionydla n2 oraz n′1 = O1(n1) i n′2 = O2(n2).De�ni
ja 2.1.4 (obli
zenie)Obli
zeniem nazwiemy dowolny 
i¡g kon�gura
ji a1, . . . , an, . . ., taki »e dladowolny
h elementów ai, ai+1 mamy ai →δ ai+1.De�ni
ja 2.1.5 (zatrzymywanie si� automatu)Mówimy, »e automat si� zatrzymuje, gdy istnieje jego sko«
zone obli
zenieza
zynaj¡
e si� od kon�gura
ji 〈qs, 0, 0〉, którego ostatnia kon�gura
ja1. albo nie nale»y do dziedziny →δ,2. albo jest równa 〈qk, 0, 0〉.Obli
zenie speªniaj¡
e powy»sze warunki nazywamy obli
zeniem zako«
zo-nym.Dla automatów dwuli
znikowy
h, podobnie jak dla wszystki
h inny
hrodzajów automatów rozwa»any jest nast�puj¡
y problem:Problem 2.1.6 (problem stopu)Dane: Automat A.Pytanie: Czy automat A zatrzymuje si�?Mamy nast�puj¡
e twierdzenie:Twierdzenie 2.1.7 (nierozstrzygalno±¢ problemu stopu)Problem stopu dla automatów dwuli
znikowy
h jest nierozstrzygalny.Dowód:Zob. [HU79℄.Bezpo±rednie zastosowanie powy»szego twierdzenia nie jest najwygod-niejsze. W zwi¡zku z tym naªo»ymy pewne dodatkowe warunki na automatydwuli
znikowe.De�ni
ja 2.1.8 (dodatkowe warunki dla automatówdwuli
znikowy
h)Dodatkowe warunki dla automatów dwuli
znikowy
h:



40 1. dla ka»dej pary stanów q1, q2 zbiór δ ∩ T 2 × {q1} ×O
2 × {q2} ma mo
nie wi�ksz¡ ni» 1;2. dla ka»dego stanu q mamy δ ∩ T 2 × {q} × O2 × {q} = ∅.Dla tak ograni
zony
h automatów dwuli
znikowy
h mamyTwierdzenie 2.1.9 (ograni
zenia nie szkodz¡)Ograni
zenia wprowadzone w de�ni
ji 2.1.8 daj¡ klas� automatów, która manierozstrzygalny problem stopu.Dowód:Ze wzgl�du na rutynowo±¢ stosowany
h te
hnik szki
ujemy tutaj tylko tendowód, uzupeªnienie sz
zegóªów zostawiaj¡
 
zytelnikom. W ka»dym przy-padku przeksztaª
amy dowolny automat na automat, który speªnia kon-kretny warunek.1. Okre±limy nowy automat A′ = 〈Q′, q′s, q

′
k, δ

′〉, w którym
• Q′ = T 2 ×Q ∪ {q′k};
• q′s = 〈0, qs〉

• δ′(WL12,WL22,〈WL11,WL21, q〉) = (O1,O2,〈WL12,WL22, q
′〉),przy 
zym δ(WL12,WL22, q) = (O1,O2, q′),

• δ′(Z,Z, 〈WL11,WL21, qk〉) = (NOP,NOP, q′k).Zauwa»my, »e ostatni punkt naszego okre±lenia δ′ nie powoduje, »e re-la
ja ta przestaje by¢ funk
j¡ 
z�±
iow¡. Wynika to z faktu, »e 〈Z,Z, qk〉nie nale»y do dziedziny δ i w zwi¡zku z tym interesuj¡
a nas warto±¢nie mogªa by¢ okre±lona w przedostatnim punk
ie.O
zywiste jest przy tej de�ni
ji, »e je±li dla automatu A istnieje obli-
zenie sko«
zone, to dla automatu A′ te». Z kolei, je±li istnieje zako«-
zone obli
zenie dla automatu A′, to mo»na z tego obli
zenia od
zyta¢obli
zenie zako«
zone A, rzutuj¡
 wszystkie stany z obli
zenia A′ natrze
i¡ wspóªrz�dn¡, o ile stan nale»y do T 2 × Q. Je±li za± stanemjest q′k, to usuwamy ten stan i z poprzedzaj¡
ego stanu wykonujemyprzej±
ie takie, jakie byªo wykonane ze stanu q′k. Sz
zegóªy dowoduoraz sprawdzenie, »e warunek (1) jest speªniony zostawiamy Czytelni-kowi.2. Tutaj post�powanie jest podobne jak przy warunku (1). Okre±lamyautomat A′〈Q′, q′s, q
′
k, δ

′〉, w którym
• Q′ = T 2 ×Q ∪ {q′k};
• q′s = 〈Z,Z, qs〉

• δ′(WL1,WL2, 〈i, q〉) = (O1,O2, 〈i, q′〉), o ile speªniony jest waru-nek δ(WL1,WL2, q) = (O1,O2, q′) oraz q 6= q′,
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• δ′(WL1,WL2, 〈i, q〉) = (O1,O2, 〈(i+1)mod 2, q〉), o ile speªnionyjest warunek δ(WL1,WL2, q) = (O1,O2, q),
• δ′(Z,Z, 〈i, qk〉) = q′k dla i = 1, 2.Rela
ja δ′ jest funk
j¡ z ty
h samy
h powodów, które powodowaªyfunk
yjno±¢ δ′ w konstruk
ji dla poprzedniego warunku.O
zywiste jest przy tej de�ni
ji, »e je±li dla automatu A istnieje obli
ze-nie zako«
zone, to dla automatu A′ te». Z kolei, je±li istnieje obli
zeniezako«
zone dla automatu A′, to mo»na z tego obli
zenia od
zyta¢ obli-
zenie zako«
zone A rzutuj¡
 wszystkie stany z obli
zenia A′ na drug¡wspóªrz�dn¡, o ile stan nale»y do {0, 1} ×Q. Je±li za± stanem jest q′k,to usuwamy ten stan. Sz
zegóªy dowodu oraz sprawdzenie, »e warunek(2) jest speªniony zostawiamy Czytelnikowi.2.1.2 Nierozstrzygalno±¢ uni�ka
ji drugiego rz�duW niniejszej 
z�±
i pra
y b�dziemy pra
owali z termami, w który
h, zgodniez konwen
j¡ nota
yjn¡ wprowadzon¡ w podrozdziale 1.4, wyst�puje sym-bol staªej _, która ma typ α → α → α. Dodatkowo b�dziemy si� tutajposªugiwali pewn¡ li
zb¡ staªy
h typu α. Prosz� zauwa»y¢, »e wszystkiewprowadzone staªe maj¡ rz¡d 2. W zwi¡zku z tym, »e _ jest symbolemdwuargumentowym, a kojarzy si� z implika
j¡, b�dziemy stosowali wobe
niego nota
j� in�ksow¡ (np. _ MN b�dziemy zapisywali jako M _ N).Przepisywanie a równania uni�ka
yjneNa pro
es obli
zania mo»na patrze¢ jako na pro
es swego rodzaju przepi-sywania jedny
h kon�gura
ji w drugie. T� intui
j� wykorzystamy w naszejkonstruk
ji uni�ka
yjnej. Poka»emy tutaj zwi¡zek mi�dzy uni�ka
j¡ z pro-stymi argumentami a przepisywaniem termów.W poni»szy
h akapita
h b�dziemy pokazywali zwi¡zek mi�dzy systemamiprzepisywania termów (zob. de�ni
ja 1.3.8) a równaniami uni�ka
yjnymi.De�ni
ja 2.1.10 (równanie reduk
yjne dla systemu P)Nie
h system reduk
yjny P b�dzie dany jako {M1

1 →P M2
1 , . . . ,M

1
n →P

M2
n}. Równaniem reduk
yjnym dla staªego systemu reduk
yjnego P za
zy-naj¡
ym od termu M0, a ko«
z¡
ym na Mk nazwiemy dowolne równanieuni�ka
ji drugiego rz�du posta
i:

FM1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))

.
= (FM2

1 . . .M
2
nc) _ (d _ M0)(c, d s¡ wyró»nionymi staªymi pierwszego rz�du nie wyst�puj¡
ymi w ter-ma
h P ).



42Przyjrzymy si� teraz przykªadowi, który da nam wyobra»enie, jak wygl¡dazwi¡zek pomi�dzy wªa±nie opisanymi równaniami a przepisywaniem (uwaga!przykªad ten jest uprosz
zony w stosunku do de�ni
ji 2.1.10 i nie uwzgl�dniaroli staªej d). We¹my pod uwag� system reduk
yjny →P okre±lony przezzbiór
P = { (c1 _ cq)→R cq }.Odpowiada mu równanie przedstawione na rysunku 2.1. Rozwa»my pewne

F (
c1 cq c5

c0 cq

)
.
=)(

F (cq)(c5)

c0

c1

c1 cqRysunek 2.1: Przykªad równania dla przepisywaniapodstawienie S, które jak si� oka»e jest rozwi¡zaniem równania przedstawio-nego na rysunku 2.1. Podstawienie to ma posta¢ tak¡ jak na rysunku 2.2.Sposób jego dziaªania wida¢ na rysunku 2.3 (ka»de rozgaª�zienie drzewa

c0

c1

c0

c1

c0

S(F ) = λx1x2.

x1

x1

cq

x2Rysunek 2.2: Rozwi¡zanie równania dla przepisywaniaozna
za obe
no±¢ symbolu _). Wido
zne na tym rysunku elementy zazna-
zone grubsz¡ lini¡ ozna
zaj¡ fragmenty termu po
hodz¡
e z podstawienia,elementy zazna
zone 
ie«sz¡ lini¡ ozna
zaj¡ fragmenty termu po
hodz¡
ez równania. Porównanie rysunków 2.1�2.3 pozwala naty
hmiast stwierdzi¢,»e S jest rozwi¡zaniem rozwa»anego tutaj równania.
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1

2

2

1

1

1

=

c0 cq

c0

cq

c1 cq

c1

c0

cq

c0

c0

c1 cq

c1

c0 c1

c1

c0

cqc0 c1

cq

cq

c5
c5 c1Rysunek 2.3: Rozwi¡zanie po dokonaniu podstawienia i reduk
jiWarto zwró
i¢ uwag� na pra
� nast�puj¡
ego me
hanizmu. Term, któryznajduje si� w prawej gaª�zi termu po prawej stronie równania, musi zosta¢odtworzony po lewej stronie równania. Poniewa» »aden argument nie za-wiera w sobie termu z prawej strony, to na F musi zosta¢ podstawione 
o±,
o za
zyna si� od _. St¡d mamy praw¡ i lew¡ gaª¡¹ rozwi¡zania. Je±lib�dziemy powtarzali podobne rozumowanie, to w ko«
u dojdziemy do tego,»e prawe poddrzewo termu podstawianego na F ma posta¢ c0 _ c1 _ G,przy 
zym na G mo»na ju» podstawi¢ jaki± argument F . Spróbujmy sko-rzysta¢ z tej sposobno±
i i wstawi¢ na G argument c1 _ cq . Dostaniemywtedy praw¡ gaª¡¹ termu podstawianego na F tak¡ jak w rozwi¡zaniu z ry-sunku 2.2. W zwi¡zku z tym, »e po prawej stronie równania wyst�pujerównie» zmienna F , to tam tak»e musi si� pojawi¢ prawa gaª¡¹ termu pod-stawianego na F . Z tym, »e zmieniª nam si� argument, który miaª tra�¢na miejs
e G. Jest nim cq . W ten sposób doszªo do zamienienia w prawejpodgaª�zi termu c1 _ cq na term cq . Odpowiada to bezpo±rednio wyko-naniu przepisania termu c1 _ c1 _ cq na term c1 _ cq zgodnie z reguª¡systemu P : (c1 _ cq)→P cq.Prawa gaª¡¹ termu podstawianego za pomo
¡ S wraz z podstawionymna jej ko«
u argumentem cq zmiennej F znajduje si� teraz po prawej stronierównania i musi zosta¢ skopiowana po lewej stronie równania. Znowu mo»nauzna¢, »e do ko«
ówki rozwa»anej przez nas w tym momen
ie gaª�zi pasujektóry± z argumentów. Mo»na jednak nie wykonywa¢ takiego przypasowania.Wtedy nasza gaª¡¹, skopiowana za pomo
¡ F , musi si� znale¹¢ po prawejstronie równania. Dokªadnie taka sama gaª¡¹ pojawiªa si� w poprzedniejturze naszej analizy (na rysunku 2.3 druga i trze
ia gaª¡¹ termu po prawejstronie równania). Caªa historia si� zatem powtarza � nasza gaª¡¹ musizosta¢ skopiowana po lewej stronie, tam mo»e si� dopasowa¢ jaki± argument,mo»e te» si� nie dopasowa¢. Opisan¡ tutaj sytua
j�, gdy nie nast�puje dopa-sowanie si� argumentu, da si� doskonale odnie±¢ do przepisywania w ten spo-



44sób, »e odpowiada ona zapisowi t։P t � domkni�
ie zwrotno-prze
hodnierela
ji jest prze
ie» zwrotne i mo»e ozna
za¢ wykonanie zera kroków reduk
ji.Zatrzymali±my nasz¡ analiz� sposobu rozwi¡zywania równania na trze
iejprawostronnej gaª�zi po prawej stronie rozwi¡zania (rys. 2.2). Gaª¡¹ ta musisi� znale¹¢, jak i w przypadku poprzedni
h gaª�zi, po lewej stronie równania.Tam dopasowuje si� do niej pierwszy argument F , 
o po przej±
iu znowu napraw¡ stron� daj� odpowiednik reduk
ji: c1 _ cq →R cq za pomo
¡ reguªy
c1 _ cq →R cq.W tym momen
ie po lewej stronie pojawia si� gaª¡¹, do której mo»e si�dopasowa¢ drugi argument F , 
o te» ma miejs
e. Zauwa»my, »e argumentten dopasowuje si� jedno
ze±nie do lewego rozgaª�zienia odbiegaj¡
ego odnaszej gaª�zi, wstawiaj¡
 tam staª¡ c5. Odgaª�zienie to do tej pory nie byªodopasowywane do »adny
h fragmentów argumentów F i sªu»yªo za miejs
e,gdzie realizowaª si� b�dzie dalszy 
i¡g naszej reduk
ji. Teraz miejs
e tozostaje �zasklepione� i po prawej stronie równania musi si� pojawi¢ 
o±, 
ozapewni ko«
owe wyrównanie termów. Tym 
zym± jest drugi argument F ,który ma tutaj warto±¢ c5.Reasumuj¡
, powy»szy opis pozwoliª powi¡za¢ rozwi¡zanie równania z ry-sunku 2.1 z nast�puj¡
ym 
i¡giem reduk
ji w systemie P :

(c1 _ c1 _ cq) →P (c1 _ cq) ։P (c1 _ cq) →P cqZauwa»my jesz
ze, »e powy»sz¡ reduk
j� mo»na interpretowa¢ jako ob-li
zenie automatu jednoli
znikowego z jednym stanem q. Automat ten wy-konuje w ka»dym kroku opera
j� zmniejszania li
znika, ko«
zy za± dziaªaniepo jego wyzerowaniu. Wstawiaj¡
 za prawe rozgaª�zienie prawej strony rów-nania z rysunku 2.1 termy posta
i
c0 _ c1 _ c1 _ · · ·_ c1 _ cq(o wi�kszej li
zbie gaª�zi wiod¡
y
h do staªej c1), dostajemy rozwi¡zaniaodpowiadaj¡
e obli
zeniom, które wykonuj¡ wi�
ej zmniejsze« tego li
znika.Powy»szy opis mo»na uogólni¢ do nast�puj¡
ego twierdzenia.Twierdzenie 2.1.11 (równanie reduk
yjne i reduk
ja)Równanie reduk
yjne dla staªego systemu reduk
yjnego P , które za
zyna odtermu M0, a ko«
zy na Mk ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
i¡g reduk
ji
M0 →P M1 →P · · · →P Mk.Co wi�
ej, je±li S jest rozwi¡zaniem równania reduk
yjnego, to mamy
i¡g reduk
ji (zgodnie z ozna
zeniami de�ni
ji 2.1.10):

1022S(N)։P 1122S(N)։P · · ·։P 1i22S(N)։P · · ·։P 1n22S(N),gdzie N = FM1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk)) oraz 1n+1S(N) = c.



45Dowód:
(⇒) Nie
h równanie reduk
yjne dla staªego systemu reduk
yjnego P za
zy-naj¡
e od termu M0, a ko«
z¡
e na Mk ma rozwi¡zanie S. Nie
h S(F ) =
λx1 . . . xn+1.M . Dowód przeprowadzimy przez induk
j� ze wzgl�du na li
zb�sªów posta
i 1∗2, które s¡ ±
ie»kami w M .Je±li li
zba taki
h ±
ie»ek jest zerowa, to gªównym symbolem M nie jestsymbol _. Symbolem tym mo»e by¢
• inna staªa; wtedy jednak nie mo»na zrówna¢ lewej strony równaniaz praw¡, bo po prawej stronie gªównym symbolem jest _;
• symbol xi; poniewa» po prawej stronie w równaniu wyst�puje staªa d,a jedynym argumentem F po lewej stronie, który zawiera d jest argu-ment n+1., to i = n+1, to jednak naty
hmiast ozna
za, »eMk = M0,a wi�
 mamy 
i¡g reduk
ji dªugo±
i zero.Je±li li
zba ±
ie»ek posta
i 1∗2 jest niezerowa, to gªównym symbolemtermu M jest _. W zwi¡zku z tym rozwi¡zywalno±¢ naszego równania jestrównowa»na rozwi¡zywalno±
i równania:

(F1M
1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))) _ NL

.
=

((F1M
2
1 . . .M

2
nc) _ NP ) _ (d _ M0),(2.2)gdzie NL = F2M

1
1 · · ·M

1
n(c _ (d _ Mk)) oraz NP = F2M

2
1 · · ·M

2
nc. Nie
h

S′(Fj) = λx1 . . . xn+1.j(S(F )x1 · · · xn+1) dla j = 1, 2. Poniewa» S byªorozwi¡zaniem pierwotnego równania, S′ jest rozwi¡zaniem równania (2.2).Term S′(F2)x1 . . . xn+1 nie zawiera wyst¡pienia zmiennej xn+1. Wynikato z tego, »e term d _ M0 nie zawiera staªej c, a taka staªa wyst�pujew n + 1. argumen
ie F (
zyli w c _ (d _ Mk)). Ozna
za to, »e dla
N ′

L = S′(F2)M
1
1 · · ·M

1
nxn+1 i N ′

P = S′(F2)M
2
1 · · ·M

2
nxn+1 mamy 2(N ′

L)։R

2(N ′
P ). Rze
zywi±
ie, stosowny 
i¡g reduk
ji mo»na zde�niowa¢ tutaj tak:nie
h A = {ω0, . . . , ωl} b�dzie zbiorem pozy
ji w N , na który
h znajduj¡ si�zmienne x1, . . . , xn. De�niujemy P0 = 2(N ′

L) oraz Pi+1 = Pi[ωi ←M2
j ], przy
zym ωiN = xj. Ta de�ni
ja jest poprawna, poniewa» zast¡pienia nast�puj¡w miejs
a
h, gdzie w N byªy zmienne x1, . . . , xn. Z tego samego powodumamy wªasno±¢ ωiPi−1 = M1

j , 
o daje naty
hmiast Pi−1 →P Pi. Mamyzatem
2(N ′

L)։P 2(N ′
P ). (2.3)Z równania (2.2) mo»na wyªuska¢ lewe argumenty gªównego wyst¡pieniastaªej _, które dadz¡ równanie:

F1M
1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))

.
= (F1M

2
1 . . .M

2
nc) _ N ′

P , (2.4)przy 
zym term N ′
P ma posta¢ d _ N ′′

P (to ostatnie wynika z faktu, »e
2S′(NL) = d _ M0 i »aden z argumentów M zmiennej F2 nie ma wyst¡-pienia termu d w 1(M)). To powoduje, »e równanie (2.4) jest równaniem



46reduk
yjnym dla systemu P za
zynaj¡
ym od N ′′
P , a ko«
z¡
ym na Mk. Tu-taj rozwi¡zanie okre±lone jest przez podstawienie S′, które na F1 podstawiazgodnie ze swoj¡ de�ni
j¡ term o jedno odgaª�zienie w lewo krótszy ni» termpodstawiany przez S na F . Pozwala to na skorzystanie z zaªo»enia induk-
yjnego, 
o daje N ′′

P ։R Mk. To za± razem z (2.3) daje 
i¡g reduk
ji od M0do Mk posta
i M0 ։R N ′′
P ։R Mk.

(⇐) Dowód przez induk
j� ze wzgl�du na dªugo±¢ 
i¡gu reduk
ji.Je±li 
i¡g reduk
ji ma zero kroków, to M0 = Mk i rozwi¡zaniem jestpodstawienie S(F ) = λx1, . . . , xn, xn+1.xn+1. Podstawienie to zaaplikowanedo lewej strony daje n+1. argument, 
zyli c _ (d _ Mk), za± zaaplikowanedo prawej strony � term posta
i M _ (d _ M0), przy 
zym M = c, gdy»taki jest tutaj n+ 1. argument F . To za± implikuje, »e obie strony równaniapo wykonaniu podstawienia s¡ równe.Je±li 
i¡g reduk
ji ma m+1 kroków, to wygl¡da on tak: M0 →P M1 →P

· · · →P Mk. Z zaªo»enia induk
yjnego mamy rozwi¡zanie S′ dla równaniareduk
yjnego dla P za
zynaj¡
ego od termu M1, a ko«
z¡
ego na Mk:
F1M

1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))

.
= (F1M

2
1 . . .M

2
nc) _ (d _ M1).Zde�niujemy rozwi¡zanie równania reduk
yjnego dla P za
zynaj¡
ego odtermu M0, a ko«
z¡
ego na Mk, jako

S(F ) = λx1 . . . xn+1.(S
′(F1)x1 . . . xn+1) _ (d _ (M0[ω ← xi])),przy 
zym ω jest pozy
j¡ redeksu, który zostaª u»yty w pierwszym krokuwykonywanej tutaj reduk
ji, a i jest argumentem, w którym zakodowanazostaªa para z P u»yta w pierwszym kroku reduk
ji.Poka»emy, »e

S(FM1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))) = S((FM2

1 . . .M
2
nc) _ (d _ M0)).Ozna
zmy FM1

1 . . .M
1
n(c _ (d _ Mk)) jako ML, za± (FM2

1 . . .M
2
nc) _

(d _ M0) jako MP . Zgodnie z de�ni
j¡ S mamy, »e
S(ML) = (S′(F1)M

1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk))) _ (d _ M0[ω ←M1

i ]).Zauwa»my jednak, »e M0[ω ←M1
i ] = M0, a zatem 2(S(ML)) = 2(S(MP )).Z de�ni
ji S mamy, »e 1(S(ML)) = S′(F1)M

1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk)).Z drugiej strony z homomor�
zno±
i S mamy 1(S(MP )) = S(FM2

1 . . .M
2
nc)i dalej z de�ni
ji S uzyskujemy 1(S(MP )) = S′(F1M

2
1 . . .M

2
nc) _ (d _

M0[ω ←M2
i ]), ale z de�ni
ji 
i¡gu reduk
ji M0[ω ←M2

i ] = M1. W zwi¡zkuz tym wystar
zy, »e poka»emy równo±¢:
S′(F1)M

1
1 . . .M

1
n(c _ (d _ Mk)) = S′(F1M

2
1 . . .M

2
nc) _ (d _ M1).To za± naty
hmiast wynika z zaªo»enia induk
yjnego.Cz�±¢ �Co wi�
ej� pozostawiamy do udowodnienia 
zytelnikowi.Powy»sze twierdzenie mo»na jesz
ze dodatkowo uogólni¢ stosuj¡
 nast�-puj¡
y lemat:



47Lemat 2.1.12 (nieszkodliwy unifikator)Nie
h S b�dzie staªym uni�katorem (zob. de�ni
ja 1.4.3), który uni�kuje
M1

.
= M2[ω ← S(N)], gdzie ω ∈ {1, 2}∗, za± M1,M2, N s¡ pewnymi ter-mami. Je±li FV (N) ∩ (FV (M1) ∪ FV (M2[ω ← c0])) = ∅, gdzie c0 jestpewn¡ staª¡ pierwszego rz�du, oraz »aden pre�ks ω nie wskazuje w M2 napodterm za
zynaj¡
y si� od zmiennej, to S uni�kuje M1

.
= M2[ω ← N ].Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na dªugo±¢ ±
ie»ki ω.Je±li ±
ie»ka ta ma dªugo±¢ zero, to zaªo»enie redukuje si� do informa
ji,»e S uni�kuje M1

.
= S(N). Poniewa» S(N) nie ma zmienny
h wolny
h,mamy S(M1) = S(N), st¡d S uni�kuje M1

.
= N , 
zyli M1

.
= M2[ω ← N ].Je±li ±
ie»ka ω ma dªugo±¢ wi�ksz¡ od zera, to gªównym symbolem M2musi by¢ _ (symbol staªy, bo »aden pre�ks ω nie wskazuje na term za
zy-naj¡
y si� od zmiennej). Dodatkowo ω = Aω′ dla A = 1 lub 2. Zaªó»my, »e

A = 1, dowód dla A = 2 przebiega analogi
znie. Rozwa»my dwa przypadki:
• Gdy gªównym symbolem M1 jest te» _, to mo»emy zaaplikowa¢ 1 doobu stron równania i z de�ni
ji zast¡pienia podtermu dosta¢, »e S uni-�kuje 1(M1)

.
= 1(M2)[ω

′ ← S(N)]. Zaªo»enie induk
yjne daje nam, »e
S uni�kuje

1(M1)
.
= 1(M2)[ω

′ ← N ]. (2.5)Z zaªo»enia, »e S uni�kuje M1
.
= M2[ω ← S(N)] oraz z faktu, »edla ω za
zynaj¡
ego si� od 1 prawe termy nie ulegaj¡ zmianie przyzast�powaniu, wiemy, i» S uni�kuje 2(M1)

.
= 2(M2). To wraz z (2.5)daje uni�kowanie M1

.
= M2[ω ← N ].

• Gdy gªównym symbolem M1 nie jest _, to symbolem tym musi by¢zmienna wolna (w prze
iwnym wypadku po lewej i prawej stronie mie-liby±my ró»ne staªe). Nie
h zmienn¡ t¡ b�dzie F .� Je±li jest to zmienna pierwszego rz�du, to rozwi¡zanie dla M1
.
=

M2[ω ← S(N)] istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwi¡-zanie dla równania F1 _ F2
.
= M2[ω ← S(N)]. Dalej za± mo»napost�powa¢ tak, jak w przypadku, gdy gªównym symbolem polewej stronie równania byªo _.� Je±li jest to zmienna drugiego rz�du, to M1 = FN1 . . . Nn i roz-wi¡zanie dla M1

.
= M2[ω ← S(N)] istnieje wtedy i tylko wtedy,gdy istnieje rozwi¡zanie dla równania

F1N1 . . . Nn _ F2N1 . . . Nn
.
= M2[ω ← S(N)].Dalej za± mo»na post�powa¢ tak, jak w przypadku, gdy gªównymsymbolem po lewej stronie równania byªo _.



48 Powy»szy lemat ma zastosowanie w sytua
ji, gdy przepisywanie musimywykona¢ niekonie
znie za
zynaj¡
 od termu staªego. Uogólnienie, z któregob�dziemy korzysta¢ w dalszej 
z�±
i tej pra
y, wygl¡da tak:Twierdzenie 2.1.13 (uogólnione równanie reduk
yjne i reduk
ja)Nie
h S b�dzie staªym podstawieniem i dalej nie
h N1
.
= N2[22 ← S(N)]b�dzie równaniem reduk
yjnym dla staªego systemu reduk
yjnego P za-
zynaj¡
ym od termu S(N), a ko«
z¡
ym na pewnym termie Mk. Nie
h

FV (N) ∩ (FV (N1) ∪ FV (N2[22 ← c0])) = ∅, gdzie c0 jest pewn¡ staª¡pierwszego rz�du.Je±li S uni�kuje N1
.
= N2[ω ← N ], to istnieje 
i¡g reduk
ji
S(N)→P M1 →P · · · →P Mk.Je±li istnieje 
i¡g reduk
ji
S(N)→P M1 →P · · · →P Mk,to istnieje uni�kator dla N1

.
= N2[22← N ].Dowód:Je±li S uni�kuje N1

.
= N2[ω ← N ], to tak»e uni�kuje N1

.
= N2[ω ← S(N)],gdy» S jest staªym podstawieniem. Poniewa» to ostatnie jest równaniemreduk
yjnym dla staªego systemu reduk
yjnego P za
zynaj¡
ym od termu

S(N), z twierdzenia 2.1.11 mamy 
i¡g reduk
ji
S(N)→P M1 →P · · · →P Mk.Z kolei, je±li mamy 
i¡g reduk
ji, jak powy»ej, to z twierdzenia 2.1.11istnieje rozwi¡zanie S′ równania N1

.
= N2[22← S(N)]. Zde�niujemy

S′′(x) =

{
S(x) dla x ∈ FV (N)
S′(x) dla x 6∈ FV (N).Podstawienie S′′ uni�kuje N1

.
= N2[22← N ], gdy» zmienne z N s¡ rozª¡
zneze zmiennymi z N1 i N2.Przedstawione uogólnienie b�dzie nam potrzebne jako 
z�±¢ konstruk
ji po-kazuj¡
ej nierozstrzygalno±¢ � jedno z utworzony
h równa« b�dzie miaªojako term po
z¡tkowy wynik podstawienia na pewien term.KodowanieB�dziemy teraz de�niowa¢ po kolei posz
zególne elementy kodowania 
aªegopro
esu obli
zania za pomo
¡ automatu dwuli
znikowego. Za
zniemy od ko-dowania li
znika. B�dziemy tutaj posªugiwali si� dodatkow¡ staª¡ pierwszegorz�du c1.



49De�ni
ja 2.1.14 (kod pseudoli
znika)Kod pseudoli
znika plicznik(n,M), gdzie n jest li
zb¡ naturaln¡ (zawarto±
i¡li
znika) za± M jest termem, de�niujemy rekuren
yjnie jako
• plicznik(0,M) = M ;
• plicznik(n + 1,M) = c1 _ plicznik(n,M).De�ni
ja 2.1.15 (kod konfigura
ji i kod pseudokonfigura
ji)Kodem pseudokon�gura
ji nazwiemy term posta
i M1 _ M2, w którym

Mi = c0 → plicznik(ni, c
i
qi

) dla pewny
h li
zb naturalny
h ni i stanów qi,gdzie i ∈ {1, 2}.Dla danej kon�gura
ji 〈q, n1, n2〉 okre±lamy kod kon�gura
ji 〈q, n1, n2〉jako
M〈q,n1,n2〉 = (c0 _ plicznik(n1, c

1
q)) _ (c0 _ plicznik(n2, c

2
q)).Na rys. 2.1.2 uwido
zniono wygl¡d takiego kodowania. Li
zba n1 ozna
zawarto±¢ pierwszego li
znika, za± li
zba n2 ozna
za warto±¢ drugiego li
znika.Staªe c1q , c2q informuj¡, »e automat znajduje si� w stanie q.

kod 2. li
znika
stanu

n1-razy
c0

c1

c0

kod
kodstanu kod 1. li
znikac

1
q

n2-razy
c1

c1

c1 c
2
q

Rysunek 2.4: Wygl¡d kon�gura
jiWprowadzimy teraz system reduk
yjny, który b�dzie symulowaª obli
ze-nie danego automatu dwuli
znikowego A. Za poni»sz¡ de�ni
j¡ znajduje si�szersze omówienie opisany
h w niej elementów konstruk
ji.De�ni
ja 2.1.16 (system reduk
yjny obli
zania)System reduk
yjny obli
zania Sym zde�niowany jest jako zestaw reguª prze-pisywania
Bj

i →Sym B′j
i ,



50gdzie i ∈ {1, . . . , |δ|}, j ∈ {1, 2}, za± termy Bj
i , B

′j
i okre±lone s¡ w zale»no±
iod i-tej reguªy funk
ji δ. Nie
h i-ta reguªa ma posta¢

WL1,WL2, q1 →δ O1,O2, q2.Kªadziemy
Bj

i = ca _ cjq1
, (2.6)gdzie a = 0, je±li WLj = Z, lub a = 1, je±li WLj = NZ. Nast�pnie

B′j
i = 1(Bj

i ) _ (c1 _ cjq2
), o ile Oj = INC. (2.7)

B′j
i = 1(Bj

i ) _ cjq2
, o ile Oj = NOP; (2.8)

B′j
i = cjq2

, o ile Oj = DEC; (2.9)Spróbujemy przyjrze¢ si� dziaªaniu powy»szej de�ni
ji na przykªadzie. Za-ªó»my, »e 
h
emy zapisa¢ w naszym systemie reduk
yjnym reguªy dla przej-±
ia:
Z,NZ, p→δ INC,DEC, q.Zgodnie z de�ni
j¡ tworzymy dla takiego przej±
ia dwie reguªy:

B1 →Sym B′1,
B2 →Sym B′2.Pierwsza z ni
h odpowiada temu, 
o si� dzieje w pierwszym li
zniku � zgod-nie z de�ni
j¡ staªe koduj¡
e stan wyst�puj¡ tutaj z górnym indeksem rów-nym 1. Analogi
znie druga reguªa b�dzie odpowiadaªa drugiemu li
znikowii staªe koduj¡
e stan wyst�puj¡ tutaj z górnym indeksem równym 2. Termy

B1, B2 odpowiadaj¡ za testowanie li
zników i stanu wej±
iowego, za± termy
B′1, B′2 odpowiadaj¡ wykonywanym opera
jom na li
znika
h.Term B1 b�dzie odpowiadaª testowaniu zerowo±
i pierwszego li
znikai zgodnie z (2.1.16) jest równy c0 _ c1p. Zauwa»my, »e zgodnie z rysun-kiem 2.1.2 taki term przypasowa¢ si� mo»e tylko do ko«
a lewej odnogi kodukon�gura
ji i to tylko w takiej sytua
ji, gdy nie ma w tej odnodze »adnegowyst¡pienia staªej c1, 
o odpowiada kon�gura
ji z n1 = 0 � 
zyli sytua
ji,gdy li
znik ten jest zerowy.Term B2 b�dzie odpowiadaª testowaniu niezerowo±
i drugiego li
znikai zgodnie z (2.1.16) jest równy c1 _ c2p. Podobnie jak poprzednio zgodniez rysunkiem 2.1.2 taki term przypasowa¢ si� mo»e tylko do ko«
a prawejodnogi kodu kon�gura
ji i to tylko w takiej sytua
ji, gdy w tej ko«
ów
e wy-st�puje c1nie ma w tej odnodze »adnego wyst¡pienia staªej c1, 
o odpowiadakon�gura
ji z n2 > 0 � 
zyli sytua
ji, gdy li
znik ten jest niezerowy.Opera
ja zwi�kszania warto±
i pierwszego li
znika realizowana jest dzi�kiposta
i termu B′1. Zgodnie z de�ni
j¡ 2.1.16 ma on posta¢ c0 _ c1 _

c1q . Zauwa»my, »e wykonanie reduk
ji B1 →Sym B′1 powoduje zast¡pienie
c0 _ c1p przez c0 _ c1 _ c1q . Ten ostatni term zgodnie z de�ni
j¡ kodu



51kon�gura
ji odpowiada warto±
i li
znika 1 � 
zyli w naszej sytua
ji zastanejwarto±
i powi�kszonej o 1. Dodatkowo zamiast staªej c1p pojawia si� na ko«
uprawej gaª�zi termu koduj¡
ego li
znik staªa c2q , 
o ozna
za, »e wynikowyterm odpowiada kon�gura
ji, w której automat znajduje si� w stanie q.Podobnie opera
ja zmniejszania drugiego li
znika realizowana jest dzi�kiposta
i termu B′2. Zgodnie z de�ni
j¡ 2.1.16 ma on posta¢ c2q . Wykonaniereduk
ji B2 →Sym B′2 powoduje zast¡pienie c1 _ c2p przez c2q . Ozna
za to,»e li
zba c1 w redukowanym termie si� zmniejszyªa o 1, 
o ozna
za dokªadniezmniejszenie li
znika o 1. Jedno
ze±nie nast�puje, podobnie jak w przypadkupierwszej reduk
ji, przej±
ie od stanu p do q.Zauwa»my, »e w powy»szym opisie zakªadali±my, »e wyj±
iowy term maposta¢ tak¡, »e na ko«
u jego lewej odnogi znajduje si� c1p, za± na ko«
uprawej � c2p. Wymuszenie, aby pod
zas 
aªej reduk
ji za
hodziªa taka wªa-sno±¢, jest w przypadku zwykªego przepisywania niemo»liwe. Jednak oka»esi�, »e uni�ka
ja pozwala na naªo»enie stosowny
h wi�zów na reduk
j�.Tym
zasem poka»emy zwi¡zek pomi�dzy zde�niowanym systemem prze-pisywania a obli
zeniami automatu. Na po
z¡tku przedstawimy kilka te
h-ni
zny
h lematów opisuj¡
y
h zale»no±
i mi�dzy termami reprezentuj¡
ymikon�gura
je a samymi kon�gura
jami.Lemat 2.1.17 (konfigura
ja a testy li
zników)Dla dowolnej kon�gura
ji 〈q, n, n′〉:1. je±li n = 0, to 1(M〈q,n,n′〉) = c0 _ c1q ;2. je±li n′ = 0, to 2(M〈q,n,n′〉) = c0 _ c2q;3. je±li n 6= 0, to 12n(M〈q,n,n′〉) = c1 _ c1q ;4. je±li n′ 6= 0, to 22n′

(M〈q,n,n′〉) = c1 _ c2q .Dowód:Po kolei dowodzimy posz
zególne punkty.1. Zgodnie z de�ni
j¡ plicznik(0, c1q) = c1q , a zatem M〈q,n,n′〉 = (c0 _

c1q) _ M ′, 
o naty
hmiast daje nasze stwierdzenie.2. Dowód analogi
zny do poprzedniego przypadku zostawiamy dla Czy-telnika.3. Induk
ja ze wzgl�du na n. Je±li n = 1, to zgodnie z de�ni
j¡ mamy, »e
plicznik(1, c1q) = c1 _ c1q , a zatem M〈q,n,n′〉 = (c0 _ c1 _ c1q) _ M ′,
o naty
hmiast daje nasze stwierdzenie.Je±li n > 1, to z zaªo»enia induk
yjnego mamy, »e 12n−1(M〈q,n−1,n′〉) =
12n−1((c0 _ plicznik(n − 1, c1q)) _ M ′) jest równe c1 _ c1q , 
zyli

2n−2(plicznik(n− 1, c1q)) = c1 _ c1q . (2.10)



52 Ale 12n(M〈q,n,n′〉) = 12n((c0 _ plicznik(n, c1q)) _ M ′) = 12n((c0 _

c1 _ plicznik(n− 1, c1q)) _ M ′), 
o korzystaj¡
 z (2.10), daje
12n(M〈q,n,n′〉) = c1 _ c1q .4. Dowód analogi
zny do poprzedniego przypadku zostawiamy dla Czy-telnika.Lemat 2.1.18 (konfigura
ja a opera
je na li
znika
h)Je±li dla termu c0 _ plicznik(n, cjq) przy pewnym j ∈ {1, 2} i stanie q zo-stanie wykonana reduk
ja zgodnie z reguª¡ posta
i:1. Bj

l →Sym 1(Bj
l ) _ c1 _ cjp, to wynikowy term ma posta¢ c0 _

plicznik(n+ 1, cjp);2. Bj
l →Sym c1 _ cjp, to wynikowy term ma posta¢ c0 _ plicznik(n, cjp);3. Bj
l →Sym cjp, to wynikowy term ma posta¢ c0 _ plicznik(n− 1, cjp).Dowód:Poka»emy najpierw przez induk
j� ze wzgl�du n, »e je±li term plicznik(n, cjq)dla pewnego j ∈ {1, 2} i stanu q zostanie wyredukowany reguªami posta
i:1. Bj
l →Sym 1(Bj

l ) _ c1 _ cjp, to wynikowy term ma posta¢ plicznik(n+

1, cjp);2. Bj
l →Sym c1 _ cjp, to wynikowy term ma posta¢ plicznik(n, cjp);3. Bj
l →Sym cjp, to wynikowy term ma posta¢ plicznik(n− 1, cjp).Je±li n = 1, to plicznik(1, cjq) = c1 _ cjq . Jedyn¡ mo»liw¡ posta
i¡ Bj

ljest c1 _ cjq (poniewa» c0 nie wyst�puje w plicznik(1, cjq)), 
zyli za
hodzi do-pasowanie si� Bj
l do 
aªego termu, st¡d wynikiem reduk
ji jest odpowiednio1. c1 _ c1 _ cjp i wynikowy term ma posta¢ plicznik(2, cjp) = plicznik(n+

1, cjp);2. c1 _ cjp i wynikowy term ma posta¢ plicznik(1, cjp) = plicznik(n, cjp);3. cjp i wynikowy term ma posta¢ plicznik(0, cjp) = plicznik(n− 1, cjp).Je±li n > 1, to znowu jedyn¡ mo»liw¡ posta
i¡ Bj
l jest c1 _ cjq. Cowi�
ej, miejs
e dopasowania Bj

l do plicznik(n, cjq) znajduje si� w podtermie
2(plicznik(n, cjq)), gdy» 1(plicznik(n, cjq)) ma maksymaln¡ dªugo±¢ ±
ie»kirówn¡ 0, a samo plicznik(n, cjq) ma maksymaln¡ dªugo±¢ ±
ie»ki równ¡ n,
zyli wi�ksz¡ od 1. Poniewa» 2(plicznik(n, cjq)) = plicznik(n − 1, cjq), to ko-rzystaj¡
 z zaªo»enia induk
yjnego, dostajemy, »e wynikiem reduk
ji termu
plicznik(n− 1, cjq) jest



531. plicznik(n, cjp), 
o daje z de�ni
ji plicznik(·), »e wynikiem reduk
ji
plicznik(n, cjq) jest plicznik(n+ 1, cjp);2. plicznik(n− 1, cjp), 
o daje z de�ni
ji plicznik(·), »e wynikiem reduk
ji
plicznik(n, cjq) jest plicznik(n, cjp);3. plicznik(n− 2, cjp), 
o daje z de�ni
ji plicznik(·), »e wynikiem reduk
ji
plicznik(n, cjq) jest plicznik(n− 1, cjp).Wra
aj¡
 do dowodu gªównej naszej tezy, mo»emy zaªo»y¢, »e n = 0 lub,»e n > 0. W tej pierwszej sytua
ji badany przez nas term po
z¡tkowy maposta¢ c0 _ cjq. W tej sytua
ji Bj

l = c0 _ cjq , gdy» tylko taki term spo-±ród mo»liwy
h dla Bj
l mo»e si� dopasowa¢ do naszego termu po
z¡tkowego.I dalej, w zale»no±
i od drugiego termu l-tej reguªy δ mamy, »e wynikiemreduk
ji jest1. c0 _ c1 _ cjp i wynikowy term ma posta¢ c0 _ plicznik(1, cjp) = c0 _

plicznik(n + 1, cjp);2. c0 _ cjp i wynikowy term ma posta¢
c0 _ plicznik(0, cjp) = plicznik(n, cjp);3. ta sytua
ja jest niemo»liwa, bo opera
ja DEC jest niemo»liwa przyte±
ie Z.Dla n > 0 wiadomo, »e miejs
e dopasowania Bj

l do c0 _ plicznik(n, cjq)znajduje si� w podtermie 2(c0 _ plicznik(n, cjq)) = plicznik(n, cjq), gdy»
1(c0 _ plicznik(n, cjq)) ma maksymaln¡ dªugo±¢ ±
ie»ki równ¡ 0, a samo
c0 _ plicznik(n, cjq) ma maksymaln¡ dªugo±¢ ±
ie»ki równ¡ n + 1, 
zyli jestwi�ksze od 1. Korzystaj¡
 z udowodnionego na po
z¡tku obe
nego dowodufaktu, otrzymujemy, »e1. plicznik(n, cjq) redukuje si� do plicznik(n + 1, cjp), 
o daje, »e c0 _

plicznik(n, cjq) redukuje si� do c0 _ plicznik(n+ 1, cjp);2. plicznik(n, cjq) redukuje si� do plicznik(n, cjp), 
o daje, »e term c0 _

plicznik(n, cjq) redukuje si� do c0 _ plicznik(n, cjp);3. plicznik(n, cjq) redukuje si� do plicznik(n − 1, cjp), 
o daje, »e c0 _

plicznik(n, cjq) redukuje si� do c0 _ plicznik(n− 1, cjp).Potrzebna jest jesz
ze jedna de�ni
ja okre±laj¡
a, jakie 
i¡gi termów b�d¡odpowiadaªy obli
zeniom.De�ni
ja 2.1.19 (symetry
zny 
i¡g reduk
yjny)Powiemy, »e 
i¡g termów M0,M1, . . .Mn jest symetry
znym 
i¡giem reduk-
yjnym, je±li
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• dla ka»dego i mamy Mi →Sym Mi+1;
• istniej¡ takie n1 i n2, »e dla j = 1, 2 mamy j2nj (M0) = cjq dla pewnego
q, oraz
• je±li dla jakiego± i mamy Mi →Sym Mi+1 zgodnie z reguª¡ Bj

l →Sym

B′j
l , to albo reduk
ja Mi−1 →Sym Mi albo reduk
ja Mi+1 →Sym Mi+2odbywa si� zgodnie z reguª¡ Bj′

l →Sym B′j′

l , gdzie j′ = 3 − j, a l jestnumerem pewnej reguªy w δ.Twierdzenie 2.1.20 (
i¡gi reduk
yjne a obli
zenia)Automat A zatrzymuje si� wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje symetry
zny
i¡g reduk
yjny
M〈qs,0,0〉 = M0,M1, . . . ,Mn = M〈qf ,0,0〉.Dowód:

(⇒) Zaªó»my, »e automat A si� zatrzymuje. Mamy wtedy sko«
zony 
i¡gkon�gura
ji:
〈qs, 0, 0〉 = 〈q0, n

1
0, n

2
0〉 →δ 〈q1, n

1
1, n

2
0〉 →δ · · · →δ 〈qn, n

1
n, n

2
n〉 = 〈qf , 0, 0〉.Zde�niujemy teraz symetry
zny 
i¡g reduk
yjny dla →Sym , który b�dziesi� za
zynaª od M〈qs,0,0〉 i ko«
zyª na M〈qf ,0,0〉. Zaªó»my, »e przej±
ie od

〈qi, n
1
i , n

2
i 〉 do 〈qi+1, n

1
i+1, n

2
i+1〉 odbywa si� dzi�ki l-tej regule funk
ji δ. Okre-±limy term M2i = M〈qi,n

1
i ,n2

i 〉
i M2i+1 = M〈qi,n

1
i ,n2

i 〉
[12n1

i ← B′1
l ].Poka»emy teraz, »eM2i →Sym M2i+1 orazM2i+1 →Sym M2i+2. Ta pierw-sza reduk
ja za
hodzi zgodnie z reguª¡ B1

l →Sym B′1
l i niemal»e bezpo±redniowynika z de�ni
jiM2i iM2i+1. Wystar
zy tutaj pokaza¢, »e 12n1

i (M2i) = B1
l .Gdy n1

i = 0, wynika to z lematu 2.1.17(1). Gdy n1
i > 0, wynika to z le-matu 2.1.17(3).Dla dowodu drugiej reduk
ji wystar
zy, »e poka»emy równo±¢ 1M2i+1 =

1M2i+2, oraz »e 2M2i+1 →Sym 2M2i+2 dzi�ki regule B2
l →Sym B′2

l systemureduk
yjnego Sym . Przyjmiemy jesz
ze, »e je±li l-ta reguªa przej±
ia na j-tym li
zniku wykonywaªa opera
j�
• INC, to ∆j = 1;
• NOP, to ∆j = 0;
• DEC, to ∆j = −1.Dla dowodu 1M2i+1 = 1M2i+2 zauwa»ymy, »e

1M2i = c0 _ plicznik(n1
i , c

1
qi

).



55Przy reduk
ji M2i →Sym M2i+1 za± braªa udziaª, jak ju» pokazali±my, reguªa
B1

l →Sym B′1
l , przy 
zym ten ostatni term w zale»no±
i od wykonywanej w l-tej regule opera
ji na pierwszym li
zniku jest równy: 1(B1

l ) _ c1 _ c1qi+1(dla INC), c1 _ c1qi+1
(dla NOP) i c1qi+1

(dla DEC). W zwi¡zku z tym zgodniez lematem 2.1.18 term 1M2i+1 = c0 _ plicznik(n1
i +∆1, c1qi+1

). Jedno
ze±nie
n1

i+1 = n1
i +∆1, st¡d 1M2i+1 = c0 _ plicznik(n1

i+1, c
1
qi+1

), ale zgodnie z de�-ni
j¡ M〈qi+1,n1
i+1

,n2
i+1

〉, mamy 1M〈qi+1,n1
i+1

,n2
i+1

〉 = c0 _ plicznik(n1
i+1, c

1
qi+1

),
o ko«
zy dowód w tym przypadku.Dla dowodu, »e 2M2i+1 →Sym 2M2i+2 dzi�ki regule B2
l →Sym B′2

l sys-temu reduk
yjnego Sym , wystar
zy wykaza¢, »e istnieje takiem, »e za
hodz¡równo±
i 22mM2i+1 = B2
l oraz 22mM2i+2 = B′2

l . Poka»emy, »e m = n2
i mawªa±nie tak¡ wªasno±¢.Dla dowodu pierwszej z ty
h wªasno±
i zauwa»my przede wszystkim, »e

2M2i+1 = 2M2i, gdy» zgodnie z de�ni
j¡ ta gaª¡¹ termu M2i nie jest zmie-niana. W zwi¡zku z tym b�dziemy si� teraz zajmowa¢ pokazywaniem na-szej wªasno±
i dla 2M2i. Przy prze
hodzeniu od kon�gura
ji 〈qi, n1
i , n

2
i 〉 dokon�gura
ji 〈qi+1, n

1
i+1, n

2
i+1〉 u»yli±my sprawdzania, 
zy drugi li
znik jestzerowy, lub niezerowy. W tym pierwszym wypadku zgodnie z de�ni
j¡

B2
l = c0 _ c2qi

, za± w tym drugim B2
l = c1 _ c2qi

. Zgodnie z lema-tem 2.1.17(2) w pierwszym przypadku mamy 22n2
iM2i = c0 _ c2qi

= B2
l ,za± w drugim zgodnie z lematem 2.1.17(4) � 22n2

iM2i = c1 _ c2qi
= B2

l .Dla dowodu 22n2
iM2i+2 = B′2

l zauwa»ymy, »e n2
i+1 = n2

i+1 + ∆2 orazzgodnie z de�ni
j¡ plicznik(·) mamy 2(M2i+2) = c0 _ plicznik(n2
i +∆2, cjq2

).W zwi¡zku z tym w zale»no±
i od warto±
i ∆2, a 
o za tym idzie warto±
iopera
ji na drugim li
zniku:1. dla INC � 22n2
i (M2i+2) = B _ c1 _ c2qi+1

, przy 
zym dla wykony-wanego na drugim li
zniku testu Z mamy B = c0, za± dla testu NZ �
B = c1;2. dla NOP � 22n2

i (M2i+2) = c1 _ c2qi+1
;3. dla DEC � 22n2

i (M2i+2) = c2qi+1
.Zauwa»my, »e odpowiada to stosownie przypadkom (2.7), (2.8), (2.9) w de-�ni
ji 2.1.16. St¡d dostajemy 22n2

i (M2i+2) = B′2
l . To ko«
zy dowód ostat-niego przypadku dla (⇒).(⇐) Zaªó»my, »e istnieje symetry
zny 
i¡g reduk
yjny

M〈qs,0,0〉 = M0,M1, . . . ,Mn = M〈qf ,0,0〉.Przez induk
j� ze wzgl�du na i od 0 do ⌊n/2⌋ (⌊·⌋ ozna
za li
zb� zaokr¡-glon¡ do najwi�kszej li
zby 
aªkowitej mniejszej od podanej w argumen
ie)poka»emy, »e
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• ka»de M2i jest kodem pewnej kon�gura
ji 〈qi, n1

i , n
2
i 〉;

• je±li i > 0, to reduk
je M2i−2 →Sym M2i−1 i M2i−1 →Sym M2i odby-waj¡ si� dzi�ki reguªom B1
l →Sym B′1

l i B2
l →Sym B′2

l dla pewnego
l (niekonie
znie odpowiednio);
• je±li i > 0, to dla tak zde�niowany
h kon�gura
ji mamy

〈qi−1, n
1
i−1, n

2
i−1〉 →δ 〈qi, n

1
i , n

2
i 〉.Z tego za± naty
hmiast wynika nasza teza.Dla i = 0 mamy z posta
i 
i¡gu reduk
ji, »eM0 jest kodem 〈qs, 0, 0〉, 
zyli

q0 = qs, n
1
0 = 0 i n2

0 = 0. Dodatkowo do naszej tezy induk
yjnej doªo»ymyjesz
ze, »e dla dowolnego i je±li dla M2i−4 →Sym M2i−3 reduk
ja odbywa si�zgodnie z reguª¡ Bj
l →Sym B′j

l , to reduk
ja M2i−3 →Sym M2i−2 odbywa si�zgodnie z reguª¡ Bj′

l →Sym B′j′

l , gdzie j′ = 3 − j, a l jest numerem pewnejreguªy w δ.Zaªó»my, »e i > 0. Z zaªo»enia induk
yjnego mamy zde�niowane kon�-gura
je dla i−1. Wiemy w zwi¡zku z tym, »eM2i−2 = M〈qi,n
1
i ,n2

i 〉
. Z de�ni
jisymetry
znego 
i¡gu reduk
yjnego wiemy, »e M2i−2 →Sym M2i−1. Poniewa»ka»da reguªa reduk
ji Sym odpowiada jakiej± regule δ, to mo»emy przyj¡¢,»e wspomniana przed 
hwil¡ reduk
ja odpowiada pewnej regule l z δ. Mamydwa przypadki:

• i = 1; tutaj reduk
ja M2i−2 →Sym M2i−1 jest pierwsz¡ reduk
j¡w 
i¡gu. Ozna
za to jednak w ±wietle ostatniego warunku okre±la-j¡
ego symetry
zny 
i¡g reduk
yjny, »e M2i−1 →Sym M2i odbywa si�tak»e wedªug l-tej reguªy δ.
• i > 1; z zaªo»enia induk
yjnego wiadomo, »e reduk
ja M2i−4 →Sym

M2i−3 i reduk
ja M2i−3 →Sym M2i−2 odbywaj¡ si� zgodnie z l′-t¡ re-guª¡ δ. Przy 
zym l′ jest ró»ne od l (gdy» ka»da reguªa przepisywania
Bj

l →Sym B′j
l w Sym zmienia staª¡ z 2(Bj

l ); ta za± ostatnia wªasno±¢wynika z umiesz
zonego w de�ni
ji 2.1.8 warunku (2) ograni
zaj¡
egodopusz
zalne maszyny dwuli
znikowe). To ostatnie ª¡
znie z ostat-nim warunkiem okre±laj¡
ym symetry
zny 
i¡g reduk
yjny ozna
za, i»reduk
ja M2i−1 →Sym M2i odbywa si� wedªug l-tej reguªy δ.Wiemy zatem, »e reduk
je M2i−2 →Sym M2i−1 i M2i−1 →Sym M2i odbywaj¡si� zgodnie z l-t¡ reguª¡ funk
ji δ. Dalsz¡ 
z�±¢ dowodu poprowadzimy dlasytua
ji, gdy najpierw wykonywana jest reduk
ja B1
l →Sym B′1

l , a potemreduk
ja B2
l →Sym B′2

l , dowód dla przypadku gdy reduk
je te s¡ wykonywanew odwrotnej kolejno±
i jest analogi
zny.W zwi¡zku z tym, »e term 2(M2i−2) nie zawiera wyst¡pienia »adnej staªejposta
i c1q , to reduk
ja zgodna z reguª¡ B1
l →Sym B′1

l musi za
hodzi¢ w pod-termie 1(M2i−2), który jest równy c0 _ plicznik(n1
i−1, c

1
qi−1

). W zwi¡zku



57z tym zgodnie z lematem 2.1.18 po oto
zeniu c0 _ plicznik(n1
i−1 + ∆1, c1qi

)kontekstem, takim jak miaª c0 _ plicznik(n1
i−1, c

1
qi−1

) w M2i−2, dostajemy
M2i−1 = (c0 _ plicznik(n1

i−1 + ∆1, c1qi
)) _ 2(M2i−2)(∆1 = 1, gdy w l-tej regule opera
j¡ na pierwszym li
zniku jest INC; ∆1 = 0,gdy w l-tej regule opera
j¡ na pierwszym li
zniku jest NOP; ∆1 = −1, gdyw l-tej regule opera
j¡ na pierwszym li
zniku jest DEC).W zwi¡zku z tym, »e term 1(M2i−1) (= 1(M2i−2)) nie zawiera wyst¡pie-nia »adnej staªej posta
i c2q , to reduk
ja zgodna z reguª¡ B2

l →Sym B′2
l musiza
hodzi¢ w podtermie 2(M2i−1), który jest równy c0 _ plicznik(n2

i−1, c
2
qi−1

).W zwi¡zku z tym zgodnie z lematem 2.1.18 po oto
zeniu c0 _ plicznik(n2
i−1+

∆2, c2qi
) kontekstem takim, jak miaª c0 _ plicznik(n2

i−1, c
2
qi−1

) w M2i−1, do-stajemy
M2i = (c0 _ plicznik(n1

i−1 + ∆1, c1qi
)) _ (c0 _ plicznik(n2

i−1 + ∆2, c2qi
))(∆2 = 1, gdy w l-tej regule opera
j¡ na drugim li
zniku jest INC; ∆2 = 0,gdy w l-tej regule opera
j¡ na drugim li
zniku jest NOP; ∆2 = −1, gdyw l-tej regule opera
j¡ na drugim li
zniku jest DEC).Pokazali±my w takim razie, »e M2i jest kodem kon�gura
ji 〈qi, n1

i−1 +
∆1, n2

i−1 + ∆2〉 oraz »e reduk
je M2i−2 →Sym M2i−1 i M2i−1 →Sym M2iodbywaj¡ si� dzi�ki reguªom B1
l →Sym B′1

l i B2
l →Sym B′2

l dla pewnego l.Pozostaje jesz
ze przez 
hwil� zatrzyma¢ si� nad pokazaniem, »e
〈qi−1, n

1
i−1, n

2
i−1〉 →δ 〈qi, n

1
i−1 + ∆1, n2

i−1 + ∆2〉,
o pozwoli nam zde�niowa¢ n1
i = n1

i−1 + ∆1 i n2
i = n2

i−1 + ∆2. O
zywi±
iepoka»emy, »e przej±
ie to odbywa si� zgodnie z l-t¡ reguª¡ δ. Termy 1(Bj
l )to staªe c0 lub c1 w zale»no±
i odpowiednio od tego, 
zy testujemy Z, 
zyNZ. Taki term dopasowuje si� do c0 _ plicznik(nj

i−1, c
j
qi−1

) tylko, gdy nj
i−1jest odpowiednio równe zeru lub ró»ne od zera. Nast�pnie na li
zniku wy-konywana jest opera
ja. Zauwa»my jednak, »e warto±
i ∆j s¡ zde�niowanezgodnie z opera
jami wykonywanymi na li
znika
h. St¡d nj

i−1 + ∆j jestrze
zywi±
ie wynikiem wykonania wskazanej w l opera
ji na j-tym li
zniku.Warto zwró
i¢ uwag� na fakt, »e w dowodzie (⇒) korzystali±my w istotnysposób z tego, »e maszyny dwuli
znikowe, które redukujemy maj¡ wspo-mnian¡ w de�ni
ji 2.1.8 wªasno±¢ (2).Koordyna
jaJak do tej pory przedstawili±my konstruk
j� tªuma
z¡
¡ przepisywanie ter-mów na uni�ka
j� oraz tªuma
z¡
¡ obli
zenia maszyny dwuli
znikowej naprzepisywanie w pewnym systemie przepisywania termów. Te elementy nie



58wystar
zaj¡ jednak jesz
ze do pokazania nierozstrzygalno±
i uni�ka
ji � niemamy na razie me
hanizmu pozwalaj¡
ego stwierdzi¢, »e uzyskane w wynikuuni�ka
ji przepisywanie rze
zywi±
ie koduje obli
zenie automatu dwuli
zni-kowego. W dodatku samo pytanie, 
zy dane dwa termy s¡ osi¡galne jedenz drugiego przy staªym przepisywaniu jest rozstrzygalne ([BN98℄). Do uzu-peªnienia 
aªego zestawu konstruk
ji brakuje jesz
ze jednego elementu � za-pewnienia, »e 
i¡g reduk
ji, który uzyskamy w wyniku uni�ka
ji i który maza zadanie symulowa¢ obli
zenia automatu dwuli
znikowego, b�dzie syme-try
znym 
i¡giem reduk
yjnym � to wystar
za do zapewnienia tªuma
zeniawyniku uni�ka
ji na obli
zenie. Niniejsza sek
ja po±wi�
ona jest opisowipewnego dodatkowego systemu reduk
yjnego, którego u»y
ie zapewni nam,»e uzyskany w doty
h
zasowy
h konstruk
ja
h 
i¡g reduk
yjny b�dzie syme-try
zny.Najpierw opiszemy termy, które b�d¡ reprezentowaªy 
i¡gi kodów kon�-gura
ji.De�ni
ja 2.1.21 (g¡sieni
a (pseudo)konfigura
ji)Zbiór G
p, g¡sieni
 pseudokon�gura
ji, okre±lamy rekuren
yjnie tak:

• c3 ∈ G
p;

• je±li M ∈ G
p, to tak»e M _ c2 _ N ∈ G

p dla dowolnego kodupseudokon�gura
ji N ,przy 
zym staªe c2 i c3 s¡ ±wie»ymi staªymi nie wyst�puj¡
ymi w »adny
hpseudokon�gura
ja
h.G¡sieni
� pseudokon�gura
jiM , w której dla pewnego 
i¡gu kodów pseu-dokon�gura
ji N1, . . . , Nn mamy 1i22(M) = Ni, ozna
zamy w poni»szy
hrozwa»ania
h przez [N1, . . . , Nn].Zbiór g¡sieni
 kon�gura
ji (ozn. G) to podzbiór G
p, do którego nale»¡tylko te g¡sieni
e pseudokon�gura
ji, który
h ka»dy podterm b�d¡
y kodempseudokon�gura
ji jest kodem kon�gura
ji.Zauwa»my, »e powy»sza de�ni
ja odpowiada dokªadnie temu, 
o uzysku-jemy jako wynik zastosowania uni�katora uzyskanego w twierdzeniu 2.1.11do równania z de�ni
ji 2.1.10. Staªym c i d z de�ni
ji 2.1.10 odpowiadaj¡tutaj odpowiednio staªe c3 i c4, termowi M0 term odpowiadaj¡
y kodowaniukon�gura
ji po
z¡tkowej, 
zyli M〈qs,0,0〉, za± termowi Mk � term M〈qk ,0,0〉odpowiadaj¡
y kon�gura
ji ko«
owej automatu dwuli
znikowego.Kolejn¡ rze
z¡, któr¡ opiszemy jest staªy system reduk
yjny, który b�dziesprawdzaª, 
zy dana g¡sieni
a pseudokon�gura
ji jest g¡sieni
¡ kon�gura
ji.De�ni
ja 2.1.22 (system reduk
yjny koordyna
ji)System reduk
yjny koordyna
ji Ko zde�niowany jest jako zestaw reguª prze-pisywania

Cj
i →Ko C

′j
i ,

Di →Ko D
′
i,

E →Ko E
′,



59gdzie Q = {q1, . . . , qn}, j ∈ {1, 2}, i = 1, . . . , n. Termy Cj
i , C

′j
i ,Di,D

′
iokre±limy w zale»no±
i od stanu qi automatu. Je±li ozna
zymy i-ty stanprzez qi, to

Cj
i = c1 _ cjqi , C ′j

i = cjqi , (2.11)
Di = (c0 _ c1qi

) _ (c0 _ c2qi
), D′

i = c2, (2.12)

E = c3 _ c2 _ c2, E′ = c3. (2.13)Przyjrzyjmy si� teraz przykªadowi zastosowania powy»szej reduk
ji dosprawdzania, 
zy dana g¡sieni
a pseudokon�gura
ji jest g¡sieni
¡ kon�gura-
ji. W tym 
elu przedstawimy reduk
j� za
zynaj¡
¡ si� od termu uwido
z-nionego na rysunku 2.5.
c1

c0

c1

c0

c0

c0

c3

c2

c2

c2qs

c1qs

c2qf

c1qfRysunek 2.5: Przykªad termu, który b�dziemy redukowa¢ systemem koor-dyna
yjnymZauwa»my, »e 
z�±
i termu z rysunku 2.5 oto
zone kreskowan¡ lini¡ pa-suj¡ do reduk
ji zde�niowany
h w punk
ie (2.11) de�ni
ji 2.1.22. Je»eli za-stosujemy te reduk
je, to uzyskamy w wyniku term uwido
zniony na ry-sunku 2.6. Warto tutaj nadmieni¢, »e mamy tutaj do 
zynienia z pewnymiogólnymi me
hanizmami, które ªatwo zrozumie¢ analizuj¡
 powy»szy przy-kªad i zwra
aj¡
 uwag� na poni»ej wysz
zególnione mo»liwo±
i jego mody�-ka
ji.
• Zauwa»my przede wszystkim, »e podtermy, do który
h zastosowali±mynasz¡ reduk
j�, maj¡ posta¢ plicznik(1, ciq) dla pewnego stanu q orazgórnego indeksu i. Gdyby taki term miaª posta¢ plicznik(n, ciq) dla
n > 1, to mo»na byªoby zastosowa¢ n razy reguª� zgodn¡ z punktem(2.11) de�ni
ji 2.1.22 i dosta¢ podobnie jak na rysunku 2.6 kod li
znikao warto±
i 0.

• Nast�pnie zauwa»my, »e zmniejszanie warto±
i li
zników analogi
zne dozauwa»onego w poprzednim punk
ie mo»na przeprowadzi¢ dla wielu ko-dów pseudokon�gura
ji, które ewentualnie mog¡ by¢ za
zepione w pod-terma
h wskazywany
h przez ±
ie»ki posta
i 1n22.
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c0

c0

c3

c2

c2

c2qf

c1qf

c0

c0

c1qs

c2qs

Rysunek 2.6: Po wyzerowaniu li
zników
• Wresz
ie zwró¢my uwag�, »e mamy tu mo»liwo±¢ zmniejszania li
zni-ków niezale»nie od tego, 
zy stany kodowane w staªy
h ciq dla ró»ny
h i,ale w tym samym kodzie pseudokon�gura
ji, s¡ takie same, 
zy ró»ne.

c3

c2 c2

c2 c2

Rysunek 2.7: Po sprawdzeniu, »e kody stanów na ko«
a
h li
zników si�zgadzaj¡Przyjrzyjmy si� teraz sytua
ji, jak¡ uzyskali±my w wyniku zastosowaniapierwszego zestawu reduk
ji. Wygl¡d termu z naszego konkretnego przy-kªadu uwido
zniony zostaª na rysunku 2.6. Zauwa»my, »e oto
zone przery-wan¡ lini¡ termy odpowiadaj¡ reguªom reduk
ji zde�niowanym w punk
ie(2.12) de�ni
ji 2.1.22. Warto tutaj nadmieni¢, »e wspomniane reguªy dadz¡si� zastosowa¢ tylko, gdy staªe identy�kuj¡
e stan dla pierwszego i drugiegoli
znika reprezentuj¡ ten sam stan. To wªa±nie jest klu
zowy moment roz-poznawania, 
zy pseudoopis jest rze
zywistym opisem. Je±li staªe si� nie



61zgadzaj¡, to w redukowanym przez nas termie pozostanie nieredukowalnypodterm posta
i (c0 _ c1q1
) _ (c0 _ c2q2

).Wynikiem reduk
ji termu z rysunku 2.6 jest term uwido
zniony na ry-sunku 2.7. Tutaj wszystkie miejs
a, gdzie zgadzaªy si� stany w koda
h po-sz
zególny
h li
zników, zamienione zostaªy na staª¡ c2. Zauwa»my, »e lewadolna 
z�±¢ tego ostatniego termu (oto
zona lini¡ przerywan¡), pozwala te-raz zastosowa¢ reguª� (2.13). Wynikiem zastosowania tej reguªy jest termz rysunku 2.8. Ten ostatni term mo»na znowu zredukowa¢ korzystaj¡
 z tejsamej reguªy. W ko«
u uzyskujemy sam¡ staª¡ c3. W ten sposób mo»nawyredukowa¢ dowolnej wielko±
i term, jednak 
aªy pro
es si� nie zablokujetylko, je±li wszystkie kody pseudokon�gura
ji, które byªy umiesz
zone w g¡-sieni
y, mogªy zosta¢ wyredukowane do c2, 
zyli tylko wtedy, gdy w rze
zy-wisto±
i byªy kodami kon�gura
ji.
c3

c2 c2Rysunek 2.8: Po jednym kroku zmniejszania dªugo±
i termu b�d¡
ego wyni-kiem sprawdzania kodów stanówRozwa»ania zwi¡zane z powy»szym przykªadem mo»emy sformalizowa¢w rama
h nast�puj¡
ego twierdzenia:Twierdzenie 2.1.23 (koordyna
ja dla g¡sieni
 pseudoopisów)Nie
hM0 b�dzie g¡sieni
¡ pseudokon�gura
ji dla pewnego automatu. Term
M0 jest g¡sieni
¡ kon�gura
ji wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 
i¡g reduk
ji

M0 →Ko M1 →Ko · · · →Ko Mn = c3.Dla dowodu powy»szego twierdzenia potrzebne b�d¡ nam dwa lematy. Pier-wszy z ni
h opisuje wykonywane w systemie Ko reduk
je kodów pseudokon-�gura
ji.Lemat 2.1.24 (koordyna
ja dla kodów pseudokonfigura
ji)Ka»dy term
M0 = (c0 _ plicznik(n1, c

1
q1

)) _ (c0 _ plicznik(n2, c
2
q2

)),gdzie q1, q2 s¡ pewnymi stanami automatu, redukuje si� w systemie reduk
yj-nym Ko do termu
(c0 _ c1q1

) _ (c0 _ c2q2
).



62Dowód:Najpierw przez induk
j� ze wzgl�du na li
zb� n poka»emy, »e plicznik(n, ciq)redukuje si� do ciq dla i ∈ {1, 2}.Dla n = 0 z de�ni
ji plicznik(n, ciq) = ciq .Dla n > 0, korzystaj¡
 z zaªo»enia induk
yjnego, dostajemy reduk
j�
plicznik(n − 1, ciq) ։Ko c

i
q . Poniewa», plicznik(n, ciq) = c1 _ plicznik(n −

1, ciq), otrzymujemy
plicznik(n, ciq)։Ko c1 _ ciq.Stosuj¡
 odpowiedni¡ reguª� z zestawu (2.11) z de�ni
ji 2.1.22 dostajemynaty
hmiast

plicznik(n, ciq)։Ko c1 _ ciq →Ko c
i
q.Korzystaj¡
 z powy»szego faktu wykonujemy nast�puj¡
y 
i¡g reduk
ji:

M0 = (c0 _ plicznik(n1, c
1
q1

)) _ (c0 _ plicznik(n2, c
2
q2

))

։Ko (c0 _ c1q1
) _ (c0 _ plicznik(n2, c

2
q2

))

։Ko (c0 _ c1q1
) _ (c0 _ c2q2

),który daje nam o
zekiwan¡ tez�.Drugi lemat mówi, »e gdy potra�my kod pseudokon�gura
ji zredukowa¢ dostaªej c2, to ten kod jest kodem kon�gura
ji.Lemat 2.1.25 (pseudokonfigura
je, które s¡ konfigura
jami)Je±li term
M0 = (c0 _ plicznik(n1, c

1
q1

)) _ (c0 _ plicznik(n2, c
2
q2

))redukuje si� w systemie reduk
yjnym Ko do staªej c2, to q1 = q2.Dowód:Zauwa»my, na mo
y lematu 2.1.24, »e M0 ։Ko (c0 _ c1q1
) _ (c0 _ c2q2

).Ten ostatni term redukuje si�, zgodnie z de�ni
j¡ 2.1.22 do c2 tylko, gdystany q1 i q2 s¡ równe.Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do wªa±
iwego dowodu.Dowód twierdzenia 2.1.23:(⇒) Zaªó»my, »e M0 jest g¡sieni
¡ kon�gura
ji dla pewnego automatu. Do-wód przeprowadzimy przez induk
j� ze wzgl�du na li
zb� kodów pseudokon-�gura
ji w M0.Je±li w M0 jest zero kodów kon�gura
ji, to M0 = c3 i w tej sytua
ji 
i¡greduk
ji skªada si� z jednego termu, wªa±nie z M0.Je±li w M0 znajduje si� n > 0 kodów kon�gura
ji, to korzystaj¡
 z zaªo-»enia induk
yjnego otrzymujemy 
i¡g reduk
ji
1(M0) = M ′

0 →Ko · · · →Ko M
′
n′ = c3. (2.14)



63Nast�pnie, korzystaj¡
 z lematu 2.1.24, otrzymujemy
22(M0) = M ′′

0 →Ko · · · →Ko M
′′
n′′ = (c0 _ c1q1

) _ (c0 _ c2q2
) (2.15)Jednak q1 = q2, poniewa» M0 jest g¡sieni
¡ opisów (a nie pseudoopisów).Mo»emy zatem wykona¢ reduk
j�

(c0 _ c1q1
) _ (c0 _ c2q2

)→Ko c2 (2.16)zgodnie z reguªami (2.11). �¡
z¡
 reduk
je (2.14) z reduk
jami (2.15), do-stajemy:
M0 = 1(M0) _ 2(M0)։Ko (c3 _ c2 _ 22(M0))։Ko (c3 _ c2 _ c2).Ten ostatni term mo»e zosta¢ zredukowany zgodnie z reguª¡ (2.13) do c3, 
odaje »¡dan¡ tez�.(⇐) Zaªó»my, »e istnieje 
i¡g reduk
ji

M0 →Ko M1 →Ko · · · →Ko Mn = c3.Nasz¡ tez� poka»emy przez induk
j� ze wzgl�du na li
zb� m kodów pseudo-kon�gura
ji, które znajduj¡ si� w g¡sieni
y M0.Je»eli m = 0, toM0 = c3, a zatemM0 jest zgodnie z pierwszym punktemde�ni
ji 2.1.21 g¡sieni
¡ kon�gura
ji.Je»eli m > 0, to Mn−1 = c3 _ c2 _ c2, gdy» tylko reguªa c3 _

c2 _ c2 →Ko c3 daje w wyniku staª¡ c3. Co wi�
ej, w 
aªej reduk
ji,opró
z ostatniego kroku, nie byª wykonywany redeks wskazywany przez ε.Gdyby tak byªo, to który± z termów Mi byªby równy c2 lub cjqi dla pewnego
qi oraz j, a z takiego termu nie ma »adnego 
i¡gu reduk
ji, który prowa-dziªby do c3 _ c2 _ c2, gdy» ka»dy krok reduk
ji zmniejsza rozmiar termu.W zwi¡zku z powy»szym wszystkie reduk
je w 
i¡guM0 →Ko · · · →Ko Mn−1odbywaj¡ si� albo w 1(Mi), albo w 2(Mi) dla i = 1, . . . , n − 1. Z reduk
jiw terma
h 1(Mi) mo»na utworzy¢ 
i¡g reduk
ji

1(M0)։Ko 1(M1)։Ko · · ·։Ko 1(Mn−1).Poniewa» 1(Mn−1) = c3, mo»emy skorzysta¢ z zaªo»enia induk
yjnego i uzy-ska¢, »e 1(M0) jest g¡sieni
¡ kon�gura
ji. Aby doko«
zy¢ dowód, »e M0 jestg¡sieni
¡ kon�gura
ji, wystar
zy pokaza¢, »e 22(M0) jest kodem kon�gura
ji.Na mo
y przeprowadzony
h ju» w
ze±niej rozwa»a« wiemy, »e mamy re-duk
j�
2(M0)։Ko 2(M1)։Ko · · ·։Ko 2(Mn−1) = c2 _ c2.Poniewa», 12(M0) = c2, wszystkie ewentualne reduk
je odbywaj¡ si� w ter-ma
h 22(Mi). Mamy zatem 
i¡g reduk
ji:
22(M0)։Ko 22(M1)։Ko · · ·։Ko 22(Mn−1) = c2,
o na mo
y lematu 2.1.25 daje, »e 22(M0) jest kodem kon�gura
ji.



64Nierozstrzygalno±¢ problemu uni�ka
jiMo»emy wresz
ie podsumowa¢ nasze doty
h
zasowe rozwa»ania i udowodni¢najwa»niejszy wynik tej 
z�±
i pra
yTwierdzenie 2.1.26 (unifika
ja z prostymi argumentami)Problem uni�ka
ji z prostymi argumentami jest nierozstrzygalny.Dowód:Poka»emy, »e dla dowolnego automatu dwuli
znikowego A = 〈Q, qs, qk, δ〉potra�my efektywnie skonstruowa¢ ukªad równa« uni�ka
ji drugiego rz�duz prostymi argumentami, który ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy Asi� zatrzymuje. Na mo
y twierdzenia 2.1.7 wyniknie z tego nierozstrzygal-no±¢ tego rodzaju uni�ka
ji. Ten ukªad to
FB1

1 . . . B
1
|δ|B

2
1 . . . B

2
|δ|(c3 _ c2 _ M〈qk ,0,0〉)

.
=

.
= (FB′1

1 . . . B
′1
|δ|B

′2
1 . . . B

′2
|δ|c3) _ (c2 _ M〈qs,0,0〉), (E1)

GC1
1 . . . C

1
|Q|C

2
1 . . . C

2
|Q|D1 . . . D|Q|E(c5 _ c4 _ c3)

.
=

.
= (GC ′1

1 . . . C ′1
|Q|C

′2
1 . . . C ′2

|Q|D
′
1 . . . D

′
|Q|E

′c5) _ (c4 _ N), (E2)przy 
zym
• F i G s¡ niewiadomymi;
• N = FB1

1 . . . B
1
|δ|B

2
1 . . . B

2
|δ|(c3 _ c2 _ M〈qk,0,0〉);

• Bi
j wraz z B′i

j dla i = 1, 2 oraz j = 1, . . . , |δ| s¡ okre±lone jak w de�ni-
ji 2.1.16;
• Ci

j , C
′i
j ,Dj ,D

′
j , E,E

′ dla i = 1, 2 oraz j = 1, . . . , |Q| s¡ okre±lone jakw de�ni
ji 2.1.22;Zauwa»my tutaj, »e równanie E1 jest równaniem reduk
yjnym dla sys-temu Sym za
zynaj¡
ym od M〈qs,0,0〉, a ko«
z¡
ym na M〈qk,0,0〉. Co wi�
ejdla dowolnego staªego podstawienia S, takiego »e G 6∈ dom(S) wiemy, i»
S(E2) jest równaniem reduk
yjnym dla systemu Ko za
zynaj¡
ym od S(N),a ko«
z¡
ym na c3. Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do wªa±
iwego dowodu.(⇐) Zaªó»my, »e automat A zatrzymuje si�. Na mo
y twierdzenia 2.1.20istnieje wtedy symetry
zny 
i¡g reduk
yjny

M〈qs,0,0〉 = M0 →Sym M1 →Sym · · · →Sym Mn = M〈qf ,0,0〉. (2.17)Z powy»szego 
i¡gu mo»na utworzy¢ g¡sieni
� [M0, . . . ,Mn] = N0 (zob. no-ta
ja okre±lona w de�ni
ji 2.1.21). Poniewa» wszystkie Mi s¡ kodami kon�-gura
ji, to na mo
y twierdzenia 2.1.23 istnieje 
i¡g reduk
yjny
N0 →Ko N1 →Ko · · · →Ko Nn′ = c3. (2.18)



65Na mo
y twierdzenia 2.1.11, skoro istnieje 
i¡g (2.17), to równanie E1 mauni�kator S. Bez utraty ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e dom(S) = {F}. Po-zwala to na zastosowanie twierdzenia 2.1.13 do (2.18) i uzyskanie rozwi¡zaniadla równania E2.(⇒) Zaªó»my, »e równania E1, E2 maj¡ rozwi¡zanie S. Na mo
y twierdze-nia 2.1.11 mamy 
i¡g reduk
ji:
M〈qs,0,0〉 = M0 →Sym M1 →Sym · · · →Sym Mn = M〈qf ,0,0〉 (2.19)oraz na mo
y twierdzenia 2.1.13 
i¡g reduk
ji:

N0 →Ko N1 →Ko · · · →Ko Nn′ = c3, (2.20)gdzie N0 = S(FB1
1 . . . B

1
|δ|B

2
1 . . . B

2
|δ|(c3 _ c2 _ M〈qk,0,0〉)). Na mo
y twier-dzenia 2.1.11 term N0 jest g¡sieni
¡ [M ′

0, . . . ,M
′
n′ ], przy 
zym M ′

i = 1i22N0.W zwi¡zku z tym z twierdzenia 2.1.23 zastosowanego do 
i¡gu (2.20) wynika,i»M ′
0, . . . ,M

′
n′ stanowi¡ parzyste elementy pewnego symetry
znego 
i¡gu re-duk
yjnego, a zatem na mo
y twierdzenia 2.1.20 automat A zatrzymuje si�.2.2 Uni�ka
ja ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
hPrzeanalizujemy teraz inny 
iekawy sz
zególny przypadek uni�ka
ji drugiegorz�du � zde�niowan¡ w ko«
u rozdziaªu 1, uni�ka
j� ze zmiennymi w pozy-
ja
h 
zoªowy
h. Problem ten pozwoli nam stwierdzi¢ rozstrzygalno±¢ kon-tekstowego problemu wyprowadzania typów dla pewnego podsystemu λP ,który bezpo±rednio odpowiada logi
e pierwszego rz�du. Systemem tym zaj-miemy si� bardziej sz
zegóªowo w rozdziale 3.Udowodnimy tutaj nast�puj¡
e twierdzenieTwierdzenie 2.2.1 (rozstrzygalno±¢ unifika
ji ze zmiennymiw pozy
ja
h 
zoªowy
h)Istnieje niedeterministy
zny algorytm rozwi¡zuj¡
y problem uni�ka
ji zezmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h (dla sygnatur z 
o najmniej jedn¡ staª¡)w 
zasie 2O(n log n).Twierdzenie to udowodnimy, korzystaj¡
 z serii faktów sza
uj¡
y
h roz-miary rozwi¡za« istniej¡
y
h tutaj równa«.Fakt 2.2.2 (równanie dopasowaniowe)We¹my pod uwag� równanie posta
i FM1 . . .Mn

.
= M , gdzie F jest zmienn¡woln¡, za± M1, . . . ,Mn,M s¡ termami zamkni�tymi drugiego rz�du. Je-±li S jest uni�katorem tego równania, to S(F ) = λx1 . . . xn.N oraz ka»da±
ie»ka ω w N jest ±
ie»k¡ w M .



66Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na k � maksymaln¡ dªugo±¢ ±
ie»ki w M .Je±li k = 0, toM = c dla pewnej staªej c. W tej sytua
ji S(F ) = λ~x.c lub
S(F ) = λx1 . . . xn.xi. W obydwu przypadka
h teza naszego faktu za
hodzi.Je±li k > 0, toM = fN1 . . . Nn′ dla pewnego n′ oraz termów zamkni�ty
hdrugiego rz�du N1, . . . , Nn′ . Mamy teraz mo»liwe dwie sytua
je:1. S(F ) = λx1 . . . xn.xi,2. S(F ) = λx1 . . . xn.fN

′
1 . . . N

′
n′ .W pierwszym przypadku teza jest o
zywista, bo w xi istnieje tylko ±
ie»ka ε.W drugim przypadku zaªó»my, »e w fN ′

1 . . . N
′
n′ mamy ±
ie»k� ω 6= ε.W takim razie ω = iω′, gdzie i ∈ {1, . . . , n′} oraz ω′ jest ±
ie»k¡ w N ′

i .Okre±limy teraz równanie
F ′M1 . . .Mn

.
= Ni.Równanie to ma rozwi¡zanie okre±lone jak nast�puje S′(F ′) = λx1 . . . xn.N

′
i .Z zaªo»enia induk
yjnego, poniewa» ω′ jest ±
ie»k¡ w N ′

i , to ω′ jest ±
ie»k¡w Ni, a 
o za tym idzie iω′ = ω jest ±
ie»k¡ w fN1 . . . Nn′ = N .Teraz wprowadzimy pewne poj�
ie, które pomo»e nam sformuªowa¢ na-st�pn¡ wªasno±¢, która opisuje bardziej ogóln¡ sytua
j�, z jak¡ mamy do
zynienia w naszej uni�ka
ji.De�ni
ja 2.2.3 (warstwy ukªadu równa«)Dla danego ukªadu równa« E uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
hokre±lamy zbiór
WE

0 = {M
.
= N | (M

.
= N) ∈ E oraz

N jest termem zamkni�tym}oraz rekuren
yjnie na podstawie istniej¡
ego ju» zbioru WE
i zbiór

WE
i+1 = {(FM1 . . .Mm

.
= GN1 . . . Nn) ∈ E | F nie wyst�puje w WE

i ,
G wyst�puje w WE

i oraz
(FM1 . . .Mm

.
= GN1 . . .Nn) 6∈

⋃

j≤i W
E
j }.O równania
h z WE

i b�dziemy mówi¢, »e nale»¡ do i-tej warstwy E. Przez
WE b�dziemy ozna
zali ⋃

i∈N
WE

i .Warto zauwa»y¢, »e ⋃

i∈N
WE

i nie musi by¢ równe E.Fakt 2.2.4 (rozmiary rozwi¡za« w warstwa
h)Nie
h F b�dzie zmienn¡ wyst�puj¡
¡ w i-tej warstwie ukªadu równa« E,



67a S uni�katorem E. Je±li S(F ) = λx1 . . . xn.M , gdzie n jest arno±
i¡ F , toli
zba ±
ie»ek w M jest ograni
zona przez
i∑

j=0

2j

j
∏

k=0

mk, (2.21)gdzie m0 to maksymalna li
zba ±
ie»ek w terma
h ze zbioru A równego
{N | N jest termem bez zmienny
h oraz w E istnieje równanie N ′ .= N},za± mj dla j > 0 to maksymalna li
zba ±
ie»ek w terma
h ze zbioru

{Nk | istnieje (M
.
= GN1 . . . Nn) ∈WE

j oraz k = 1, . . . , n}.Dowód:Na po
z¡tku zauwa»my, »e z istnienia zmiennej F w i-tej warstwie wynika,»e zbiór A jest niepusty (jego pusto±¢ implikowaªaby pusto±¢ warstwy 0).Dalej dowód przeprowadzimy przez induk
j� ze wzgl�du na i � numerwarstwy.Je±li i = 0, to wzór (2.21) sprowadza si� do m0. Zauwa»my jednak, »e namo
y faktu 2.2.2 dla ka»dego równania FN1 . . . Nk
.
= N z zerowej warstwyli
zba ±
ie»ek w M (okre±lonym zgodnie ze wzorem S(F ) = λx1 . . . xk.M)jest ograni
zona przez li
zb� ±
ie»ek w N , a 
o za tym idzie przez m0, 
oko«
zy dowód w tym przypadku.Je±li i > 0, to wykonujemy podstawienie S na zmienny
h wyst�puj¡
y
hw warstwie 0 i dostajemy nowy ukªad E′, który ma warstwy od 1 do i − 1ma takie same jak E warstwy odpowiednio od 2 do i, warstwa za± zerowa towarstwa 1 ukªadu E ze zmiennymi z warstwy zerowej zast¡pionymi zgodniez podstawieniem S. Z zaªo»enia induk
yjnego mamy zatem

i−1∑

j=0

2j

j
∏

k=0

m′
k,gdzie m′

j = mj+1 dla j > 0 oraz m′
0 ≤ m0 + m0m1. To ostatnie wynikaz faktu, »e po zast¡pieniu zmiennej F z warstwy zerowej w E przez jejrozwi¡zanie z S dostajemy w równania
h pierwszej warstwy termy, w który
hli
zba ±
ie»ek ograni
za si� przez li
zb� ±
ie»ek w F plus wszystkie ±
ie»ki,które po
hodz¡ z argumentów F . Ty
h pierwszy
h jest 
o najwy»ej m0, borozwi¡zanie podstawiane na F (fakt 2.2.2). Ty
h drugi
h jest 
o najwy»ej

m0m1, bo wszystkie ±
ie»ki po
hodz¡
e z argumentów s¡ su�ksami ±
ie»ek



68z rozwi¡zania dla F . Mo»emy zatem wykona¢ nast�puj¡
e przeksztaª
enia:
∑i−1

j=0 2j
∏j

k=0m
′
k = m′

0 +m′
0

∑i−1
j=1 2j

∏j
k=1m

′
k ≤

≤ m0 +m0m1 +m0
∑i−1

j=1 2j
∏j

k=1mk+1

+m0m1
∑i−1

j=1 2j
∏j

k=1m
′
k ≤

≤ m0 +m0m1 +m0m1
∑i−1

j=1 2j
∏j

k=1mk+1

+m0m1
∑i−1

j=1 2j
∏j

k=1mk+1 =

= m0 +m0m1 + 2m0m1
∑i−1

j=1 2j
∏j

k=1mk+1 ≤

≤ m0 + 2m0m1 +m0m1
∑i−1

j=1 2j+1
∏j

k=1mk+1 =

= m0 + 2m0m1 +
∑i−1

j=1 2j+1
∏j+1

k=0mk =

= m0 + 2m0m1 +
∑i

j=2 2j
∏j

k=0mk =

=
∑i

j=0 2j
∏j

k=0mk.Powy»szy fakt pozwala naty
hmiast udowodni¢ nasze gªówne twierdzenieDowód Twierdzenia 2.2.1:Na mo
y faktu 2.2.4 dowolny uni�kator S podstawia na zmienne z WEdla zbioru równa« E termy o li
zbie ±
ie»ek nie przekra
zaj¡
ej
m

(2m)n − 1

2m− 1
,gdzie m jest maksymaln¡ li
zb¡ ±
ie»ek w niezawieraj¡
ym zmienny
h wol-ny
h podtermie naszego ukªadu równa«. Wynika to z faktu, »e wszystkie

mi z faktu 2.2.4 majoryzuj¡ si� przez m, a warstw nie mo»e by¢ wi�
ejni» równa«, 
zyli i
h wielko±¢ jest mniejsza od n b�d¡
ego wielko±
i¡ zada-nia. Poniewa» m te» si� majoryzuje przez n, wi�
 li
zba ta nale»y do klasy
2O(n log n). Z kolei na ka»d¡ zmienn¡ F wyst�puj¡
¡ w E\WE wystar
zypodstawi¢ term posta
i λx1 . . . , xn.c, gdzie n jest arno±
i¡ F , a c z góryustalon¡ staª¡ w sygnaturze.W zwi¡zku z powy»szym wystar
zy, »e nasz algorytm w niedetermini-sty
zny sposób dla ka»dej zmiennej b�dzie generowaª term o li
zbie pozy
jinie przekra
zaj¡
ej warto±
i

n
(2n)n − 1

2n− 1
,a nast�pnie sprawdzaª, 
zy tak uzyskane podstawienie jest uni�katorem. Tapierwsza 
zynno±¢ mo»e by¢ wykonana w 
zasie 2O(n log n), gdy» zgadni�
ieka»dego symbolu wymaga staªego 
zasu, a li
zba zmienny
h jest ograni
zonaprzez n. Druga 
zynno±¢ sprowadza si� do wstawienia rozwi¡za« do równa«i wykonania reduk
ji oraz porównania. Wykonanie reduk
ji wymaga tylkoprzejrzenia rozwi¡zania i wstawienia w odpowiednie miejs
e wyniku, porów-nanie wymaga tylko przejrzenia obu stron równania. Wszystkie te 
zynno±
imo»na wykona¢ w 
zasie 2O(n log n), 
o ª¡
znie daje zªo»ono±¢ 2O(n log n).



692.3 Uni�ka
ja ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h� trze
i rz¡dPoka»emy tutaj reduk
j� problemu odpowiednio±
i Posta do problemu uni-�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h. Problem tenjest o tyle interesuj¡
y, »e wskazuje na grani
� mi�dzy problemami rozstrzy-galnymi a nierozstrzygalnymi.Problem 2.3.1 (problem odpowiednio±
i Posta)Dane: Dwa 
i¡gi sªów nad alfabetem {0, 1}
ω1, . . . , ωn,
ρ1, . . . , ρn.Pytanie: Czy istnieje taki 
i¡g indeksów i1, i2, . . . , im (m > 0), »e

ωi1ωi2 · · ·ωim = ρi1ρi2 · · · ρim?Wiadomo, »eTwierdzenie 2.3.2 (nierozstrzygalno±¢ problemu odpowiednio±
iPosta)Problem odpowiednio±
i Posta jest nierozstrzygalny.Dowód:Zoba
z [HU79℄.Skonstruujemy na podstawie dany
h dwó
h 
i¡gów sªów ukªad równa«uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h, którego roz-wi¡zywalno±¢ jest równowa»na znalezieniu 
i¡gu indeksów Posta. Najpierwpoka»emy transla
j� sªów.De�ni
ja 2.3.3 (transla
ja problemu Posta dla sªów)W naszej transla
ji b�dziemy u»ywa¢ dwó
h symboli funk
yjny
h f0 i f1typu α→ α dla jakiego± ustalonego typu bazowego α. Sªowo ω = w1 · · ·wnkodujemy jako
ω̂ = λx.fw1

(· · · (fwn(x)) · · ·).Teraz przedstawimy wªa±
iwy ukªad równa«:De�ni
ja 2.3.4 (ukªad równa« koduj¡
y problem Posta)Nie
h b�d¡ dane dwa 
i¡gi sªów: ω1, . . . , ωn oraz ρ1, . . . , ρn. Okre±limy ukªadrówna« Eω,ρ jako
Fω̂1 . . . ω̂n

.
= F ρ̂1 . . . ρ̂n,

F (λx.x) . . . (λx.x)
.
= c,

F (λx.d) . . . (λx.d)
.
= d.Uwaga: zakªadamy tutaj obe
no±¢ dwó
h dodatkowy
h staªy
h c i d typu α.



70 Poka»emy teraz zasadni
z¡ wªasno±¢ tej transla
ji:Lemat 2.3.5 (transla
ja problemu Posta zapewniarównowa»no±¢)Dla dowolnej instan
ji problemu Posta w posta
i 
i¡gów ω1, . . . , ωn oraz
ρ1, . . . , ρn instan
ja ta ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy ukªad równa«
Eω,ρ ma rozwi¡zanie.Dowód:(⇒) Zaªó»my, »e instan
ja problemu Posta zªo»ona z 
i¡gów ω1, . . . , ωn oraz
ρ1, . . . , ρn ma rozwi¡zanie w posta
i 
i¡gu indeksów i1, . . . , im. Okre±limypodstawienie S jako

S(F ) = λx1 . . . xn.xi1(· · · (xinc) · · ·).Pierwsze równanie Eω,ρ jest speªnione przy tym podstawieniu, bo 
i¡g in-deksów jest rozwi¡zaniem problemu Posta. Równanie drugie jest speªnione,gdy» po podstawieniu termów λx.x na wszystkie zmienne i wyredukowaniudostaniemy staª¡ c. Trze
ie równanie jest speªnione, bo po podstawieniu na
xi1 termu λx.d reduk
ja daje d.(⇐) Zaªó»my, »e Eω,ρ ma uni�kator S. Taki uni�kator daje S(F ) =
λx1 . . . xn.M . Term M nie jest termem staªym (bez zmienny
h x1, . . . , xn),gdy» dla ró»ny
h argumentów daje ró»ne wyniki (równanie 2. i 3.). Mo»nazaªo»y¢ zatem, »e ma on posta¢ λx1, . . . , xn.xi1(· · · (xim(M ′)) · · ·), gdzie M ′nie za
zyna si� od zmiennej. Poniewa» w drugim równaniu wynikiem jest
c, term M ′ jest równy c. Pierwsze równanie implikuje w zwi¡zku z tym, »e
ωi1 · · ·ωim = ρi1 · · · ρim .Twierdzenie 2.3.6 (nierozstrzygalno±¢ unifika
ji trze
iegorz�du)Uni�ka
ja ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h jest nieroz-strzygalna.Dowód:Na mo
y lematu 2.3.5 mo»na przetªuma
zy¢ instan
je problemu Posta nainstan
je problemu uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zo-ªowy
h w taki sposób, »e te ostatnie s¡ rozwi¡zywalne wtedy i tylko wtedy,gdy istnieje rozwi¡zanie instan
ji problemu Posta. W zwi¡zku z tym uni-�ka
ja nie mo»e by¢ rozstrzygalna, gdy» jej rozstrzygalno±¢ implikowaªabyrozstrzygalno±¢ problemu Posta, 
o jest sprze
zne z twierdzeniem 2.3.2.



Rozdziaª 3Wybrane systemy typówi uni�ka
jaW niniejszym rozdziale zajmiemy si� zastosowaniem uzyskanej wiedzy natemat ró»ny
h podproblemów uni�ka
ji drugiego rz�du do rozwi¡zywaniazagadnie« zwi¡zany
h z typami. Poka»emy tutaj, »e wyprowadzanie typóww ra
hunku λ2 w wersji Chur
ha jest nierozstrzygalne oraz, »e kontekstowewyprowadzanie typów w podsystemie ra
hunku λP odpowiadaj¡
ym logi
epierwszego rz�du jest rozstrzygalne.3.1 Wyprowadzanie typów w ra
hunku λ2 w wersjiChur
haW obe
nym podrozdziale przedstawimy dowód nierozstrzygalno±
i problemuwyprowadzania typów w ra
hunku λ2 w wersji Chur
ha. Dowód przeprowa-dzimy przez sprowadzenie problemu uni�ka
ji 2. rz�du z prostymi argu-mentami do problemu wyprowadzania typów. Reduk
ja ta b�dzie dziaªa¢dla przypadku, gdy mamy dost�pny przynajmniej jeden symbol staªej typu
α → α → α oraz przynajmniej jeden symbol staªej typu α. Ten pierwszysymbol b�dziemy ozna
zali tutaj przez znane nam ju» _, za± zbiór symbolistaªy
h typu α przez Constα. Transla
j� redukuj¡
¡ okre±limy dla ukªa-dów równa« uni�ka
ji 2. rz�du z prostymi argumentami, które skªadaj¡si� z pojedyn
zego równania. Nie zmniejsza to ogólno±
i naszy
h rozwa»a«,gdy» w obe
no±
i symboli wieloargumentowy
h mo»na wiele równa« zªo»y¢w jedno kªad¡
 termy równa« w odpowiednie argumenty taki
h symboli.Dla danego ukªadu równa« E wynikiem kodowania b�dzie term Chur
ha
kod(E) o takiej wªasno±
i, »e E ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdydla pewny
h Γ i τ os¡d

Γ ⊢λ2 kod(E) : τmo»na wyprowadzi¢ w λ2. 71



72 Opiszemy teraz kilka intui
ji zwi¡zany
h z zastosowanym tutaj kodowa-niem. Przede wszystkim nasze termy b�dziemy kodowa¢ jako typy w ra-
hunku λ2. Symbol staªej _ b�dzie bezpo±rednio kodowany jako strzaªkatypowa →. Nasze kodowanie instan
ji b�dzie dobrane tak, »e typy pewny
hzmienny
h przedmiotowy
h b�d¡ odpowiadaªy podtermom naszego zadaniauni�ka
yjnego (w poni»szej de�ni
ji zmienne z indeksem �spr�). Równo±¢typów odpowiadaj¡
y
h termom po ró»ny
h strona
h równania sprawdzanab�dzie dzi�ki nast�puj¡
emu me
hanizmowi. We¹my pod uwag� term
v1(v2M1)(v2M2).Dziaªamy w ra
hunku w wersji Chur
ha, w zwi¡zku z tym, skoro v2 nie jestzaaplikowane do »adnego typu, to typ argumentu przy pierwszym wyst¡pie-niu v2 musi by¢ taki sam, jak typ argumentu v2 przy drugim wyst¡pieniu,
zyli typ M1 musi by¢ równy typowi M2 (w poni»szej de�ni
ji rol� v2 b�d¡peªni¢ zmienne z indeksem �rwn�).Kodowanie termu z symbolem _ b�dzie si� odbywaªo z wykorzystaniemme
hanizmu wido
znego w termie:

v1(v2(v3M1))(v2M2).Tutaj zmienna v3 b�dzie miaªa typ τM1
→ τM2

, gdzie τMi
jest typem Mi dla

i = 1, 2. Wynika to z tego, »e w pierwszym argumen
ie v1 (termie v2(v3M1))wymuszane jest, »e argument zmiennej v3 ma typ taki jak typ M1, za± wy-nik taki, jak typ argumentu v2. W drugim argumen
ie v1 (termie v2M2)wymuszane jest za±, »e typ argumentu v2 jest taki, jak typ M2.Kodowanie niewiadomej 2. rz�du b�dzie si� odbywaªo za pomo
¡ wol-nej zmiennej przedmiotowej. W os¡dzie ra
hunku λ typ dla takiej zmiennejpodawany jest w kontek±
ie. W problemie wyprowadzania typu kontekstjest nieznany, 
o doskonale odpowiada sytua
ji w równaniu uni�ka
yjnym� tam posta¢ termu podstawianego przez rozwi¡zanie na niewiadom¡ dru-giego rz�du jest po
z¡tkowo równie» nieznana. Argumenty zmiennej dru-giego rz�du s¡ zakodowane jako typy, do który
h zaaplikowana jest zmiennaprzedmiotowa. Je±li vF koduje zmienn¡ drugiego rz�du F , a argumenty tejzmiennej s¡ bezpo±rednio kodowane przez typy τ1, . . . , τn, to vF τ1 · · · τn jestpodtermem, którego typ (o ile jest wyprowadzalny) jest bezpo±rednim tªu-ma
zeniem wyniku zastosowania rozwi¡zania do termu Fτ1 · · · τn (uwaga nadrobne nadu»y
ie nota
ji � typy τi uto»samili±my z i
h odpowiednikamiz symbolem _, zob. kodT() w de�ni
ji 3.1.2).Powy»sze uwagi wªa±
iwie opisuj¡ gªówne idee zwi¡zane z u»ytym tutajkodowaniem. Sama de�ni
ja ma jesz
ze pewne dodatkowe elementy, maj¡one jednak mniejsze zna
zenie i s¡ zwi¡zane z konie
zno±
i¡ przeprowadzeniade�ni
ji rekuren
yjnej po 
aªym termie.Wprowadzimy najpierw pomo
ni
z¡ de�ni
j� miªego podtermu.



73De�ni
ja 3.1.1 (miªe wyst¡pienie)Powiemy, »e wyst¡pienie podtermu M termu N jest miªe w N , je±li Mnie jest zmienn¡ oraz na ±
ie»
e wiod¡
ej do tego wyst¡pienia nigdzie niewyst�puje zmienna 2. rz�du.Oto za± samo kodowanie:De�ni
ja 3.1.2 (kodowanie równania)Nie
h b�dzie dane równanie drugiego rz�du z prostymi argumentami M1
.
=

M2 (ozna
za¢ je b�dziemy tak»e przez E). Wprowad¹my dwa rozª¡
znezbiory zmienny
h typowy
h
GL = {γc | c ∈ Constα}oraz
AL = {αi | i ∈ N}.Okre±limy kodowanie termów drugiego rz�du bez zmienny
h oraz ze staªymize zbioru {_} ∪ Constα jako:

• kodTX(N1 _ N2) = kodTX(N1)→ kodTX(N2);
• kodTX(c) = γc dla c ∈ X.Obierzmy dwa zbiory parami ró»ny
h zmienny
h przedmiotowy
h:
V E

rwn = {vM
rwn |M jest miªym wyst¡pieniem w którym± z Mi dla i = 1, 2lub zmienn¡},

V E
spr = {vM

spr |M jest miªym wyst¡pieniem podtermu w którym± z
Mi dla i = 1, 2}.Dodatkowo wprowadzimy jesz
ze trzy pomo
ni
ze zmienne przedmiotowe:

z, vgl i vpara. Kodowanie dla miªy
h wyst¡pie« okre±lamy jako:
• kodME(FN1 . . . Nn, v) =

vpara(v
FN1...Nn
rwn (vF

rwnkodT
Constα(N1) . . . kodT

Constα(Nn))z)(vFN1...Nn
rwn vz),gdzie F jest zmienn¡ drugiego rz�du o arno±
i n;

• kodME(c, v) = vpara(v
c
rwnv

c
sprz)(v

c
rwnvz) gdzie c ∈ Constα;

• kodME(N1 _ N2, v) =

vpara(v
N1_N2

rwn (vvN1

spr)kodM
E(N1, v

N1

spr))(v
N1_N2

rwn vN2

sprkodM
E(N2, v

N2

spr)).Wresz
ie okre±limy kod dla naszego równania E
kod(E) = Λαγc1

. . . γcm
.λvpara :α→ α→ α.λz :α.λvc1

spr : γc1
. . . vcm

spr : γcm
.

vpara(vglv
M1

spr kodM
E(M1, v

M1

spr ))(vglv
M2

spr kodM
E(M2, v

M2

spr )),gdzie {c1, . . . , cm} = Constα.



74 W poni»szym tek±
ie b�dziemy 
h
ieli pokaza¢, »e je»eli zde�niowanypowy»ej term kod(E) ma typ, to jest nim
∀αγc1 . . . γcm.(α→ α→ α)→ α→ γc1 → · · · → γcm → α.Powy»szy typ b�dziemy w naszy
h rozwa»ania
h ozna
zali przez τΣ.Przedstawimy teraz seri� pomo
ni
zy
h faktów, które pozwol¡ nam po-kaza¢, »e istnienie podstawienia dla instan
ji E = {M1

.
= M2} pozwala naokre±lenie kontekstu, w którym kod(E) b�dzie si� typowa¢.Opis kontekstu wyzna
zonego przez podstawienie wygl¡da tak:De�ni
ja 3.1.3 (kodowanie podstawienia)Nie
h S b�dzie podstawieniem o wªasno±
i takiej, »e FV (E) ⊆ Dom(S).Okre±limy

Γ′
S = {vN1_N2

rwn : kodTConstα(S(N2))→ α→ α | N1 _ N2 ma miªewyst¡pienie w M1 lub M2} ∪
∪ {vFN1...Nn

rwn : kodTConstα(S(FN1 . . .Nn))→ α→ α | F ∈ Dom(S) ima arno±¢ n oraz FN1 . . . Nn ma miªe wyst¡pienie w M1 lub M2} ∪
∪ {vF

rwn : ∀γx1
. . . γxn

.kodTConstα∪X(M) | S(F ) = λx1 . . . xn.M oraz
X = {x1, . . . , xn}} ∪

∪ {vc
rwn : kodTConstα(c)→ α→ α | c ∈ Constα} ∪

∪ {vN
spr : kodTConstα(S(N)) | N ma miªe wst¡pienie w M1 lub M2}

∪ {vgl : kodTConstα(S(M1))→ α→ α}.Okre±limy te»
ΓS = Γ′

S ∪ {vpara :α→ α→ α, z :α}.Zauwa»my, »e dla ka»dy
h dwó
h podstawie« S1, S2, które speªniaj¡ warunekwst�pny niniejszej de�ni
ji mamy Dom(ΓS1
) = Dom(ΓS2

). Pozwala to naokre±lenie Dompodst = Dom(ΓS1
).Musimy udowodni¢ w tym momen
ie pewien te
hni
zny fakt:Fakt 3.1.4 (podstawienia w typa
h)Dla M = λx1 . . . xn.M

′, gdzie M ′ jest termem 2. rz�du ze staªymi z Constαnie zawieraj¡
ym λ oraz FV (M) = ∅, mamy
kodTConstα(NF(MN1 . . . Nn)) = kodTConstα∪Y (M ′)[ ~γxi

:= ~τi]przy 
zym τi = kodTConstα(Ni) i Y = {x1, . . . , xn}.Dowód:Induk
ja po budowie termu M ′.
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• M ′ = c, gdzie c ∈ Constα. W tym przypadku

kodTConstα(NF(MN1 . . .Nn)) = kodTConstα(c) (z de�ni
ji M ′)
= γc (z de�ni
ji kodT·(·))
= γc[ ~γxi

:= ~τi] (γc 6= γxi
)

= kodTConstα∪Y (M ′)[ ~γxi
:= ~τi](z de�ni
ji M ′).

• M ′ = xj, gdzie xj ∈ Y . W tym przypadku
kodTConstα(NF(MN1 . . . Nn)) = kodTConstα((NF(λx1 . . . xn.xi)N1 . . . Nn))(z de�ni
ji M ′)

= kodTConstα(Ni) (β-reduk
ja)
= γxj

[ ~γxi
:= ~τi] (τj = kodTConstα(Nj))

= kodTConstα∪Y (M ′)[ ~γxi
:= ~τi](z de�ni
ji M ′).

• M ′ = M ′
1 _ M ′

2. Z prostej wªasno±
i β-reduk
ji mamy
kodTConstα(NF(MN1 . . .Nn)) =

kodTConstα(NF(M1N1 . . . Nn) _ NF(M2N1 . . . Nn))
(3.1)przy 
zym Mj = λx1 . . . xn.M

′
j . Z zaªo»enia induk
yjnego mamy

kodT
Constα(NF(MjN1 . . . Nn)) = kodT

Constα∪Y (M ′
j)[ ~γxi

:= ~τi]dla j = 1, 2. To za± po zaaplikowaniu de�ni
ji kodT·(·) do (3.1) daje
kodTConstα(NF(MN1 . . . Nn)) =

= kodTConstα∪Y (M ′
1)[ ~γxi

:= ~τi]→ kodTConstα∪Y (M ′
2)[ ~γxi

:= ~τi],
o po zastosowaniu wªasno±
i podstawienia i wspomnianej ju» wªasno-±
i β-reduk
ji daje naty
hmiast o
zekiwane:
kodTConstα(NF(MN1 . . .Nn)) =

= (kodTConstα∪Y (M ′
1)→ kodTConstα∪Y (M ′

2))[ ~γxi
:= ~τi] =

= kodTConstα∪Y (M ′)[ ~γxi
:= ~τi].W tym momen
ie mo»emy udowodni¢ lemat pozwalaj¡
y okre±li¢, w jakisposób uni�kator pozwala na skonstruowanie typowania.Lemat 3.1.5 (wªasno±¢ kodowania podstawienia)Nie
h S b�dzie podstawieniem, takim »e FV (E) ⊆ Dom(S). Dla ka»degopodtermu N wyst�puj¡
ego w E mamy, »e

ΓS ⊢ kodM
E(N, vN

spr) :αjest wyprowadzalne w systemie λ2 w wersji Chur
ha.



76Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na struktur� termu N .
• N = c dla pewnego c ∈ Constα. W tym przypadku z de�ni
ji mamy
kodME(c, vc

spr) = vpara(v
c
rwnv

c
sprz)(v

c
rwnv

c
sprz). Z de�ni
ji kontekstu ko-dowania mamy ΓS(vc

spr) = γc oraz ΓS(z) = α. Poniewa» ΓS(vc
rwn) =

γc → α→ α, otrzymujemy
ΓS ⊢ v

c
rwnv

c
sprz :α,
o, ze wzgl�du na fakt, »e ΓS(vpara) = α→ α→ α, implikuje

ΓS ⊢ vpara(v
c
rwnv

c
sprz)(v

c
rwnv

N
sprz) :α.

• N = FN1 . . . Nn dla pewnej zmiennej 2. rz�du F o arno±
i n oraz dla
N1, . . . , Nn b�d¡
y
h termami bez zmienny
h. W tym przypadku

kodME(FN1 . . . Nn, v
FN1...Nn
spr ) = vpara(v

FN1...Nn
rwn (vF

rwnτ1 . . . τn)z)

(vFN1...Nn
rwn vFN1...Nn

spr z),gdzie τi = kodTConstα(Ni) dla i = 1, . . . , n. Postaramy si� teraz uza-sadni¢, »e ta 
aªo±¢ typuje si� do α. Za
zniemy analiz� od pierwszegoargumentu vpara. Z de�ni
ji kontekstu mamy
ΓS(vF

rwn) = ∀γx1
. . . γxn .kodT

Constα∪X(M),przy 
zym λx1 . . . xn.M = S(F ) oraz X = {x1, . . . , xn}. Ozna
za to,»e
ΓS ⊢ v

F
rwnτ1 . . . τn : kodTConstα∪X(M)[ ~γxi

:= τi].Pierwszy argument vFN1...Nn
rwn ma w kontek±
ie ΓS typ równy

kodTConstα(S(FN1 . . . Nn)) = kodTConstα(S(F )N1 . . . Nn)
(Ni nie maj¡ zmienny
h)

= kodTConstα∪X(M)[ ~γxi
:= ~τi]

(z Faktu 3.1.4).Drugi argument vFN1...Nn
rwn to α. Poniewa» za± z ma typ α, to aplikuj¡
omawiane tutaj termy do vFN1...Nn

rwn , uzyskujemy
ΓS ⊢ v

FN1...Nn
rwn (vF

rwnτ1 . . . τn)z :α.Uzyskali±my w ten sposób typowanie dla pierwszego argumentu vpara.Prze
hodz¡
 do typowania drugiego argumentu, zauwa»my, »e z de�ni-
ji ΓS(vFN1...Nn
spr ) = kodTConstα(S(FN1 . . . Nn)). Jak ju» jednak zauwa-»yli±my to ostatnie jest równe kodTConstα∪X(M)[ ~γxi

:= ~τi], w zwi¡zkuz 
zym naty
hmiast dostajemy
ΓS ⊢ v

FN1...Nn
rwn vFN1...Nn

spr z :α.



77To ko«
zy analiz� typowania dla drugiego argumentu vpara. Oba ar-gumenty typuj¡ si� w ΓS do α. Poniewa» z de�ni
ji ΓS(vpara) = α →
α→ α, dostajemy

ΓS ⊢ vpara(v
FN1...Nn
rwn (vF

rwnτ1 . . . τn)z)(vFN1...Nn
rwn vFN1...Nn

spr z) :α.

• N = N1 _ N2 dla pewny
h termów N1, N2. W tym przypadku de�ni-
ja okre±la
kodME(N1 _ N2, v

N1_N2
spr ) = vpara(v

N1_N2
rwn (vN1_N2

spr vN1
spr)kodM

E(N1, v
N1
spr))

(vN1_N2
rwn vN2

sprkodM
E(N2, v

N2
spr)).Z zaªo»enia induk
yjnego mamy

ΓS ⊢ kodM
E(Ni, v

Ni
spr) :αdla i ∈ {1, 2}. Z okre±lenia typów vN1_N2

spr , vN1
spr w ΓS uzyskujemy

ΓS ⊢ v
N1_N2
spr vN1

spr : kodTConstα(S(N2)). Poniewa» w ΓS typem vN1_N2
rwnjest kodTConstα(S(N2))→ α→ α, dostajemy

ΓS ⊢ vN1_N2
rwn (vN1_N2

spr vN1
spr)kodM

E(N1, v
N1
spr) :α,
o stanowi typowanie dla pierwszego argumentu vpara. Dla drugiegoargumentu vpara, korzystaj¡
 z typowania dla vN2

spr w ΓS oraz ze wspo-mnianego ju» zaªo»enia induk
yjnego, dostajemy
ΓS ⊢ v

N1_N2
rwn vN2

sprkodM
E(N2, v

N2
spr) :α.Poª¡
zenie typowa« dla argumentów vpara daje

ΓS ⊢ vpara(v
N1_N2
rwn (vN1_N2

spr vN1
spr)kodM

E(N1, v
N1
spr))

(vN1_N2
rwn vN2

sprkodM
E(N2, v

N2
spr)) :α.Jako wniosek dostajemyWniosek 3.1.6 (unifikator pozwala na typowanie)Je±li S jest uni�katorem E, to Γ′

S ⊢ kod(E) : τΣ da si� wyprowadzi¢ w sys-temie λ2.Dowód:Zaªó»my, »e E = {M1
.
= M2}. Lemat 3.1.5 mówi, »e

Γ′
S ⊢ kodM

E(Mi, v
Mi
spr) :αdla i = 1, 2. Z de�ni
ji ΓS typy dla vgl i vMi

spr pozwalaj¡ wyprowadzi¢
ΓS ⊢ vglv

Mi
sprkodM

E(Mi, v
Mi
spr) :α.



78To za± implikuje
ΓS ⊢ vpara(vglv

M1

spr kodM
E(M1, v

M1

spr ))(vglv
M2

spr kodM
E(M2, v

M2

spr )) :α,
o po doªo»eniu lambd z de�ni
ji kod(·) daje dokªadnie
Γ′

S ⊢ kod(E) : τΣ.Teraz mo»emy przyst¡pi¢ do pokazywania, »e równie» istnienie wyprowa-dzenia pozwala na okre±lenie uni�katora. Na po
z¡tku przedstawimy, w jakisposób b�dziemy przeksztaª
a¢ typy na termy.De�ni
ja 3.1.7 (od typu do termu)Nie
h n ≥ 0. I nie
h x1, . . . , xn b�d¡ dowolnymi zmiennymi. Okre±limyopera
j� tkod′(〈x1 . . . xn〉, τ). Nasze kodowanie typów b�dzie si� skªadaªoz dwó
h opera
ji:
tkod′(〈x1 . . . xn〉, γc) = c, gdy c ∈ Constα;
tkod′(〈x1 . . . xn〉, αi) = xi dla i ∈ {1, . . . , n};
tkod′(〈x1 . . . xn〉,∀α.τ) = c0 przy 
zym c0 jest wyró»nion¡staª¡;
tkod′(〈x1 . . . xn〉, τ1 → τ2) = tkod′(〈x1 . . . xn〉, τ1) _

tkod′(〈x1 . . . xn〉, τ2).Teraz mo»emy zde�niowa¢
tkod(∀α1 . . . αn.τ) = λx1 . . . xn.tkod

′(〈x1 . . . xn〉, τ)przy 
zym τ nie za
zyna si� odkwanty�katora, a xi dla
i = 1, . . . n s¡ ±wie»ymizmiennymi.Podamy teraz okre±lenie podstawienia, które b�dzie budowane na pod-stawie ±rodowiska typowego.De�ni
ja 3.1.8 (konstruk
ja podstawienia)Dla danego ±rodowiska Γ, o wªasno±
i Dom(Γ) ⊆ Dompodst, okre±limy pod-stawienie SΓ jako

SΓ(F ) = tkod(Γ(vF
rwn)),o ile vF

rwn ∈ Dom(Γ).Okre±limy jesz
ze pomo
ni
zy kontekst
∆ = {vpara :α→ α→ α, z :α} ∪ {vc

rwn : γc → α→ α | c ∈ Constα}.Potrzebny nam b�dzie fakt okre±laj¡
y zale»no±¢ mi�dzy transla
jami
tkod i kodT.



79Fakt 3.1.9 (tkod i kodT)Dla dowolnego termu bez zmienny
h M mamy
tkod(kodTConstα(M)) = M.Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na budow� termu M .

• M = c, gdzie c ∈ Constα. W tym przypadku mamy z de�ni
ji naszy
htransforma
ji tkod(kodTConstα(c)) = tkod(γc) = c.
• M = M1 _ M2. W tym przypadku z de�ni
ji kodT·(·) mamy

tkod(kodTConstα(M1 _ M2)) =
= tkod(kodTConstα(M1)→ kodTConstα(M2)).Z kolei z de�ni
ji tkod(·) mamy

tkod(kodTConstα(M1)→ kodTConstα(M2)) =
= kodTConstα(M1) _ kodTConstα(M2).Z zaªo»enia induk
yjnego mamy

tkod(kodTConstα(M1)) = M1,
tkod(kodTConstα(M2)) = M2,
o pozwala nam zako«
zy¢ szereg równo±
i:

kodTConstα(M1) _ kodTConstα(M2) = M1 _ M2 = M.Udowodnimy teraz pewien te
hni
zny fakt doty
z¡
y podstawie«.Fakt 3.1.10 (podstawienia w typa
h - 2. spojrzenie)Nie
h vF
rwn ma typ ∀γx1

. . . γxn .τ , gdzie τ nie za
zyna si� od ∀. Dla ka»dej±
ie»ki ω w τ mamy
tkod(ω(τ)[ ~γxi

:= ~kodTConstα(Ni)]) = NF(MN1 . . . Nn),gdzie M = λx1 . . . xn.ω(M0) i SΓ(F ) = λx1 . . . xn.M0.Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na budow� ω(τ).
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• ω(τ) = γc, gdzie c ∈ Constα. Wtedy

tkod(ω(τ)[ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]) = tkod(γc)(de�ni
ja podstawienia)

= tkod′(〈〉, γc)(de�ni
ja tkod(·))
= c (de�ni
ja tkod′(·))
= (λ~xi.c)N1 . . . Nn(β-reduk
ja)
= NF(SΓ(F )N1 . . . Nn)(de�ni
ja SΓ).

• ω(τ) = γxj
. W tym przypadku

tkod(τ [ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]) = tkod(kodTConstα(Nj))(de�ni
ja podstawienia)

= Nj (fakt 3.1.9)
= (λ~xi.xj)N1 . . . Nn (β-reduk
ja)
= tkod(∀γx1

. . . γxn .γxj
)N1 . . . Nn(de�ni
ja tkod(·))

= NF(SΓ(F )N1 . . . Nn)(de�ni
ja SΓ).
• τ = ∀α.τ ′. Ten przypadek nie za
hodzi, gdy» z zaªo»enia τ nie za
zynasi� od ∀.
• τ = τ1 → τ2. W tym przypadku

tkod(τ [ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]) = (de�ni
ja podstawienia)

= tkod(τ1[ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]→ τ2[ ~γxi

:= ~kodTConstα(Ni)]) =(de�ni
ja tkod(·))
= tkod(τ1[ ~γxi

:= ~kodTConstα(Ni)]) _ tkod(τ2[ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)])Lemat 3.1.11 (wªasno±¢ kodowania kontekstu)Nie
h M ma miªe wyst¡pienie w M1 lub M2. Dla ka»dego ±rodowiska Γ oraztypu α, taki
h »e

Γ,∆ ⊢ kodME(M,vM
spr) :αjest wyprowadzalne w systemie λ2, mamy tkod(Γ(vM

spr)) = SΓ(M).



81Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na budow� M .
• M = c dla pewnej staªej c ∈ Constα. Poniewa» vc

rwn ma w ∆ typ
γc → α → α oraz ze wzgl�du na posta¢ kodME(c, vc

spr) uzyskujemy, »e
vc
spr ma typ γc w Γ. To implikuje tkod(Γ(vc

spr)) = c = SΓ(c).
• M = N1 → N1 dla pewny
h termów N1 i N2. Poniewa» termy
kodME(Ni, v

Ni
spr) dla i ∈ {1, 2} s¡ podtermami kodME(M,vM

spr), istniej¡
τi, takie »e

Γ,∆ ⊢ kodME(Ni, v
Ni
spr) : τidla i = 1, 2. Poniewa» kodME(P, v) = vparaP1P2 dla dowolnego termu

P oraz zmiennej v oraz odpowiedni
h P1 i P2 oraz poniewa» ∆(vpara) =
α→ α → α, uzyskujemy, »e τi = α dla i = 1, 2. Zaªo»enie induk
yjnedaje nam równo±¢ tkod(Γ(vNi

spr)) = SΓ(Ni) dla i = 1, 2, wi�
 rze
zywi-±
ie w niniejszym przypadku tkod(Γ(vM
spr)) = SΓ(M).

• M = FN1 . . . Nn dla pewnego n-arnego symbolu zmiennej F . Po-niewa» zmienna vF
rwn jest zgodnie z de�ni
j¡ przykªadana w termie

kodME(M,vM
spr) do 
i¡gu typów kodTConstα(N1), . . . , kodT

Constα(Nn),typ vF
rwn ma posta¢ ∀γx1

. . . γxn .τ dla pewnego typu τ oraz zmienny
htypowy
h γx1
, . . . , γxn . W zwi¡zku z tym, »e w pozy
ji pierwszegoargumentu vM

rwn wyst�puje vM
spr oraz term

vF
rwnkodT

Constα(N1) . . . kodT
Constα(Nn),to typ vM

spr jest równy τ [ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]. Z faktu 3.1.10 wiemy,»e

tkod(τ [ ~γxi
:= ~kodTConstα(Ni)]) = NF(SΓ(F )N1 . . . Nn),
o w zwi¡zku z zaªo»eniem, »e Ni dla i = 1, . . . , n nie zawieraj¡ zmien-ny
h, naty
hmiast daje nasz wynik: tkod(Γ(vM

spr)) = SΓ(M).Znowu mo»emy podsumowa¢ powy»sze rozwa»ania u»yte
znym wnio-skiem:Wniosek 3.1.12 (typowalno±¢ zapewnia istnienie unifikatora)Je±li istnieje takie ±rodowisko Γ oraz typ τ , »e Γ ⊢ kod(E) : τ da si� wypro-wadzi¢ w systemie λ2, to SΓ jest uni�katorem E.Dowód:Posta¢ kod(E) implikuje, »e typy vM1
spr oraz vM2

spr s¡ równe (zmienne te s¡umiesz
zone jako pierwsze argumenty vgl). Mamy zatem
SΓ(M1) = tkod(Γ(vM1

spr )) = (lemat 3.1.11)
= tkod(Γ(vM2

spr )) = (typy vM1
spr , v

M2
spr równe)

= SΓ(M2) (lemat 3.1.11)



82Twierdzenie 3.1.13 (nierozstrzygalno±¢ wyprowadzania typów)Problem wyprowadzania typów w systemie λ2 w wersji Chur
ha jest nieroz-strzygalny.Dowód:Wniosek 3.1.6 oraz wniosek 3.1.12 implikuj¡, »e dla danej instan
ji E pro-blemu uni�ka
ji istnieje term kod(E) systemu λ2 w wersji Chur
ha, taki »e
E ma uni�kator wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ±rodowisko Γ oraz typ τ ,takie »e os¡d

Γ ⊢ kod(E) : τjest wyprowadzalny w λ2. Istnienie takiej transla
ji oraz twierdzenie 2.1.26implikuj¡, »e problem wyprowadzania typów w systemie λ2 w wersji Chur
hajest nierozstrzygalny.Uwaga 3.1.14 Warto zwró
i¢ na marginesie uwag� na fakt, »e zaprezen-towana tutaj konstruk
ja dziaªa tak»e dla predykatywnej wersji systemu
λ2 wprowadzonej przez Leivanta w [Lei91℄. Wszystkie typy, które s¡ tutajpodstawiane na zmienne typowe nie maj¡ kwanty�katorów, 
o odpowiadarandze 0 typów Leivanta.3.2 Kontekstowe wyprowadzanie typów dla logikipierwszego rz�duW obe
nym podrozdziale przedstawimy zanurzenie logiki pierwszego rz�duw ra
hunku λP . Nast�pnie przedstawimy dwa sposoby rozumienia problemukontekstowego wyprowadzania typów dla uzyskanego, odpowiadaj¡
ego lo-gi
e pierwszego rz�du fragmentu systemu λP . Poka»emy, »e te dwa sposobyró»ni¡ si� na tyle istotnie, »e wyprowadzanie typów dla pierwszego z ni
h jestnierozstrzygalne, za± dla drugiego da si� sprowadzi¢ do problemu uni�ka
jize zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h, o którym wiemy, »e jest rozstrzygalnyz twierdzenia 2.2.1.B�dziemy si� tutaj posªugiwali zmody�kowan¡ wersj¡ ra
hunku λP . Jegoreguªy dla wersji Curry'ego przedstawione zostaªy na rysunku 3.1. Ra
hu-nek ten b�dzie wygodniejszy przy okre±laniu zanurzenia logiki pierwszegorz�du w λP . Podobne przedstawienie tego ra
hunku znajdziemy na przy-kªad w pra
y [Dow93℄.Gªówna ró»ni
a mi�dzy tym ra
hunkiem a ra
hunkiem zde�niowanymw podrozdziale 1.2 polega na tym, »e w tamtym ra
hunku, byªy obe
ne re-guªy osªabiania, który
h tutaj nie ma. Z drugiej strony mamy tutaj silniejszereguªy (kd-var), (kd-abs), (typ-abs) oraz (var) oraz jawne aser
je stwierdza-j¡
e poprawno±¢ kontekstu.Przedstawimy tutaj jesz
ze dowód, »e powy»ej zde�niowany system po-zwala wyprowadza¢ takie same typy, 
o system zde�niowany w de�ni
ji 1.2.8.
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(type)

Γ ⊢λP poprawny
Γ ⊢λP ∗ : 2

(kd-abs)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λP+ κ :2 Γ1,Γ2 ⊢λP+ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λP+ (Πx : τ)κ : 2

(kd-var)Γ1, α :κ,Γ2 ⊢λP+ poprawny
Γ1, α :κ,Γ2 ⊢λP+ α :κ

(kd-app)
Γ ⊢λP+ φ : (Πx : τ)κ Γ ⊢λP+ M : τ

Γ ⊢λP+ φM :κ[x := M ]

(typ-abs)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λP+ σ : ∗ Γ1,Γ2 ⊢λP+ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λP+ (∀x : τ)σ : ∗

(popr-zero) ⊢λP+ poprawny
(popr-kd)

Γ ⊢λP+ poprawny Γ ⊢λP+ κ :2

Γ, α :κ ⊢λP+ poprawny (α 6∈ Dom(Γ))

(popr-typ)
Γ ⊢λP+ poprawny Γ ⊢λP+ τ : ∗

Γ, x : τ ⊢λP+ poprawny (x 6∈ Dom(Γ))

(var)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λP+ poprawny
Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λP+ x : τ

(app)
Γ ⊢λP+ N : (∀x : τ)σ Γ ⊢λP+ M : τ

Γ ⊢λP+ NM :σ[x := M ]

(abs)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λP+ M :σ Γ1,Γ2 ⊢λP+ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λP+ λx.M : (∀x : τ)σ

(kd-
onv)Γ ⊢λP+ φ :κ κ =β κ
′

Γ ⊢λP+ φ :κ′
(typ-
onv)Γ ⊢λP+ M :σ σ =β σ

′

Γ ⊢λP+ M :σ′Rysunek 3.1: Reguªy zmody�kowanego ra
hunku λP



84Na potrzeby sformuªowania i dowodu poni»szego twierdzenia system zde�-niowany reguªami z rysunku 3.1 b�dziemy w tym miejs
u ozna
za¢ λP+.W dalszej 
z�±
i tekstu na ozna
zenie systemu z rysunku 3.1 b�dziemy u»y-wa¢ ozna
zenia λP .Twierdzenie 3.2.1 (równowa»no±¢ ra
hunków λP)Dla dowolnego kontekstu Γ, termu M oraz typu τ os¡d Γ ⊢ M : τ jest wy-prowadzalny w λP wtedy i tylko wtedy, gdy jest wyprowadzalny w λP+.Dowód:Do naszej tezy induk
yjnej dokªadamy jesz
ze dwie równowa»no±
i:1. Dla dowolnego kontekstu Γ, typu τ os¡d Γ ⊢ τ : ∗ jest wyprowadzalnyw λP wtedy i tylko wtedy, gdy w λP+ jest wyprowadzalny Γ, x : τ ⊢poprawny.2. Dla dowolnego kontekstu Γ, termu M oraz rodzaju κ os¡d Γ ⊢ κ : 2jest wyprowadzalny w λP wtedy i tylko wtedy, gdy w λP+ jest wy-prowadzalny os¡d Γ, α :κ ⊢ poprawny.(⇒) Tutaj nale»y pokaza¢, jak wyprowadzenia ko«
z¡
e si� reguªami, którenie wyst�puj¡ w λP+, przerobi¢ na wyprowadzenia w λP+. Dowód b�dziemyprzeprowadza¢ przez induk
j� ze wzgl�du na dªugo±¢ wyprowadzenia w λP .Dla reguªy (kd-var) wystar
zy, »e b�dziemy potra�li wyprowadzi¢ os¡d
Γ, α :κ ⊢ poprawny. To za± udowadniamy, korzystaj¡
 z zaªo»enia induk
yj-nego posta
i 2.Dla reguªy (var) wystar
zy, »e b�dziemy potra�li wyprowadzi¢ Γ, x : τ ⊢poprawny. To za± udowadniamy, korzystaj¡
 z zaªo»enia induk
yjnego po-sta
i 1.Dla reguªy (trm-kd) mo»emy za pomo
¡ zaªo»enia induk
yjnego przerobi¢wyprowadzenie dla Γ ⊢ κ : 2, tak by ko«
zyªo si� reguª¡ (type) lub (kd-abs).Je±li ko«
z¡
¡ reguª¡ jest (type), to mo»emy zmieni¢ zaªo»enie dla tej reguªyna os¡d wynikaj¡
y z zaªo»enia induk
yjnego przyªo»onego do Γ ⊢ τ : ∗ inaty
hmiast uzyska¢ Γ, x : τ ⊢ κ : 2.Je±li ko«
z¡
¡ reguª¡ jest (kd-abs), to zast�pujemy j¡ reguª¡ nosz¡
¡t� sam¡ nazw� w λP+. Okre±lamy Γ1 jako Γ oraz Γ2 jako puste, 
o namz zaªo»enia induk
yjnego pozwala naty
hmiast uzyska¢ wyprowadzenie dlalewej przesªanki reguªy. Wyprowadzenie dla Γ1,Γ2 ⊢ poprawny dostajemyz zaªo»enia induk
yjnego 1, zauwa»aj¡
 jesz
ze, »e je»eli da si� wyprowadzi¢
Γ1,Γ2, z :σ ⊢ poprawny dla jakiego± z i σ, to da si� i wyprowadzi¢ Γ1,Γ2 ⊢poprawny.Dla reguª (typ-kd), (trm-typ), (typ-typ), (trm-trm) i (typ-trm) dowódprzebiega podobnie jak dla (trm-kd).Dla reguªy (kd-abs) z zaªo»enia induk
yjnego wiemy, »e Γ, x : τ ⊢ κ : 2ma wyprowadzenie w λP+. Istnienie takiego wyprowadzenia implikuje ist-nienie wyprowadzenia dla Γ, x : τ ⊢ poprawny i dalej dla Γ ⊢ poprawny (bo



85poprawno±¢ dla danego kontekstu ozna
za poprawno±¢ dla wszystki
h jegopre�ksów). To za± pozwala na zastosowanie reguªy (kd-abs) w λP+ i uzy-skanie Γ ⊢ (Πx : τ)κ : 2.Dla reguª (typ-abs) i (abs) dowód podobny do (kd-abs).(⇐) Tutaj nale»y pokaza¢, jak wyprowadzenia ko«
z¡
e si� reguªami,które nie wyst�puj¡ w λP , przerobi¢ na wyprowadzenia w λP . Dowód b�-dziemy przeprowadza¢ przez induk
j� ze wzgl�du na dªugo±¢ wyprowadzeniaw λP+.Dla (type) w λP+ ze wzgl�du na dªugo±¢ Γ pokazujemy, »e mo»na uzyska¢ko«
owy os¡d za
zynaj¡
 od (type) w λP i stosuj¡
 reguªy osªabiania (trm-kd) i (typ-kd).Dla (kd-abs) ko«
owy os¡d uzyskujemy zast�puj¡
 (kd-abs) z λP przez(kd-abs) z λP+. Musimy jednak zapewni¢ istnienie w λP wyprowadzeniadla Γ1,Γ2, x : τ ⊢ κ : 2. W tym 
elu najpierw pokazujemy przez induk
j� zewzgl�du na Γ2, »e je±li w λP+ istniej¡ wyprowadzenia dla Γ1, x : τ,Γ2 ⊢ κ : 2oraz Γ1,Γ2 ⊢ poprawny, to istnieje w λP+ tak»e nie dªu»sze wyprowadzeniedla Γ1,Γ2, x : τ ⊢ κ : 2. Nast�pnie za± korzystamy z zaªo»enia induk
yjnego,
o daje nam 
aªe wyprowadzenie.Dla (typ-abs) i (abs) dowód wygl¡da podobnie jak dla (kd-abs).Dla (kd-var) mamy, »e wyprowadzenie Γ1, α :κ ⊢ poprawny jest frag-mentem wyprowadzenia Γ1, α : κ,Γ2 ⊢ poprawny. Zatem mo»emy skorzysta¢z zaªo»enia induk
yjnego 2 i uzyska¢ Γ1 ⊢ κ : 2 w λP . To pozwala wypro-wadzi¢ Γ, α : κ ⊢ α :κ, po 
zym korzystaj¡
 z reguª (trm-typ) oraz (typ-typ)doª¡
zy¢ kolejno wszystkie elementy Γ2.Dla (var) dowód jest podobny do (kd-var).Dla reguªy (popr-kd) z zaªo»enia induk
yjnego zastosowanego do prawejprzesªanki reguªy mamy Γ ⊢ κ : 2 w λPDla reguªy (popr-typ) dowód jest podobny do (popr-kd).3.2.1 Zanurzenie logiki pierwszego rz�du w λPZde�niujemy zanurzenie pokazuj¡
, jak tªuma
zone s¡ posz
zególne elementylogiki pierwszego rz�du na odpowiednie elementy ra
hunku λP . Przedsta-wione tutaj tªuma
zenie po
hodzi z [SU98℄.De�ni
ja 3.2.2 (kontekst sygnaturowy)Kontekstem sygnaturowym pierwszego rz�du nazwiemy kontekst w λP , taki»e:1. Wyst�puje w nim tylko jedna zmienna typowa, ozna
zana tutaj przez
0 � reprezentuje ona typ warto±
i, po który
h wykonywana jest kwan-ty�ka
ja.2. Wszystkie rodzaje maj¡ posta¢ 0⇒ · · · ⇒ 0⇒ ∗;



86 3. W kontek±
ie wyst�puje sko«
zona li
zba wyró»niony
h zmienny
h kon-struktorowy
h, które reprezentuj¡ symbole rela
yjne po
z¡tkowej sy-gnatury (zmiennej P przypisany jest rodzaj 0⇒ · · · ⇒ 0
︸ ︷︷ ︸

n−razy

⇒ ∗, je±lirela
ja P w sygnaturze miaªa n argumentów).4. Symbole funk
yjne z sygnatury s¡ reprezentowane przez wyró»nionezmienne przedmiotowe o typa
h posta
i 0 → · · · → 0 → 0, przy 
zymdokªadna li
zba argumentów zale»y od arno±
i symbolu w sygnaturze(staªe s¡ u nas traktowane jak symbole funk
yjne o arno±
i 0).Kontekst sygnaturowy odpowiadaj¡
y sygnaturze Σ ozna
zamy przez ΓΣ.Kolejnym poj�
iem skªadowym logiki pierwszego rz�du jest poj�
ie termualgebrai
znego. Odpowiednikiem tego poj�
ia jest:De�ni
ja 3.2.3 (homogeni
zny term pierwszego rz�du)Mówimy, »e t jest homogeni
znym termem pierwszego rz�du w kontek±
ie Γ,gdy
• t = x, gdzie Γ(x) = 0 (tzn. x jest symbolem staªej lub zmiennej typuwarto±
i kwanty�kowany
h),
• t = ft1 . . . tn, gdzie Γ(f) = 0→ · · · → 0

︸ ︷︷ ︸

n−times

→ 0 i ka»dy z termów ti jesthomogeni
znym termem pierwszego rz�du w Γ.Jak w powy»szej de�ni
ji termy, które odpowiadaj¡ termom algebrai
znym,b�dziemy ozna
za¢ przez: t, t′, t1, . . . , s, s′, s1 . . .Nast�pnym naturalnym krokiem jest zde�niowanie odpowiednika formuªpierwszego rz�du.De�ni
ja 3.2.4 (typ pierwszego rz�du)Mówimy, »e typ φ jest typem pierwszego rz�du w kontek±
ie Γ, je±li jestzbudowany zgodnie z nast�puj¡
ymi zasadami
• φ = P (t1, . . . , tn), gdzie Γ(P ) = 0⇒ · · · ⇒ 0

︸ ︷︷ ︸

n−razy

⇒ ∗, P 6= 0 i ka»de tijest homogeni
znym termem pierwszego rz�du w Γ,
• φ = (∀x1 : 0) · · · (∀xn : 0).φ1 → · · · → φm, gdzie ka»de φi jest typempierwszego rz�du w Γ ∪ {x1 : 0, . . . , xn : 0}.Zauwa»my, »e wszystkie termy i typy pierwszego rz�du s¡ wyra»eniami w po-sta
i normalnej.W naszej de�ni
ji logiki pierwszego rz�du (zob. podrozdziaª 1.3) w sys-temie naturalnej deduk
ji mo»liwe byªo umiesz
zenie w kontek±
ie formuªy.W naszej transla
ji musimy umo»liwi¢ tego typu dziaªania.



87De�ni
ja 3.2.5 (kontekst pierwszego rz�du)Kontekstem pierwszego rz�du nad kontekstem sygnaturowym ΓΣ nazwiemykontekst λP posta
i ΓΣ ∪ {x1 :φ1, . . . , xn :φn}, gdzie φi jest albo typempierwszego rz�du w kontek±
ie ΓΣ, albo 0.W powy»szej de�ni
ji nadu»ywamy lekko nota
ji traktuj¡
 kontekst w sys-temie λP jako zbiór tutaj jednak takie uprosz
zenie jest prawomo
ne, gdy»ªatwo pokaza¢, »e dla ka»dego uporz¡dkowania aser
ji z dodawanego zbioruuzyskamy poprawny kontekst w λP .W ko«
u okre±limy, jakie wyprowadzenia λP b�dziemy uwa»ali za wy-prowadzenia pierwszego rz�du. De�ni
j� t� wprowadzimy jednak na dwasposoby � raz przez podanie warunku ograni
zaj¡
ego na wyprowadzeniaw λP i raz podaj¡
 zestaw reguª. Nast�pnie za± poka»emy, »e te dwie de�ni-
je s¡ równowa»ne. B�d¡ nam potrzebne dwa poj�
ia, gdy» pierwsze z ni
hjest bardziej wygodne przy zajmowaniu si� problemami de
yzyjnymi, drugieza± jest wygodniejsze przy pokazywaniu zwi¡zku naszego systemu z logik¡pierwszego rz�du.De�ni
ja 3.2.6 (wyprowadzenia pierwszego rz�du)Mówimy, »e wyprowadzenie P w λP jest wyprowadzeniem pierwszego rz�du,gdy ka»dy os¡d Γ ⊢M : τ (gdzie Γ jest kontekstem, τ jest typem, aMtermem) w P ma t� wªasno±¢, »e Γ jest kontekstem pierwszegorz�du nad ustalonym sygnaturowym kontekstem ΓΣ oraz τ jesttypem pierwszego rz�du lub typem posta
i 0→ · · · → 0
︸ ︷︷ ︸

n−times

→ 0,gdzie n ≥ 0. Przy 
zym je±li za
hodzi ten ostatni przypadek, to
M jest podtermem jakiego± homogeni
znego termu pierwszegorz�du.Drugie poj�
ie wyprowadzenia okre±lone jest tak:De�ni
ja 3.2.7 (wyprowadzenie z reguªami pierwszego rz�du)Mówimy, »e wyprowadzenie P jest wyprowadzeniem z reguªami pierwszegorz�du, gdy wykonane jest zgodnie z reguªami z rysunku 3.2.Nasz system wyprowadzania b�dziemy ozna
zali λ∀.Poka»emy teraz równowa»no±¢ ty
h okre±le«:Twierdzenie 3.2.8 (równowa»no±¢ wyprowadze«)Os¡d Γ ⊢ M : τ dla typu pierwszego rz�du τ i kontekstu pierwszego rz�du

Γ ma wyprowadzenie z reguªami pierwszego rz�du wtedy i tylko wtedy, gdyma wyprowadzenie pierwszego rz�du.
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(type)

Γ ⊢λ∀ poprawny
Γ ⊢λ∀ ∗ :2

(kd-abs)Γ1, x : 0,Γ2 ⊢λ∀ κ : 2 Γ1,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λ∀ (Πx : 0)κ : 2

(kd-var)Γ1, α :κ,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1, α :κ,Γ2 ⊢λ∀ α :κ

(kd-app)
Γ ⊢λ∀ φ : (Πx : 0)κ Γ ⊢λ∀ M : 0

Γ ⊢λ∀ φM :κ[x := M ]

(typ-abs)Γ1, x : 0,Γ2 ⊢λ∀ σ : ∗ Γ1,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λ∀ (∀x : 0)σ : ∗

(typ-arr)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λ∀ σ : ∗ Γ1,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λ∀ τ → σ : ∗

(x 6∈ FV (σ))

(popr-zero) ⊢λ∀ poprawny (popr-kd)
Γ ⊢λ∀ poprawny Γ ⊢λ∀ κ : 2

Γ, α :κ ⊢λ∀ poprawny
(popr-typ)

Γ ⊢λ∀ poprawny Γ ⊢λ∀ τ : ∗

Γ, x : τ ⊢λ∀ poprawny
(var)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λ∀ poprawny

Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λ∀ x : τ
(app)

Γ ⊢λ∀ N : τ → σ Γ ⊢λ∀ M : τ

Γ ⊢λ∀ NM :σ

(inst)Γ ⊢λ∀ N : (∀x : 0)σ Γ ⊢λ∀ M : 0

Γ ⊢λ∀ NM :σ[x := M ]

(arr-abs)Γ1, x : τ,Γ2 ⊢λ∀ M :σ Γ1,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λ∀ λx.M : τ → σ

(abs)Γ1, x : 0,Γ2 ⊢λ∀ M :σ Γ1,Γ2 ⊢λ∀ poprawny
Γ1,Γ2 ⊢λ∀ λx.M : (∀x : 0)σRysunek 3.2: Reguªy przypisywania typów dla λ∀



89Dowód:(⇒) Induk
ja ze wzgl�du na budow� wyprowadzenia przez przypadki zewzgl�du na ostatnio u»yt¡ reguª�. Zaªó»my, »e nasz os¡d jest wyprowadzalnyw λ∀ za pomo
¡ wyprowadzenia P.Dla os¡du Γ ⊢M : τ , gdzie τ jest typem pierwszego rz�du stosowalne s¡w λ∀ tylko reguªy (var), (app), (inst), (arr-abs), (abs).Je±li ostatni¡ reguª¡ jest (var), to jedynym miejs
em w wyprowadzeniu,gdzie wyst�puje os¡d posta
i Γ ⊢ M : τ , przy 
zym τ jest typem, jest kon-kluzja reguªy (var). Dla tej konkluzji warunek z de�ni
ji 3.2.6 jest speªnionyz zaªo»enia o Γ ⊢M : τ .Je±li ostatni¡ reguª¡ jest (app), to M = M1M2 i wyprowadzenie dla na-szego os¡du skªada si� z dwu wyprowadze« w λ∀ dla Γ ⊢ M1 : τ → σ oraz
Γ ⊢ M2 : τ , gdzie τ jest pewnym typem pierwszego rz�du. Z zaªo»enia in-duk
yjnego oba te wyprowadzenia s¡ wyprowadzeniami pierwszego rz�du,a zatem wszystkie znajduj¡
e si� tam os¡dy maj¡ wªasno±¢ wskazan¡ w de-�ni
ji 3.2.6. Wªasno±¢ t� z zaªo»enia ma tak»e os¡d ko«
owy, zatem 
aªewyprowadzenie tego os¡du ma t� wªasno±¢ i wyprowadzenie jest wyprowa-dzeniem pierwszego rz�du.Dla reguª (inst), (arr-abs) i (abs) dowód wygl¡da podobnie, jak w po-przednim przypadku, wi�
 go tutaj pomijamy, zostawiaj¡
 jego sz
zegóªybardziej do
iekliwym 
zytelnikom.(⇐) Induk
ja ze wzgl�du na budow� wyprowadzenia pierwszego rz�duprzez przypadki ze wzgl�du na ostatni¡ u»yt¡ reguª�.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (var), to mo»na t� reguª� zast¡pi¢ reguª¡(var) z systemu λ∀, przy 
zym wyprowadzenie dla Γ1, x : τ,Γ2 ⊢ poprawny dasi� wykona¢ w λ∀, gdy» ze wzgl�du na fakt, »e wyprowadzenie jest pierwszegorz�du, τ jest typem pierwszego rz�du, a dla takiego typu mo»na wyprowadzi¢poprawno±¢ wspomnianego kontekstu w λ∀.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (app), to s¡ mo»liwe dwa przypadki: albo
τ = 0, albo τ 6= 0 (ozna
zenia jak na rysunku 3.1). W tej pierwszej sytua
jiprzeksztaª
amy reguª� (app) na reguª� (inst). Mo»liwe to jest, poniewa»wiemy, »e τ = 0.W drugiej sytua
ji wiadomo, »e x nie wyst�puje w σ, gdy» wyprowadzeniejest pierwszego rz�du, 
o dla os¡du Γ ⊢ N : (∀x : τ)σ ozna
za w zwi¡zkuz tym, »e τ 6= 0, »e σ nie zawiera x (w typa
h pierwszego rz�du dozwolonajest kwanty�ka
ja tylko po zmienny
h typu 0). W zwi¡zku z tym mo»naopu±
i¢ podstawienie [x := M ] i zast¡pi¢ (∀x : τ)σ przez τ → σ. Opera
je tepozwalaj¡ zast¡pi¢ reguª� (app) przez reguª� (app) w λ∀.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (abs), to znowu mo»liwe s¡ dwa przypadki:gdy τ = 0 i gdy τ 6= 0. W tym pierwszym przypadku reguª� (abs) w systemie
λP mo»na naty
hmiast przetªuma
zy¢ na reguª� (abs) w λ∀.W drugim przypadku, poniewa» σ z zaªo»enia o wyprowadzeniu pierw-szego rz�du jest typem pierwszego rz�du, to nie mo»e zawiera¢ wolnego wy-st¡pienia zmiennej typu ró»nego od 0. Ozna
za to, »e typ (∀x : τ)σ ma tak



90naprawd� posta¢ τ → σ. Uwaga ta pozwala naty
hmiast zast¡pi¢ w tejsytua
ji reguª� (abs) w λP przez reguª� (arr-abs) w λ∀.Je±li ostatni¡ reguª¡ jest reguªa (kd-konv) lub (typ-
onv), to opusz
zamyt� reguª�, gdy» typy pierwszego rz�du s¡ w posta
i normalnej, w zwi¡zkuz 
zym u»yta tutaj β-równo±¢ jest po prostu to»samo±
i¡.Wykazali±my zatem, »e dwa obrane przez nas poj�
ia wyprowadzeniapierwszego rz�du s¡ równowa»ne. Warto jesz
ze wykona¢ wysiªek wskazu-j¡
y, »e podane poj�
ia maj¡ zwi¡zek z logik¡ pierwszego rz�du. Wprowa-dzimy najpierw pewn¡ pomo
ni
z¡ de�ni
j�De�ni
ja 3.2.9 (kontekst po
hodny)Powiemy, »e dla danej sygnatury kontekst Γφ
Γ′ w λP jest kontekstem po
hod-nym od kontekstu Γ′ i typu φ w logi
e pierwszego rz�du, gdy

Γφ
Γ′ = ΓΣ, x1 : 0, . . . , xn : 0, y1 :φ1, . . . , ym :φm,gdzie ΓΣ to kontekst sygnaturowy dla sygnatury, nad któr¡ pra
ujemy, sym-bole x1, . . . , xn to zmienne wolne w Γ i φ oraz Γ′ = {φ1, . . . , φm}. Czasami,gdy nie b�dzie istotne, o jaki typ 
hodzi, b�dziemy opusz
zali w ozna
zeniu

Γφ
Γ górny indeks φ, przy 
zym zmienne wolne b�d¡ brane ju» tylko z kontek-stu Γ.Powiemy, »e kontekst Γ jest prostym rozszerzeniem kontekstu po
hodnego

Γφ
Γ′ , gdy ma posta¢

Γ1, z1 : 0, . . . , zk : 0,Γ2,gdzie Γ1,Γ2 = Γφ
Γ′ .O
zywi±
ie kontekst po
hodny jest swoim wªasnym prostym rozszerzeniem.Twierdzenie 3.2.10 (równowa»no±¢ logiki pierwszego rz�du i λ∀)Os¡d Γ ⊢∀ φ, gdzie φ jest zdaniem nad sygnatur¡ Σ, jest wyprowadzalnyw systemie naturalnej deduk
ji dla logiki pierwszego rz�du wtedy i tylkowtedy, gdy istnieje termM oraz proste rozszerzenie Γ′ kontekstu po
hodnego

Γφ
Γ, takie »e os¡d Γ′ ⊢M :φ jest wyprowadzalny w λ∀.Dowód:(⇒) Dowód przez induk
j� ze wzgl�du na wyprowadzenie Γ ⊢∀ φ przezprzypadki ze wzgl�du na ostatnio u»yt¡ reguª�.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (ax), to tworzymy dowód w λ∀ zªo»onyz reguªy (var), której zaªo»enie stanowi wyprowadzenie dla Γ1, x :φ,Γ2 ⊢poprawny, gdzie Γ1, x :φ,Γ2 to kontekst po
hodny od Γ i φ. Takie wypro-wadzenie jest mo»liwe, gdy» w λ∀ wyprowadzalna jest poprawno±¢ ka»degokontekstu po
hodnego.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (→ I), to φ = φ1 → φ2 i z zaªo»enia in-duk
yjnego mo»emy utworzy¢ wyprowadzenie w λ∀ dla Γφ2

Γ,φ1
⊢M0 :φ2. Mo-»emy te» uzyska¢ wyprowadzenie dla Γφ1→φ2

Γ ⊢ poprawny, gdy» w systemie
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λ∀ wyprowadzalna jest poprawno±¢ ka»dego kontekstu po
hodnego. Kontek-sty Γφ2

Γ,φ1
i Γφ1→φ2

Γ ró»ni¡ si� tylko tym, »e ten pierwszy ma na ko«
u ym :φ2.Mo»emy w tym momen
ie skorzysta¢ z reguªy (arr-abs) z λ∀ i otrzyma¢wyprowadzenie dla ΓΓ ⊢ λx.M0 :φ1 → φ2, 
o daje nam po»¡dany rezultat.Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (→ E), to z zaªo»enia induk
yjnego mo-»emy utworzy¢ wyprowadzenia w λ∀ dla Γ1 ⊢ M1 :φ1 → φ2 oraz dla Γ2 ⊢
M2 :φ1 dla pewny
h termówM1 iM2, gdzie Γ1 to proste rozszerzenie Γφ1→φ2

Γ ,a Γ2, to proste rozszerzenie Γφ1

Γ . Te dwa wyprowadzenia mo»na poprawi¢,tak by dawaªy w wyniku wspólny zestaw zmienny
h pierwszego rz�du w kon-tek±
ie, a nast�pnie w λ∀ poª¡
zy¢ w wyprowadzenie dla Γ3 ⊢M1M2 :φ2 zapomo
¡ reguªy (app), gdzie Γ3 to proste rozszerzenie Γφ2

Γ o zmienne pierw-szego rz�du.Je»eli ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (∀I), to z zaªo»enia induk
yjnego mo»nawyprowadzi¢ os¡d Γ′ ⊢M :φ, gdzie Γ′ jest prostym rozszerzeniem kontekstupo
hodnego kontekstu Γ. Je±li x 6∈ FV (Γ), to mo»na zakªada¢, »e x nie wy-st�puje w typa
h pierwszego rz�du w Γ′. Skoro tak, to mo»na wyprowadzi¢
Γ1,Γ2 ⊢ poprawny, gdzie Γ′ = Γ1, x : 0,Γ2, a 
o za tym idzie mo»na zastoso-wa¢ reguª� (abs) i uzyska¢ os¡d Γ1,Γ2 ⊢ λx.M : (∀x : 0).φ. Kontekst Γ1,Γ2jest o
zywi±
ie kontekstem rozszerzaj¡
ym kontekst po
hodny Γ

(∀x : 0).φ
Γ .Je±li ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (∀E), to z zaªo»enia induk
yjnego mo»emywyprowadzi¢ os¡d Γ′ ⊢ N : (∀x : 0)φ dla kontekstu Γ′ b�d¡
ego rozszerzeniemkontekstu po
hodnego od Γ i (∀x : 0)φ oraz pewnego termu N . Poniewa» M(ozn. z rysunku 1.7) jest termem nad sygnatur¡ Σ, to mo»na wyprowadzi¢os¡d Γ′ ⊢ M : 0. W tym momen
ie mo»na zastosowa¢ reguª� (inst) systemu

λ∀ i uzyska¢ os¡d Γ′ ⊢ NM :φ[x := M ].(⇐) Dowód znowu przeprowadzimy przez induk
j� ze wzgl�du na wyprowa-dzenie w λ∀ przez przypadki wynikaj¡
e z ostatniej u»ytej reguªy.Je»eli ostatni¡ reguª¡ byªo (var), to wyprowadzony zostaª os¡d Γ, x :φ ⊢
x :φ. W tej sytua
ji tworzymy dowód w logi
e pierwszego rz�du skªadaj¡
ysi� z reguªy (ax) i os¡du Γ′, φ ⊢ φ, gdzie Γ′ jest kontekstem, którym wyst�puj¡dokªadnie te formuªy, które wyst�puj¡ w Γ.Je»eli ostatni¡ reguª¡ byªo (app), to wyprowadzonym os¡dem jest Γ ⊢
NM :ψ. Z zaªo»enia induk
yjnego mo»emy wyprowadzi¢ w logi
e pierwszegorz�du Γ′ ⊢ φ→ ψ oraz Γ′ ⊢ φ, gdzie Γ′ jest kontekstem, w którym wyst�puj¡dokªadnie te formuªy, które wyst�puj¡ w Γ. Do ty
h dwó
h os¡dów mo»emyzastosowa¢ reguª� (→ E) i uzyska¢ o
zekiwane Γ ⊢ ψ.Je»eli ostatni¡ reguª¡ byªo (inst), to wyprowadzonym os¡dem jest Γ ⊢
NM :ψ[x := M ]. Z zaªo»enia induk
yjnego mo»emy wyprowadzi¢ w logi
epierwszego rz�du Γ′ ⊢ ∀xψ, gdzie Γ′ jest kontekstem, w którym wyst�puj¡ do-kªadnie te formuªy, które wyst�puj¡ w Γ. Do tak uzyskanego os¡du mo»emyzastosowa¢ reguª� (∀E) z termem M . Uzyskujemy w ten sposób o
zekiwanyos¡d Γ′ ⊢ ψ[x := M ].



92 Je»eli ostatni¡ reguª¡ byªo (arr-abs), to wyprowadzonym w λ∀ os¡demjest Γ ⊢ λx.M :φ → ψ. Z zaªo»enia induk
yjnego mo»emy wyprowadzi¢w logi
e pierwszego rz�du Γ′, φ ⊢ ψ, przy 
zym Γ′ zawiera dokªadnie teformuªy, które wyst�puj¡ w Γ. To pozwala nam zastosowa¢ reguª� (→ I)i uzyska¢ Γ′ ⊢ φ→ ψ.Je»eli ostatni¡ reguª¡ byªo (abs), to wyprowadzonym w λ∀ os¡dem jest
Γ ⊢ λx.M : (∀x : 0)φ. Z zaªo»enia induk
yjnego mo»emy wyprowadzi¢ w lo-gi
e pierwszego rz�du Γ′ ⊢ ψ, przy 
zym Γ′ zawiera dokªadnie te formuªy,które wyst�puj¡ w Γ. Przy 
zym x nie wyst�puje w Γ, gdy» Γ jest popraw-nie zbudowanym kontekstem po usuni�
iu x : 0. To pozwala nam zastosowa¢reguª� (∀I) i uzyska¢ Γ′ ⊢ ∀xψ.Udowodnimy teraz kilka interesuj¡
y
h faktów, które opisuj¡ wyprowa-dzenia pierwszego rz�du.Fakt 3.2.11 (wyprowadzenia sterowane skªadni¡)Je±li Γ ⊢ M : τ , gdzie τ jest typem pierwszego rz�du, ma wyprowadzeniepierwszego rz�du P, to istnieje wyprowadzenie pierwszego rz�du dla tegoos¡du, które1. je±li M = x, to ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (var);2. je±li M = M1M2 i M2 jest homogeni
znym termem pierwszego rz�duoraz M1M2 nie jest podtermem homogeni
znego termu pierwszego rz�-du, to ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (app) i M1 ma typ posta
i (∀x : 0)σ;3. je±li M = M1M2 i M2 nie jest homogeni
znym termem pierwszegorz�du, to ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (app) i M1 ma typ posta
i σ1 → σ2;4. je±li M = λx.M1, to ostatni¡ u»yt¡ reguª¡ jest (abs).Dowód:Dowód przez induk
j� ze wzgl�du na li
zb� reguª wyprowadzenia w P, którewyprowadzaj¡ typ pierwszego rz�du.Je±li rozmiar 1, to mamy mo»liw¡ tylko reguª� (var). Ta reguªa si� stosujetylko, gdy M jest zmienn¡, st¡d nasza teza jest speªniona.Nie
h rozmiar dowodu b�dzie wi�kszy od 1. Dla dowodu (1) stwierdzamy,»e os¡d Γ ⊢ x : τ mo»e zosta¢ uzyskany tylko w wyniku dziaªania reguªy(var) lub (typ-
onv). Poniewa» typy w wyprowadzenia
h pierwszego rz�du s¡zawsze w posta
i β-normalnej, reguª� (typ-
onv) mo»na usun¡¢ i zastosowa¢zaªo»enie induk
yjne do pozostaªej lewej przesªanki tej reguªy.Dla dowodu (2) stwierdzamy, »e os¡d Γ ⊢M1M2 : τ , gdzieM2 jest termemhomogeni
znym, a M1M2 nie jest podtermem termu homogeni
znego, mo»eby¢ uzyskany za pomo
¡ reguª: (app) oraz (typ-
onv). T� ostatni¡ reguª�eliminujemy jak w poprzednim przypadku. Trzeba jesz
ze pokaza¢, »e dla
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M1 mamy typ posta
i (∀x : 0)σ. Poniewa» wyprowadzenie jest pierwszegorz�du, a M1M2 nie jest termem homogeni
znym, to σ[x := M2] jest typempierwszego rz�du, w zwi¡zku z 
zym typ w lewym zaªo»eniu reguªy musi mie¢posta¢ (∀x : 0)σ (typ 0→ σ nie jest dozwolonym typem w wyprowadzenia
hpierwszego rz�du).Dla dowodu (3) znowu stwierdzamy, »e Γ ⊢M1M2 : τ mo»e by¢ uzyskanywyª¡
znie za pomo
¡ reguª: (app), (typ-
onv). Dla reguªy (typ-
onv) po-st�pujemy jak w poprzedni
h przypadka
h. Dla reguªy (app) trzeba jesz
zewykaza¢, »e M1 ma typ posta
i σ1 → σ2. Poniewa» M2 nie jest termemhomogeni
znym pierwszego rz�du, to nie mo»e mie¢ typu 0 (w wyprowa-dzenia
h pierwszego rz�du taki typ mog¡ mie¢ tylko homogeni
zne termypierwszego rz�du). Zatem, »eby typ lewej przesªanki (app) byª typem pierw-szego rz�du, musi mie¢ posta¢ σ1 → σ2.Dla dowodu (4) stwierdzamy, »e Γ ⊢ λx.M1 : τ mo»e zosta¢ uzyskanyza pomo
¡: (abs) lub (typ-
onv). Dla reguªy (typ-
onv) post�pujemy jakw poprzedni
h przypadka
h. W zwi¡zku z tym ostatni¡ reguª¡ mo»e by¢tylko (abs).Powy»szy fakt pozwala my±le¢ o wyprowadzenia
h pierwszego rz�du jako wyprowadzenia
h skªadaj¡
y
h si� z powy»ej wymieniony
h reguª. Cowi�
ej w wyprowadzeniu typu dla termu M ±
ie»ka ρ do jego podtermu Njednozna
znie identy�kuje miejs
e w wyprowadzeniu dla M , w którym wy-st�puje N , a 
o za tym idzie typ, jaki zostaª w wyprowadzeniu przypisanytemu wyst¡pieniu N .Przedstawimy teraz dwa problemy de
yzyjne, którymi b�dziemy si� tutajzajmowa¢.Problem 3.2.12 (wyprowadzanie typów z kontekstami pierwszegorz�du)Dane: TermM ra
hunku lambda w wersji Curry'ego oraz kontekst pierwszegorz�du Γ.Pytanie: Czy istnieje wyprowadzenie w λP , które ko«
zy si� os¡dem Γ ⊢
M : τ dla jakiego± typu pierwszego rz�du τ?Problem 3.2.13 (kontekstowe wyprowadzanie typów w logi
epierwszego rz�du)Dane: TermM ra
hunku lambda w wersji Curry'ego oraz kontekst pierwszegorz�du Γ.Pytanie: Czy istnieje wyprowadzenie pierwszego rz�du, które ko«
zy si� os¡-dem Γ ⊢M : τ dla jakiego± typu pierwszego rz�du τ?Pierwszy z ty
h dwó
h problemów pojawia si� naturalnie, gdy zastanawiamysi�, 
zy wystar
zy ograni
zy¢ si� do samy
h dany
h wej±
iowy
h pierwszegorz�du, by uzyska¢ rozstrzygalny problem wyprowadzania typów (wiadomo,»e wyprowadzanie typów w λP jest nierozstrzygalne � zob. [Dow93℄). Oka-zuje si� jednak, jak zoba
zymy w sek
ji 3.2.2, »e problem ten jest nieroz-strzygalny. Nast�pnym naturalnym ograni
zeniem systemu jest przyj�
ie, »e



94interesuj¡ nas tylko te os¡dy, które mo»na dosta¢ stosuj¡
 wyprowadzeniapierwszego rz�du. Z tym ograni
zeniem wªa±nie zwi¡zany jest nasz drugiproblem, którym zajmiemy si� w sek
ji 3.2.3.3.2.2 Nierozstrzygalno±¢ wyprowadzania typów z konteksta-mi pierwszego rz�duPrzedstawimy tutaj dowód nierozstrzygalno±
i wyprowadzania typów z kon-tekstami pierwszego rz�du. Konstruk
ja tego dowodu opiera si� zasadni
zona dowodzie G. Doweka z pra
y [Dow93℄.Zredukujemy problem uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy-
ja
h 
zoªowy
h (w przypadku dla instan
ji z jednym typem bazowym i 
zte-rema symbolami: f0, f1, c, d jak w sek
ji 2.3; dla przejrzysto±
i prezenta
jirezygnujemy z dowodu w ogólnym przypadku, przy 
zym powinno by¢ ja-sne na podstawie niniejszego materiaªu, jak taki dowód przeprowadzi¢). Tareduk
ja wraz z reduk
j¡ z sek
ji 3.2.3 ozna
za silny zwi¡zek mi�dzy proble-mami uni�ka
ji ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h a problemami wypro-wadzania typów w systemie λP .Za
zniemy nasz¡ konstruk
j� od okre±lenia kontekstu, którego b�dziemyu»ywali w instan
ja
h problemu wyprowadzania typów. B�dziemy zakªa-da¢, »e E jest instan
j¡ problemu uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�duw pozy
ja
h 
zoªowy
h.De�ni
ja 3.2.14 (kontekst dla wyprowadzania typów)Okre±limy kontekst ΓE
w,0 jako 
i¡g:

0 : ∗, f0 : 0→ 0, f1 : 0→ 0, c : 0, d : 0, P : 0→ ∗, xφ : (∀x : 0)((Px)→ (Pc)).Kontekst ΓE
w okre±limy jako ΓE

w,0, xτ1 : τ1, . . . , xτk
: τk, gdzie {τ1, . . . , τk} jestzbiorem typów argumentów zmienny
h wolny
h w ukªadzie równa« E.Zauwa»my, »e kontekst Γw jest kontekstem pierwszego rz�du nad sygnatur¡

Σ = {f0, f1, c, d, P}, gdzie f1, f2 ozna
zaj¡ symbole funk
yjne o arno±
i 1,symbole c, d ozna
zaj¡ symbole staªy
h (symbole funk
yjne o arno±
i 0), za±symbol P ozna
za symbol predykatu o jednym argumen
ie.Obe
nie okre±limy term, który b�dzie stanowiª drugi skªadnik instan
jiproblemu wyprowadzania typów.De�ni
ja 3.2.15 (term dla wyprowadzania typów)Dla ka»dej zmiennej wolnej F w równania
h E wprowadzamy zmienn¡przedmiotow¡ xF . Wprowadzamy zmienne xeq,i, gdzie i przebiega numerykolejne równa« w zadanym ukªadzie równa«. Dodajemy jesz
ze jedn¡ zmien-n¡ przedmiotow¡: xlist. De�niujemy dla ka»dej zmiennej F term
MF = xFxτ1 . . . xτn ,
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zym typ F równy jest τ1 → · · · → τn → 0; dla ka»dego równaniaposta
i FM1 . . .Mn
.
= GN1 . . . Nm o numerze i okre±lamy dwa termy:

M1
eq,i = xeq,i(xFM1 . . .Mn),

M2
eq,i = xeq,i(xGN1 . . . Nm).(Termy Mi, Nj s¡ legalne w ΓE

w , gdy» skªadaj¡ si� wyª¡
znie z symboli z sy-gnatury Σ.)Wresz
ie dla ka»dego równania posta
i FM1 . . .Mn
.
= N , maj¡
ego nu-mer i, wprowadzamy term

M1
eq,i = xφN(xFM1 . . .Mn).Zde�niujemy jesz
ze dla jednolito±
i przedstawienia M2

eq,i = c. Wresz
ieokre±limy term ME
0 :

ME
0 = λxlistxF1

. . . xFnxeq,1 . . . xeq,m.(xlistMF1
. . .MFn

M1
eq,1 . . .M

1
eq,m

M2
eq,1 . . .M

2
eq,m),gdzie n jest li
zb¡ zmienny
h wolny
h wyst�puj¡
y
h w E, a m jest li
zb¡równa« w E. Caªy term okre±limy jako ME = KIME

0 , gdzie K jest termemrzutowania na pierwsz¡ wspóªrz�dn¡ (λxy.x), I jest termem identy
zno±
io-wym (λx.x).Przedstawimy teraz lemat opisuj¡
y gªówn¡ wªasno±¢ przedstawionej tu-taj transla
ji:Lemat 3.2.16 (równowa»no±¢ unifika
ji i wyprowadzania typówz kontekstami pierwszego rz�du)Nie
h E b�dzie instan
j¡ problemu (nad wspomnian¡ w
ze±niej sygnatur¡)uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h. Ukªad E jestuni�kowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla oto
zenia ΓE
w i termu ME istniejetyp pierwszego rz�du ψ, taki »e os¡d ΓE

w ⊢M
E :ψ ma wyprowadzenie w λP .Dowód:(⇒) Zaªó»my, »e mamy rozwi¡zanie S ukªadu równa« E. Szukany typ ψb�dzie równy (Pc) → (Pc). Typowanie termu ME

0 uzyskamy, wskazuj¡
typy dla zmienny
h po λ-abstrak
ji:
xF :∀x1 : τ1 . . . xk : τkF

.P (NF(S(F )x1 . . . xkF
))

xeq,i :P (NF(S(F )M1 . . .MkF
))→ P (c)dla wszystki
h zmienny
h wolny
h F w E oraz dla wszystki
h równa« posta
i

FM1 . . .MkF

.
= GN1 . . . NkG

, gdzie kF , kG ozna
zaj¡ arno±¢ odpowiedniozmiennej F i G, a τ1, . . . , τkF
to typy argumentów F .



96 Dla równania i posta
i FM1 . . .MkF

.
= GN1 . . . NkG

na podstawie powy»-szej de�ni
ji xFM1 . . .MkF
ma typ P (NF(S(F )M1 . . .MkF

)) i analogi
znieterm xGN1 . . . NkG
ma typ P (NF(S(G)N1 . . . NkG

)). Poniewa» S jest uni�-katorem typy te s¡ równe, st¡d mo»na zaªo»y¢, »e dobrze typuj¡ si� termy
M1

eq,i,M
2
eq,i do typu P (c). Rze
zywi±
ie zgodnie z de�ni
j¡ typu zmien-nej xeq,i typ pierwszego jej argumentu jest równy P (NF(S(F )M1 . . .MkF

)),a ten z kolei (poniewa» S uni�kuje) jest równy typowi termu xGN1 . . . NkG
.Ozna
zmy typ termu M j

eq,i jako τ j
eq,i.Dla równania i posta
i FM1 . . .MkF

.
= N na podstawie powy»szej de�-ni
ji typ dla xFM1 . . .MkF

jest równy P (NF(S(F )M1 . . .MkF
)). Poniewa»typ xφ w oto
zeniu ΓE jest równy (∀x : 0)((Px) → (Pc)), to term xφN matyp (PN) → (Px). Poniewa» S jest uni�katorem, to aplika
ja xφN do

xFM1 . . .MkF
ma typ Pc. Znowu tutaj ozna
zamy typ M1

eq,i przez τ1
eq,i.Typ M2

eq,i, to o
zywi±
ie 0 i ozna
zamy go przez τ2
eq,i.Pozostaje okre±lenie typu dla termówMF , gdzie F jest zmienn¡ w równa-niu E. Tutaj zgodnie z de�ni
j¡ kontekstu ΓE mamy, »e typem xFxτ1 . . . xτnjest P (NF(S(F )xτ1 . . . xτn)), przy 
zym τi jest typem i-tego argumentu F .Okre±lmy typ MF jako τF .Zmienna xlist w tym momen
ie ma przypisany typ:

τF1
→ · · · → τFn →

τ1
eq,1 → · · · → τ1

eq,m →

τ2
eq,1 → · · · → τ2

eq,m → Pc.Ozna
zymy ten typ przez τ∗. Lista λ-abstrak
ji na po
z¡tku termu ME
0pozwala wyprowadzi¢ dla tego termu typ τ∗ → τ∗. Ozna
za to, »e term ME
0si� typuje, a poniewa» dla I mo»na wyprowadzi¢ typ (Pc)→ (Pc), a dla Kmo»na wyprowadzi¢ typ ((Pc) → (Pc)) → (τ∗ → τ∗) → (Pc) → (Pc), to

ME typuje si� do (Pc)→ (Pc).(⇐) Zaªo»ymy teraz, »e ΓE ⊢ ME :ψ ma wyprowadzenie w λP dla pew-nego ψ. Ozna
za to, »e term ME
0 ma pewien typ ψ′ w oto
zeniu ΓE .W zwi¡zku z tym, »e jako podtermy ME

0 typuj¡ si� termy MF , wiemy, i»typ τF dla zmiennej F ma posta¢ (∀x : τ1 . . . x : τn)NF(βFxτ1 . . . xτn), gdzie
βF = λx1, . . . , xn.β

′
F dla pewnego β′F .Wiemy te», »e typuj¡ si� termy M1

eq,i i M1
eq,i dla i-tego równania w E,które ma posta¢ FM1 . . .MkF

.
= GN1 . . . NkG

, gdzie kF , kG to arno±
i Fi G. W zwi¡zku z tym typuj¡ si� termy xFM1 . . .MkF
i xGN1 . . . NkG

. Wzwi¡zku z naszymi rozwa»aniami na temat MF i MG termy te maj¡ typy
NF(βFM1 . . .MkF

) oraz NF(βGN1 . . . NkG
). Poniewa» termy te s¡ pierw-szymi argumentami xeq,i, to mamy równo±¢

NF(βFM1 . . .MkF
) ≃ NF(βGN1 . . . NkG

). (3.2)Z kolei, poniewa» typuje si� term M1
eq,i dla i wskazuj¡
ego na równaniew E posta
i FM1 . . .MkF

.
= N i poniewa» pierwszym argumentem xφ jest



97tutaj N , to mamy typ dla xφN równy (PN) → (Pc). Z kolei typ termu
xFM1 . . .MkF

to, jak ju» stwierdzili±my, NF(βFM1 . . .MkF
). Poniewa» za±term xφN jest aplikowany do xFM1 . . .MkF

, to mamy równo±¢
P (NF(βFM1 . . .MkF

)) ≃ P (N),
o po opusz
zeniu P daje
NF(βFM1 . . .MkF

) ≃ N. (3.3)Równo±
i (3.2) i (3.3) naty
hmiast implikuj¡, »e podstawienie S okre-±lone jako S(F ) = βF dla wszystki
h zmienny
h F wyst�puj¡
y
h w E jestuni�katorem E.Uwaga 3.2.17 Warto zwró
i¢ uwag�, »e jedynym miejs
em, gdzie powy»szakonstruk
ja wykra
za poza logik� pierwszego rz�du, jest miejs
e typowaniazmiennej xF . Jej typ ma posta¢ (∀x1 : τ1 . . . xn : τn)σ, gdzie τi s¡ typamiposta
i 0 → · · · → 0. Ozna
za to, »e powy»szy dowód dziaªaªby ju» dlarozszerzenia logiki pierwszego rz�du, w którym dysponujemy mo»liwo±
i¡kwanty�kowania po symbola
h o typa
h drugiego rz�du.Mo»emy teraz pokaza¢ twierdzenie:Twierdzenie 3.2.18 (nierozstrzygalno±¢ wyprowadzania typówz kontekstami pierwszego rz�du)Problem wyprowadzania typów z kontekstami pierwszego rz�du jest nieroz-strzygalny.Dowód:Gdyby problem ten byª rozstrzygalny, to istniaªby algorytm A okre±laj¡
y,
zy dla danego kontekstu i termu da si� wyprowadzi¢ zawieraj¡
y je os¡d.Po przetªuma
zeniu instan
ji E problemu uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iegorz�du w pozy
ja
h 
zoªowy
h zgodnie z de�ni
jami 3.2.15 oraz 3.2.14 uzyska-liby±my kontekst i term, które byªyby danymi wej±
iowymi dla A. Zako«
ze-nie dziaªania A suk
esem lub pora»k¡ implikowaªoby na mo
y lematu 3.2.16,»e po
z¡tkowa instan
ja E odpowiednio ma lub nie ma rozwi¡zania. Zde�-niowaliby±my w ten sposób algorytm uni�ka
ji ze zmiennymi trze
iego rz�duw pozy
ja
h 
zoªowy
h, to za± jest sprze
zne z twierdzeniem 2.3.6.3.2.3 Rozstrzygalno±¢ kontekstowego wyprowadzania typóww logi
e pierwszego rz�duW niniejszej sek
ji przedstawiamy dowód rozstrzygalno±
i problemu kontek-stowego wyprowadzania typów w logi
e pierwszego rz�du. Rozwa»amy tutajprzypadek ograni
zony do sygnatur, w który
h znajduje si� 
o najmniej je-den symbol staªej. Ten dodatkowy element pozwala na pewne uªatwienia



98w stosowany
h tutaj konstruk
ja
h. Stosujemy go w konstruk
ji pozbywa-nia si� wi�zów (fakt 3.2.67) oraz w pro
esie uni�ka
ji ze zmiennymi w po-zy
ja
h 
zoªowy
h (twierdzenie 2.2.1), gdzie uni�kator dla zmiennej spozasumy warstw uzyskujemy wstawiaj¡
 ustalon¡ staª¡ z sygnatury.Zauwa»my przy okazji, »e takie zaªo»enie jest bardzo wygodne, gdy» dlakontekstu Γ = (0 : ∗, P : 0 → ∗) (w którym nie ma staªej) i termu λx.xnie mo»na znale¹¢ wyprowadzenia w λ∀. Natomiast doªo»enie staªej c : 0powoduje, »e mo»na wyprowadzi¢ dla naszego termu typ P (c)→ P (c).Ogólna idea algorytmu wygl¡da tak:
• najpierw generujemy równania mi�dzy pewnymi spe
jalnymi obiektamizwanymi e-typami,
• nast�pnie uprasz
zamy te równania,
• poniewa» w równania
h wyst�puj¡ kwanty�katory, pozbywamy si� i
h,
• wresz
ie tªuma
zymy uzyskane równania na równania uni�ka
ji dru-giego rz�du ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h,
• rozwi¡zujemy uzyskany ukªad równa«, je±li da si� rozwi¡za¢, to mamywyprowadzenie, je±li nie, to wyprowadzenia brak.E-typy, e-termy i równania na ni
hWprowadzimy teraz wspomniane ju» e-typy.De�ni
ja 3.2.19 (e-typy)Zbiór e-typów nad sygnatur¡ Σ ze zmiennymi pierwszego rz�du X i zmien-nymi typowymi X , ozna
zany T e

Σ(X,X ), zde�niowany jest jako zbiór napisówwyprowadzalny
h przy pomo
y symbolu nieterminalnego T w nast�puj¡
ejgramaty
e
T ::= X | C | F1(T ) | F2(T1, T2) | · · · | Fn(T1, . . . , Tn) | T1〈X := T2〉
T ::= X | P1(T ) | P2(T1, T2) | · · · | Pn(T1, . . . , Tn) |

T1 → T2 | (∀X : 0)T | T 〈X := T 〉przy 
zym X ozna
za zmienne pierwszego rz�du, C ozna
za symbole staªy
hz Σ, Fi ozna
za symbole funk
ji o arno±
i i w Σ, a Pi ozna
za symbole rela
jio arno±
i i w Σ.Zbiorem e-termów nad sygnatur¡ Σ i zmiennymi pierwszego rz�du X,ozna
zanym T e
Σ(X) nazywamy zbiór napisów wyprowadzalny
h w powy»szejgramaty
e przy pomo
y symbolu nieterminalnego T .E-typy b�dziemy zwykle ozna
zali symbolami typu τ, τ ′, τ1, . . . , σ . . ., za±e-termy � symbolami typu t, t1, . . . , s, . . .



99Aby upro±
i¢ zapis b�dziemy pisa¢ τ〈~x := ~t〉, gdy b�dziemy 
h
ieli skró
i¢
τ〈x1 := t1〉 · · · 〈xn := tn〉.Opera
j� ·〈· := ·〉 okre±la¢ b�dziemy nazw¡ jawnej substytu
ji lub w skró-
ie substytu
ji.Okre±limy tutaj zbiór zmienny
h wolny
h:De�ni
ja 3.2.20 (zmienne wolne)Zbiór wolny
h zmienny
h pierwszego rz�du w e-typie (e-termie) τ , ozna
zany
Vars(τ), jest zde�niowany induk
yjnie jako
• dla τ = c mamy Vars(τ) = ∅;
• dla τ = x mamy Vars(τ) = {x};
• dla τ = f(t1, . . . , tn) mamy Vars(τ) =

⋃n
i=1 Vars(ti);

• dla τ = t′〈x := t〉 mamy Vars(τ) = Vars(t′)\{x} ∪Vars(t);
• dla τ = α mamy Vars(τ) = ∅;
• dla τ = P (t1, . . . , tn) mamy Vars(τ) =

⋃

i=1,...,n Vars(ti);
• dla τ = τ1 → τ2 mamy Vars(τ) = Vars(τ1) ∪Vars(τ2);
• dla τ = (∀x : 0)τ ′ mamy Vars(τ) = Vars(τ ′)\{x};
• dla τ = τ ′〈x := t〉 mamy Vars(τ) = Vars(τ ′)\{x} ∪Vars(t).O
zywi±
ie zmienne, które nie s¡ wolne (s¡ zwi¡zane operatorem ·〈· := ·〉)mo»na przemianowywa¢. Rela
j� równowa»no±
i uto»samiaj¡
¡ termy ró»-ni¡
e si� tylko przemianowanymi zmiennymi zwi¡zanymi ozna
zamy jak zwy-kle przez ≡α.Dalej wprowadzamy nota
j� TV(τ) dla zbioru zmienny
h typowy
h w ty-pie τ . Nota
je Vars(· · ·) oraz TV(· · ·) rozszerzamy, tak by mo»na je byªostosowa¢ do zbiorów e-typów.Poj�
ie podstawienia analogi
zne do podstawienia z de�ni
ji 1.1.7 niejest tutaj o
zywiste, st¡d przedstawiamy jego peªn¡ de�ni
j� induk
yjn¡.W dalszej 
z�±
i tekstu wprowadzamy te» dla omawiany
h tutaj typów jesz-
ze jedno, odmienne od przedstawionego tutaj, poj�
ie podstawienia (zob.de�ni
ja 3.2.38). Dla odró»nienia ty
h dwó
h rodzajów podstawie«, poj�
iede�niowane tutaj nazywamy podstawieniem pierwszego rz�du.De�ni
ja 3.2.21 (podstawienie pierwszego rz�du)Podstawienie pierwszego rz�du to funk
ja 
z�±
iowa o sko«
zonej dziedziniezawartej w zbiorze zmienny
h pierwszego rz�du i daj¡
a wyniki w zbiorze e-termów. Takie podstawienie zapisujemy zwykle jako [x1 := t1, . . . , xn := tn].Na e-typa
h funk
ja ta dziaªa w sposób nast�puj¡
y
• xi[x1 := t1, . . . , xi := ti, . . . , xn := tn] = ti;
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• y[x1 := t1, . . . , xn := tn] = y, je±li dla ka»dego i = 1, . . . , n mamy
xi 6= y;
• f(s1, . . . , sn)[x1 := t1, . . . , xn := tn] = f(s′1, . . . , s

′
n), gdzie

s′i = si[x1 := t1, . . . , xn := tn];

• t〈x := u〉[x1 := t1, . . . , xn := tn] = t′〈x′ := u′〉, gdzie
u′ = u[x1 := t1, . . . , xn := tn],zmienna x′ nie wyst�puje w »adnym z termów x1, . . . , xn, t1, . . . , tnoraz t′ = t[x := x′][x1 := t1, . . . , xn := tn];

• α[x1 := t1, . . . , xn := tn] = α;
• P (s1, . . . , sn)[x1 := t1, . . . , xn := tn] = P (s′1, . . . , s

′
n), gdzie

s′i = si[x1 := t1, . . . , xn := tn];

• τ1 → τ2[x1 := t1, . . . , xn := tn] = τ ′1 → τ ′2, gdzie τ ′i = τi[x1 :=
t1, . . . , xn := tn];
• ((∀x : 0)τ)[x1 := t1, . . . , xn := tn] = ((∀x′ : 0)τ ′), gdzie x′ nie wyst�pujew x1, . . . , xn, t1, . . . , tn oraz τ ′ = τ [x := x′][x1 := t1, . . . , xn := tn];
• τ〈x := u〉[x1 := t1, . . . , xn := tn] = τ ′〈x′ := u′〉, gdzie

u′ = u[x1 := t1, . . . , xn := tn],zmienna x′ nie wyst�puje w »adnym z termów x1, . . . , xn, t1, . . . , tnoraz τ ′ = τ [x := x′][x1 := t1, . . . , xn := tn].De�ni
ja 3.2.22 (wskazywanie podtermu)Okre±lamy poj�
ie wskazania podtermu i ±
ie»ki podobnie jak w de�ni
ji 1.3.3traktuj¡
 symbole z sygnatury dla e-typów jak symbole pierwszego rz�du,symbol → jako dodatkowy symbol dwuargumentowym, ka»de (∀x : 0) jakdodatkowy symbol jednoargumentowy oraz opera
j� ·〈· := ·〉 jak dodatkowysymbol trójargumentowy.Okre±limy teraz pewn¡ reduk
j�, która pozwoli nam okre±li¢ swego ro-dzaju semantyk� dla e-termów i e-typów.De�ni
ja 3.2.23 (reduk
ja dla e-termów oraz e-typów)Reduk
j� dla e-termów i e-typów, ozna
zan¡ t  t′ lub τ  τ ′, okre±lamyrekuren
yjnie jak nast�puje:



1011. f(s1, . . . , sn) f(s′1, . . . , s
′
n), gdy f jest symbolem opera
ji pierwszegorz�du w Σ oraz dla którego± i ∈ {1, . . . n} mamy si  s′i, za± dla j 6= imamy sj = s′j ;2. t〈x := s〉 t′〈x := s〉, gdy t t′;3. t〈x := s〉 t[x := s], gdy t jest nieredukowalne;4. P (s1, . . . , sn) P (s′1, . . . , s
′
n), gdy P jest symbolem predykatu w syg-naturze Σ oraz dla którego± i ∈ {1, . . . n} mamy si  s′i, za± dla j 6= imamy sj = s′j ;5. σ1 → σ2  σ′1 → σ2, gdy σ1  σ′1;6. σ1 → σ2  σ1 → σ′2, gdy σ2  σ′2;7. (∀y : 0)σ1  (∀y : 0)σ′1, gdy σ1  σ′1;8. σ〈x := s〉 σ′〈x := s〉, gdy s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X oraz σ  σ′;9. (σ1 → σ2)〈x := s〉 σ1〈x := s〉 → σ2〈x := s〉, gdy s ∈ T e
Σ(X), x ∈ X;10. ((∀y : 0)σ)〈x := s〉  ((∀y : 0)σ〈x := s〉), gdy s ∈ T e
Σ(X), x 6= y(gdy x = y wykonujemy najpierw α-konwersj�, a nast�pnie redukujemyzgodnie z niniejsz¡ reguª¡);11. P (t1, . . . , tm)〈x := s〉  P (t′1, . . . , t

′
m), gdy s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X, P jestpredykatem z Σ o arno±
i m, za± t′i = ti〈x := s〉 dla i = 1, . . . ,m.Jak zwykle rozszerzamy  do jej zwrotno-prze
hodniego domkni�
ia  ∗.Zwra
amy tutaj uwag� na fakt, »e zgodnie z przedstawion¡ tutaj de�ni
j¡e-typ posta
i α〈x := t〉, gdzie α jest zmienn¡ typow¡, jest nieredukowalny.Zajmiemy si� teraz pokazywaniem, »e ∗ ma wªasno±¢ Chur
ha-Rosseraoraz wªasno±¢ silnej normaliza
ji. Za
zniemy od wªasno±
i Chur
ha-Rossera.Poka»emy najpierw tro
h� inn¡ wªasno±¢ � wªasno±¢ sªabej kon�uen
ji.Wªasno±¢ ta ª¡
znie z wªasno±
i¡ silnej normaliza
ji daje na mo
y lematuNewmana wªasno±¢ Chur
ha-Rossera.De�ni
ja 3.2.24 (sªaba konfluen
ja)Mówimy, »e system reduk
yjny → ma wªasno±¢ sªabej kon�uen
ji, gdy dladowolny
h trze
h elementówM1,M2,M3 w dziedzinie rela
ji, taki
h »eM1 →
M2 orazM1 →M3, istnieje elementM4, taki »eM2 →

∗ M4 orazM3 →
∗ M4,gdzie →∗ jest domkni�
iem zwrotno-prze
hodnim rela
ji →.Fakt 3.2.25 (sªaba konfluen
ja)Rela
ja reduk
ji  ma wªasno±¢ sªabej kon�uen
ji.



102Dowód:Przypu±¢my, »e τ1  τ2 oraz τ1  τ3. Udowodnimy przez induk
j� zewzgl�du na budow� e-typu (e-termu) τ1, »e istnieje e-typ (e-term) τ4, taki»e τ2  ∗ τ4 oraz τ3  ∗ τ4. (W 
aªym dowodzie pomijamy sytua
j�, gdy
τ2 = τ3. Dla niej dowód jest naty
hmiastowy.)Najpierw przedstawimy przypadki, gdy τ1, τ2, τ3 s¡ e-termami:
• Gdy τ1 jest zmienn¡, to nie jest mo»liwy »aden krok reduk
ji, wi�
nasza teza jest speªniona.
• Gdy τ1 = f(σ1, . . . , σn), to mamy dwie mo»liwo±
i:� Je±li τ2 = f(σ1, . . . , σ

2
i , . . . , σn) oraz τ3 = f(σ1, . . . , σ

3
i , . . . , σn),gdzie σi  σ2

i and σi  σ3
i , to mo»emy zastosowa¢ zaªo»e-nie induk
yjne do σi, σ

2
i i σ3

i , uzyskuj¡
 σ4
i , takie »e σ2

i  
∗ σ4

iand σ3
i  

∗ σ4
i . De�ni
ja  implikuje f(σ1, . . . , σ

2
i , . . . , σn)  ∗

f(σ1, . . . , σ
4
i , . . . , σn) oraz

τ3 = f(σ1, . . . , σ
3
i , . . . , σn) ∗ f(σ1, . . . , σ

4
i , . . . , σn).To ozna
za, »e τ4 = f(σ1, . . . , σ

4
i , . . . , σn) speªnia warunki naszejtezy.� Je±li τ2 = f(σ1, . . . , σ

2
i , . . . , σn) i τ3 = f(σ1, . . . , σ

3
j , . . . , σn), gdzie

σi  σ2
i , σj  σ3

j oraz i 6= j, to mo»emy okre±li¢
τ4 = f(σ1, . . . , σ

2
i , . . . , σ

3
j , . . . , σn)(bez utraty ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e i < j). Uzyskujemyteraz τ2  

∗ τ4 wykonuj¡
 wszystkie reduk
je mi�dzy σj a σ2
joraz podobnie uzyskujemy τ3  ∗ τ4 wykonuj¡
 wszystkie reduk-
je mi�dzy σi a σ3

i .
• Gdy τ1 = τ〈x := s〉 i τ ma podterm posta
i u〈y := v〉, to τ2 =
τ ′2〈x := s〉 i τ3 = τ ′3〈x := s〉, przy 
zym τ  τ ′2 oraz τ  τ ′3. Z zaªo»eniainduk
yjnego istnieje pewien term τ ′4, taki »e τ ′2  ∗ τ ′4 oraz τ ′3  ∗ τ ′4.De�ni
ja  implikuje, »e τ ′i〈x := s〉  ∗ τ ′4〈x := s〉 dla i = 2, 3. Toz kolei daje τ2  ∗ τ4 oraz τ3  ∗ τ4 dla τ4 = t′4〈x := s〉.
• Gdy τ1 = τ〈x := s〉 i τ nie ma podtermu posta
i u〈y := v〉, to mo»liwyjest tylko jeden krok reduk
ji. St¡d mamy τ2 = τ3 i mo»emy okre±li¢
τ4 = τ2, które o
zywi±
ie speªnia nasz¡ tez�.Obe
nie przedstawimy przypadki, gdy τ1, τ2, τ3 s¡ wªa±
iwymi e-typami:
• Gdy τ1 = P (s1, . . . , sn), to mamy dwie mo»liwo±
i � albo obie re-duk
je (do τ2 i do τ3) doty
z¡ tego samego termu si albo termów
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h si1 oraz si2 . W pierwszym przypadku korzystamy z zaªo-»enia induk
yjnego dla e-termów i de�ni
ji reduk
ji dla przypadkutypu predykatowego. W drugim przypadku mo»emy uzyska¢ τ4 jako
P (s1, . . . , s

′
i1
, . . . , s′i2 , . . . , sn), gdzie sij  s′ij dla j = 1, 2 i zde�niowa¢reduk
j� do τ4 jako reduk
j� w odpowiednim, dot¡d nieredukowanymtermie spo±ród si1, si2 .

• Gdy τ1 = σ1 → σ2, dowód jest podobny do dowodu w poprzednimprzypadku.
• Gdy τ1 = (∀x : 0)σ1, reduk
je do τ2 i τ3 musz¡ by¢ wykonywane we-wn¡trz σ1, zatem nasz¡ tez� uzyskujemy naty
hmiast, stosuj¡
 zaªo»e-nie induk
yjne.
• Gdy τ1 = σ1〈x := s〉, mamy dwa przypadki w zale»no±
i od tego, 
zyreduk
je τ1  τ2 oraz τ1  τ2 wykonywane s¡ z udziaªem najbardziejzewn�trznego podstawienia w τ1.W przypadku, gdy takie podstawienie nie bierze udziaª w reduk
ji,mamy τ2 = σ2〈x := s〉 oraz τ3 = σ3〈x := s〉, gdzie σ1  σ2 oraz
σ1  σ3. W zwi¡zku z tym nasza teza jest speªniona na mo
y zaªo»eniainduk
yjnego oraz de�ni
ji reduk
ji.W przypadku, gdy najbardziej zewn�trzne podstawienie bierze udziaªw jednej z reduk
ji, to mo»emy zaªo»y¢ bez utraty ogólno±
i, »e bierzeono udziaª w reduk
ji τ1  τ2. Mamy tutaj trzy przypadki w zale»no±
iod posta
i τ1.� Gdy τ1 = (σ1 → σ2)〈x := s〉, to τ2 = σ1〈x := s〉 → σ2〈x := s〉,gdzie s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X. Co wi�
ej, τ3 = (σ′1 → σ2)〈x := s〉,gdzie σ1  σ′1 lub τ3 = (σ1 → σ′2)〈x := s〉, gdzie σ2  σ′2.Mo»emy o
zywi±
ie wykona¢ reduk
j� τ2  τ4 zgodnie z regu-ªami (5, 8) lub reguªami (6, 8) oraz τ3  τ4 zgodnie z reguª¡ (9)de�ni
ji 3.2.23, przy 
zym
τ4 = (σ′1〈x := s〉 → σ2〈x := s〉)lub
τ4 = (σ1〈x := s〉 → σ′2〈x := s〉).� Gdy τ1 = P (t1, . . . , tm)〈x := s〉, to bez utraty ogólno±
i mo»emyzaªo»y¢, »e τ2 = P (t′1, . . . , t

′
m), gdzie s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X, P ∈ Σi ma arno±¢ m, za± t′i = ti〈x := s〉 dla i = 1, . . . ,m. W tej sytua
ji
τ3 = P (t′′1, . . . , t

′′
m)〈x := s〉, gdzie dla pewnego i ∈ {1, . . . ,m}mamy ti  t′′i oraz tj = t′′j dla j 6= i. Okre±limy teraz τ4 =

P (t′1, . . . , t
′′
i 〈x := s〉, . . . , t′m). Mamy τ2  τ4 w wyniku dziaªaniareguª (4, 8) de�ni
ji 3.2.23 oraz τ3  τ4 w wyniku dziaªania reguªy(11) de�ni
ji 3.2.23.



104 � Gdy τ1 = ((∀y : 0)σ1)〈x := s〉, to bez utraty ogólno±
i mo»emyzaªo»y¢, »e τ2 = ((∀y : 0)σ1〈x := s〉) oraz τ3 = ((∀y : 0)σ′1)〈x := s〉,gdzie σ1  σ′1. Okre±lamy τ4 = ((∀y : 0)σ′1〈x := s〉). Reduk
ja
τ2  τ4 za
hodzi na mo
y reguª (7, 8) de�ni
ji 3.2.23, za± τ3  τ4na mo
y reguªy (10) de�ni
ji 3.2.23.B�dziemy teraz pokazywa¢ wªasno±¢ silnej normaliza
ji dla reduk
ji  .Wªasno±¢ ta ozna
za, »e ka»dy 
i¡g reduk
ji wykonywany
h za pomo
¡ tejrela
ji jest sko«
zony. Wprowadzimy kilka de�ni
ji pomo
ni
zy
h oraz udo-wodnimy tro
h� te
hni
zny
h wªasno±
i.Przy pokazywaniu silnej normaliza
ji b�dziemy korzysta¢ z dwó
h po-rz¡dków 
z�±
iowy
h. Przedstawimy tutaj i
h de�ni
je dla ustalenia odpo-wiedniej nota
ji.De�ni
ja 3.2.26 (porz¡dki dla dowodu silnej normaliza
ji)Cz�±
iowy porz¡dek ⊑ na zbiorze sko«
zony
h multizbiorów li
zb natural-ny
h (Multi(N)) jest okre±lony tak:

A1 ⊑ A2 ⇔ A1 = A2 lub istnieje n ∈ N, takie »e dla ka»dego
m > n mamy A1(m) = A2(m) oraz A1(n) < A2(n).(Uwaga: powy»ej stosujemy nota
j� wykorzystuj¡
¡ fakt, »e multizbioryli
zb naturalny
h mo»na traktowa¢ jako funk
je N → N.) Drugi porz¡dekokre±lony jest na zbiorze N×Multi(N):

〈k,A〉 ⊑µ 〈k
′, A′〉 ⇔ k < k′ lub

k = k′ oraz A ⊑ A′.Oba powy»sze porz¡dki s¡ dobrze ufundowane.De�ni
ja 3.2.27 (zagnie»d»enie e-typu)Okre±limy funk
j� nest obli
zaj¡
¡ stopie« zagnie»d»enia e-typu
• nest(x) = 0;
• nest(f(t1, . . . , tn)) = maxi=1,...,n nest(ti);
• nest(t〈x := s〉) = max(nest(t),nest(s) + 1);
• nest(P (t1, . . . , tn)) = maxi=1,...,n nest(ti);
• nest(α) = 0;
• nest(σ1 → σ2) = max(nest(σ1),nest(σ2));
• nest((∀x : 0)σ2) = nest(σ2);
• nest(σ〈x := s〉) = max(nest(σ),nest(s) + 1).



105Powy»sza funk
ja ma interesuj¡
¡ wªasno±¢Fakt 3.2.28 (nest i reduk
ja)Dla dowolny
h e-typów σ1, σ2, je±li σ1  σ2, to nest(σ1) ≥ nest(σ2).Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na budow� typu σ1. Nietrywialny przypadek ma miejs
ew sytua
ji, gdy σ1 = t〈x := s〉, gdzie t jest e-termem, i to gdy wykonywanyjest najbardziej zewn�trzny redeks. W tej sytua
ji t jest nieredukowalnei σ2 = t[x := s], a to ozna
za, »e s zostanie podstawione na wszystkie wy-st¡pienia zmiennej x, jednak »adne z ty
h wyst¡pie« nie znajduje si� w pod-termie posta
i 〈x := s′〉, 
o ozna
za, »e wszystkie ewentualne substytu
je,które wyst�powaªy w s b�d¡ przy li
zeniu maksimum b�d¡
ego warto±
i¡
nest(t[x := s]) brane pod uwag� jako li
zba nest(s), a nie jak do tej poryjako nest(s) + 1.De�ni
ja 3.2.29 (miara dla silnej normaliza
ji)Okre±limy teraz µ : T e

Σ(X,X ) → N × Multi(N). Przez µi(σ) b�dziemyozna
zali i-t¡ wspóªrz�dn¡ µ(σ) dla i = 1, 2. Nie
h Tσ b�dzie zbiorem ty
h±
ie»ek w σ, które prowadz¡ do typu atomowego (tzn. podtypu jednej z po-sta
i: P (· · ·) lub α).Sam¡ funk
j� µ okre±limy rekuren
yjnie po budowie σ.
• µ(x) = 〈0, {nest(x)}〉;
• µ(f(t1, . . . , tn)) = 〈0, {nest(f(t1, . . . , tn))} ∪

⋃n
i=1 µ2(ti)〉;

• µ(t〈x := s〉) = 〈0, {nest(t〈x := s〉} ∪ µ2(t) ∪ µ2(s)〉, gdzie t jest e-termem;
• µ(α) = 〈0, {nest(α)}〉;
• µ(P (t1, . . . , tn)) = 〈0, {nest(P (t1, . . . , tn))} ∪

⋃n
i=1 µ2(ti)〉;

• µ(σ1 → σ2) = 〈µ1(σ1) + µ1(σ2), {nest(σ1 → σ2)} ∪ µ2(σ1) ∪ µ2(σ2)〉;
• µ((∀x : 0)σ) = 〈µ1(σ), {nest((∀x : 0)σ)} ∪ µ2(σ)〉;
• µ(τ〈x := s〉) = 〈µ1(τ) + k, {nest(τ〈x := s〉} ∪ µ2(τ) ∪ µ2(s)〉, gdzie τjest e-typem, a k jest sum¡ dªugo±
i ±
ie»ek w Tτ〈x:=s〉.Fakt 3.2.30 (silna normaliza
ja)Dla zde�niowanej w de�ni
ji 3.2.29 funk
ji µ : T e

Σ(X,X ) → N ×Multi(N)je±li σ1  σ2, to µ(σ1) =µ µ(σ2).Dowód:Dowód przez induk
j� ze wzgl�du na budow� σ.
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• Gdy σ = x dla pewnej zmiennej pierwszego rz�du x, to nie mo»e zosta¢wykonany »aden krok reduk
ji, zatem nasza teza jest prawdziwa.
• Gdy σ = f(s1, . . . , sn), gdzie f jest symbolem funk
yjnym z Σ, to
σ  f(s′1, . . . , s

′
n), gdzie dla pewnego i ∈ {1, . . . n} mamy si  s′i orazdla j 6= i mamy sj = s′j. Poniewa» σ jest e-termem, to µ1(σ) = 0.W zwi¡zku z tym wystar
zy pokaza¢, »e druga wspóªrz�dna µ ±
i-±le maleje przy tej reduk
ji. Mamy µ2(σ) = {nest(σ)} ∪

⋃n
i=1 µ2(si)oraz µ2(f(s′1, . . . , s

′
n)) = {nest(f(s′1, . . . , s

′
n))}∪

⋃n
i=1 µ2(s

′
i). Zaªo»enieinduk
yjne daje nam µ2(si) = µ2(s

′
i). Dla j 6= i mamy sj = s′j, za-tem wystar
zy stwierdzi¢, »e nest(σ) ≥ nest(f(s′1, . . . , s

′
n)), by uzyska¢

µ2(σ) = µ2(f(s′1, . . . , s
′
n)). To za± za
hodzi na mo
y faktu 3.2.28.

• Gdy σ = σ1〈x := s〉, przy 
zym σ1 jest e-termem i ma podterm po-sta
i u〈y := s′〉, to σ redukuje si� do σ′1〈x := s〉, gdzie mamy do-datkowo σ1  σ′1. Poniewa» σ jest e-termem, to µ1(σ) = 0. Wzwi¡zku z tym wystar
zy pokaza¢, »e druga wspóªrz�dna µ ±
i±le ma-leje przy tej reduk
ji. W naszej sytua
ji mamy µ2(σ) = µ2(σ1)∪µ2(s)∪
{max(nest(σ1), 1 + nest(s))} oraz µ2(σ

′
1〈x := s〉) = µ2(σ

′
1) ∪ µ2(s) ∪

{max(nest(σ′1), 1+nest(s))}. Z zaªo»enia induk
yjnego mamy µ2(σ1) =

µ2(σ
′
1). Co wi�
ej, max(nest(σ1), 1 + nest(s)) ≥ max(nest(σ′1), 1 +

nest(s)), bo nest(σ1) ≥ nest(σ′1) na mo
y faktu 3.2.28. To razem daje
µ2(σ) = µ2(σ

′
1〈x := s〉).

• Gdy σ = σ1〈x := s〉, przy 
zym σ1 jest e-termem i nie ma podtermuposta
i u〈y := s′〉, to σ redukuje si� do σ[x := s]. Znowu wystar
zytutaj rozwa»anie µ2. Poniewa» σ1 nie ma podtermu posta
i u〈y := s′〉,za
hodzi sytua
ja, »e nest(σ) jest ostro wi�ksze od dowolnego zagnie»-d»enia podtermu σ. Co wi�
ej, zgodnie z de�ni
j¡ w tym przypadku,
µ2(σ1[x := s])(n) ma warto±¢ niezerow¡ tylko dla n równego nest(s′)dla jakiego± s′ b�d¡
ego podtermem s (a wi�
 b�d¡
ego podtermem
σ). To implikuje, »e warto±¢ zagnie»d»enia σ zmniejsza si�, pomimo»e by¢ mo»e µ2(σ)(n) < µ2(σ1[x := s])(n) dla pewnego n (jest tomo»liwe, poniewa» podterm s mo»e zosta¢ zwielokrotniony w wynikupodstawienia). St¡d µ2(σ) = µ2(σ1[x := s]).
• Gdy σ = P (s1, . . . , sn), to σ redukuje si� do σ′ = P (s′1, . . . , s

′
n), gdzie

P ∈ Σ jest symbolem predykatu, dla pewnego i ∈ {1, . . . n} mamy
si  s′i, za± dla j 6= i, mamy sj = s′j . Znowu, pierwsza wspóªrz�dna
µ(σ) i µ(σ′) jest równa zeru. Druga wspóªrz�dna µ ostro si� zmniejsza,gdy» µ2(σ) =

⋃

l=1,...,n µ2(sl) ∪ nest(σ) oraz µ2(σ
′)

⋃

l=1,...,n µ2(s
′
l) ∪

nest(σ′), za± µ2(si) = µ2(s
′
i) dla pewnego l oraz µ2(sj) = µ2(s

′
j) dla

j 6= l i na mo
y faktu 3.2.28 za
hodzi nest(σ) ≥ nest(σ′).
• Gdy σ = σ1 → σ2, mamy dwa podprzypadki w zale»no±
i od typu σ′,b�d¡
ego wynikiem kroku reduk
ji:



107� Je±li σ′ = σ′1 → σ2, gdzie σ1  σ′1, to mamy µ(σ) = 〈k1 +k2, A1∪
A2 ∪ {nest(σ)}〉 oraz µ(σ′) = 〈k′1 + k2, A

′
1 ∪ A2 ∪ {nest(σ′)}〉,przy 
zym µ(σ1) = 〈k1, A1〉, µ(σ2) = 〈k2, A2〉 i µ(σ′1) = 〈k′1, A

′
1〉.Z zaªo»enia induk
yjnego µ(σ1) =µ µ(σ′1). Poniewa» nest(σ) ≥

nest(σ′), otrzymujemy z zaªo»enia induk
yjnego µ(σ) =µ µ(σ′).� Je±li σ′ = σ1 → σ′2, gdzie σ2  σ′2, to dowód jest podobny dodowodu z poprzedniego przypadku z dokªadno±
i¡ do zamiany roli
σ1 i σ2.

• Gdy σ = ((∀y : 0)σ1), to σ  σ′ = ((∀y : 0)σ′1), przy 
zym σ1  

σ′1. Mamy µ(σ) = 〈µ1(σ1), {nest((∀x : 0)σ1)} ∪ µ2(σ1)〉 oraz µ(σ′) =
〈µ1(σ

′
1), {nest((∀x : 0)σ′1)} ∪ µ2(σ

′
1)〉. Z zaªo»enia induk
yjnego mamy

µ(σ1) =µ µ(σ′1) oraz z faktu 3.2.28 za
hodzi nest(σ) ≥ nest(σ′) torazem daje µ(σ) =µ µ(σ′).
• Gdy σ = (σ1 → σ2)〈x := s〉 oraz σ  σ′ = (σ1〈x := s〉 → σ2〈x := s〉),gdzie s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X. W tym przypadku ostro zmniejsza si� ju»pierwsza wspóªrz�dna µ. Rze
zywi±
ie, Tσ i Tσ′ zawieraj¡ dokªadnie tesame ±
ie»ki, z dokªadno±
i¡ do ±
ie»ek, które po
hodz¡ z podtypu σtypu σ. Jednak ka»da taka ±
ie»ka (o dªugo±
i > 0) w Tσ ma sobie od-powiadaj¡
¡ ±
ie»k� w Tσ′ , która po
hodzi albo z σ1〈· · ·〉, albo z σ2〈· · ·〉(w zale»no±
i od tego, 
zy ko«
zy si� na 1 lub 2). St¡d suma dªugo±
i±
ie»ek w Tσ jest ±
i±le wi�ksza od sumy dªugo±
i ±
ie»ek w Tσ′ , zatem
µ1 ostro si� zwi�ksza pod
zas takiej reduk
ji.

• Gdy σ = ((∀y : 0)σ1)〈x := s〉 oraz σ  σ′ = ((∀y : 0)σ1〈x := s〉), todowód jest podobny do poprzedniego przypadku.
• Gdy σ = P (t1, . . . , tm)〈x := s〉 oraz σ  σ′ = P (t′1, . . . , t

′
m), gdzie

s ∈ T e
Σ(X), x ∈ X, P ∈ Σ i P ma arno±¢ m, za± t′i = ti〈x := s〉 dla

i = 1, . . . ,m, to pierwsza wspóªrz�dna µ zmniejsza si� z 1 do 0.
• Gdy σ = τ〈x := s〉 oraz σ  σ′ = τ ′〈x := s〉, gdzie s ∈ T e

Σ(X), x ∈ X,oraz τ  τ ′, to µ(σ) = 〈µ1(τ) + k, {nest(τ〈x := s〉)} ∪ µ2(τ) ∪ µ2(s)〉oraz µ(σ′) = 〈µ1(τ
′) + k′, {nest(τ ′〈x := s〉)} ∪ µ2(τ

′) ∪ µ2(s)〉, gdzie
k to dªugo±¢ wszystki
h ±
ie»ek w Tτ〈x:=s〉, a k′ to dªugo±¢ wszystki
h±
ie»ek w Tτ ′〈x:=s〉. Z zaªo»enia induk
yjnego wynika µ(τ) =µ µ(τ ′),z faktu 3.2.28 mamy nest(τ〈x := s〉) ≥ nest(τ ′〈x := s〉). Dla pokazania
µ(σ) =µ µ(σ′) wystar
zy pokaza¢, »e k ≥ k′. Zauwa»my jednak, »ereduk
ja w e-typa
h polega na przesyªaniu substytu
ji w gª¡b e-typu,a taka opera
ja nie zwi�ksza dªugo±
i ±
ie»ek wiod¡
y
h do li±
i (tzn.zmienny
h typowy
h lub predykatów).Wniosek 3.2.31 (Chur
h-Rosser dla e-typów)Reduk
ja  ma wªasno±¢ Chur
ha-Rossera.



108Dowód:Silna normaliza
ja z faktu 3.2.30 i sªaba kon�uen
ja z faktu 3.2.25 daj¡ª¡
znie na mo
y lematu Newmana wªasno±¢ Chur
ha-Rossera.Fakt 3.2.32 ( ∗ jest rozstrzygalna)Istnieje efektywna pro
edura sprawdzaj¡
a, 
zy τ1  ∗ τ2.Dowód:W zwi¡zku z tym, »e system reduk
yjny  ma na mo
y faktu 3.2.30 wªa-sno±¢ silnej normaliza
ji, to mo»emy po prostu sprawdza¢, 
zy typ τ2 pojawiasi� na której± ±
ie»
e reduk
yjnej za
zynaj¡
ej si� od τ1.De�ni
ja 3.2.33 (posta¢ normalna  ∗)Fakt 3.2.25 oraz wniosek 3.2.31 implikuj¡, »e dobrze zde�niowane jest poj�
ieposta
i normalnej e-typu. Dla e-typu τ de�niujemy jego posta¢ normaln¡
NF (τ) jako typ τ ′, taki »e τ  ∗ τ ′ oraz dla ka»dego τ ′′ mamy τ ′ 6 τ ′′.Za
hodzi nast�puj¡
y 
iekawy fakt, który wskazuje na pewne istotne in-tui
je doty
z¡
e zde�niowanej tutaj reduk
ji.Fakt 3.2.34 (substytu
je w posta
i normalnej)Je±li τ jest e-typem w posta
i normalnej, dla którego TV(τ) = ∅, to τ nie mapodtypu (podtermu) posta
i σ〈x := t〉 (s〈x := t〉), a zatem jest pseudotypemra
hunku λP .Dowód:Zaªó»my, »e w τ istnieje podtyp posta
i σ〈x := s〉. Mo»emy bez utratyogólno±
i zaªo»y¢, »e σ nie ma ju» podtypu tej samej posta
i. Typ σ mo»emie¢ kilka posta
i:
• mo»e by¢ e-termem � w tym momen
ie mo»na zaaplikowa¢ reguª�reduk
ji (3) z de�ni
ji 3.2.23;
• mo»e by¢ e-typem posta
i P (s1, . . . , sn) � w tym momen
ie mo»nazaaplikowa¢ reguª� reduk
ji (11) z de�ni
ji 3.2.23;
• mo»e by¢ e-typem posta
i σ1 → σ2 � w tym momen
ie mo»na zaapli-kowa¢ reguª� reduk
ji (9) z de�ni
ji 3.2.23;
• mo»e by¢ e-typem posta
i (∀x : 0)σ1 � w tym momen
ie mo»na za-aplikowa¢ reguª� reduk
ji (10) z de�ni
ji 3.2.23.W ka»dym przypadku τ nie jest wi�
 w posta
i normalnej.Fakt 3.2.35 (wyprowadzenia dla e-typów)Nie
h τ b�dzie e-typem nad sygnatur¡ Σ, przy 
zym TV(τ) = ∅. Os¡d

ΓΣ ∪Γ′ ⊢ NF (τ) : ∗ ma wyprowadzenie pierwszego rz�du w λP dla pewnego
Γ′, takiego »e Γ′(x) = 0 dla ka»dego x ∈ Vars(τ).



109Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na struktur� e-typu NF (τ). Dowód zostawiamy Czy-telnikowi.De�ni
ja 3.2.36 (równo±¢ e-termów i e-typów)Równo±¢ e-termów i e-typów jest zde�niowana jako najmniejsza kongruen
jazawieraj¡
a  ∗ ∪ ≡α. Ozna
zamy t� rela
j� przez ≃.De�ni
ja 3.2.37 (e-równanie)Dowoln¡ par� e-typów nazwiemy e-równaniem. Gdy b�dziemy 
h
ieli pod-kre±li¢ fakt, »e para e-typów 〈τ1, τ2〉 stanowi równanie, b�dziemy stosowa¢nota
j� τ1 .
= τ2. Zbiory e-równa« ozna
zamy symbolami E ,F , . . .. Napis

Ee
Σ(X,X ) ozna
za zbiór wszystki
h podzbiorów T e

Σ(X,X )2. Zbiory równa«nazywamy te» 
zasami ukªadami równa«Skoro mamy równania, to musimy te» zde�niowa¢ podstawienia, po±ródktóry
h b�dziemy znajdowa¢ rozwi¡zania dla zbiorów e-równa«.De�ni
ja 3.2.38 (podstawienia)Ka»da funk
ja 
z�±
iowa ze zbioru zmienny
h typowy
h do pewnego zbiorutypów T e
Σ(X,Y) nazywana jest podstawieniem.Wynik zastosowania podstawienia S : X ⇁ T e

Σ(X,Y) do e-typu τ , ozna-
zany przez S(τ), jest induk
yjnie zde�niowany jako (mamy tutaj lekkienadu»y
ie nota
ji, gdy» stosujemy funk
j� nie do elementów jej dziedziny):
• S(0) = 0;
• S(P (t1, . . . , tm)) = P (t1, . . . , tm);
• S(α) = α, o ile α 6∈ Dom(S);
• S(α) = S(α), o ile α ∈ Dom(S);
• S((∀x : 0)σ2) = (∀x : 0)S(σ2).
• S(σ1 → σ2) = S(σ1)→ S(σ2).
• S(σ〈x := s〉) = S(σ)〈x := s〉.Zauwa»my, »e w powy»szej de�ni
ji nie mamy »adnej formy przemianowy-wania zmienny
h pierwszego pod
zas podstawiania typu na zmienn¡ typow¡znajduj¡
¡ si� w zasi�gu kwanty�katora. Takie rozwi¡zanie w tym miej-s
u nie jest przypadkowe. Przyjmujemy, »e niektóre symbole mog¡ zosta¢zwi¡zane pod
zas takiego podstawienia.De�ni
ja 3.2.39 (rozwi¡zanie ukªadu równa«)Mówimy, »e podstawienie S : X ⇁ T e

Σ(X, ∅) jest rozwi¡zaniem ukªadu e-równa« E , gdy dla ka»dego e-równania [τ1
.
= τ2] ∈ E mamy S(τ1) ≃ S(τ2).



110Dla tak zde�niowany
h równa« niestety nie mamy wªasno±
i najbardziejogólnego rozwi¡zania.Przykªad 1 Rozwa»my sygnatur� Σ = {P : 0⇒ ∗, c : 0}. Zbiór równa« E =
{α〈x := c〉〈y := c〉

.
= P (c)} ma jedyne dwa rozwi¡zania S1(α) = P (x)oraz S2(α) = P (y), jednak nie istnieje »adne S3, takie »e S3 ◦ S2 = S1ani te» S3 ◦ S1 = S2. St¡d ani S1, ani S2 nie mo»e by¢ najbardziej ogólnymrozwi¡zaniem.Generowanie równa« na e-typa
hZajmiemy si� teraz problemem, jak dla danego kontekstu Γ oraz termuCurry'ego M wygenerowa¢ ukªad e-równa«, który b�dzie rozwi¡zywalnywtedy i tylko wtedy, gdy b�dzie istniaªo wyprowadzenie pierwszego rz�du dla

Γ ⊢M : τ dla pewnego typu pierwszego rz�du τ . Aby sformuªowa¢ poprawnezaªo»enie induk
yjne musimy trosze
zk� rozszerzy¢ doty
h
zas u»ywane po-j�
ie kontekstu.De�ni
ja 3.2.40 (wzboga
ony kontekst pierwszego rz�du)Kontekst Γ jest wzboga
onym kontekstem pierwszego rz�du, gdy ma posta¢
Γ0 ∪ {x1 : τ1, . . . , xn : τn}, gdzie Γ0 jest jakim± kontekstem pierwszego rz�dunad sygnatur¡ Σ, symbole x1, . . . , xn s¡ ±wie»ymi zmiennymi przedmioto-wymi, za± τ1, . . . , τn ∈ T e

Σ(X,X ) dla pewnego X i X . Przez Γvar ozna
zymyzbiór zmienny
h {x1 : τ1, . . . , xn : τn}. Do zbioru TV(Γ) nale»¡ wszystkie ele-menty X , które wyst�puj¡ w Γ.De�niujemy S(Γ) dla kontekstu Γ jako 
i¡g Γ, w którym ka»de x : τzostaªo zast¡pione przez x : NF (S(τ)).De�ni
ja 3.2.41 (generowanie równa«)Przedstawimy tutaj niedeterministy
zn¡ pro
edur� gener, która na wej±
iubierze term Curry'ego M , wzboga
ony kontekst pierwszego rz�du Γ oraz±
ie»k� ρ (w inten
ji prowadz¡
¡ do podtermuM w jakim± wi�kszym termie)i która generuje zbiór e-równa« zawarty w Ee
Σ∪{c0,c1}

(X,X ), gdzie c0, c1 s¡±wie»ymi staªymi pierwszego rz�du, a X jest zbiorem zmienny
h maj¡
y
htyp 0 w Γ.1. gener(x,Γ, ρ) = {αx,ρ
.
= Γ(x)}, gdy x ∈ Dom(Γ) oraz Γ(x) 6= 0;2. gener(x,Γ, ρ) = {c0
.
= c1}, gdy x 6∈ Dom(Γ) lub x ∈ Dom(Γ) i

Γ(x) = 0;3. gener(MN,Γ, ρ)={αM,1·ρ
.
= (∀x : 0)α0

MN,ρ, α
0
MN,ρ〈x := N〉

.
= αMN,ρ}

∪EM ∪ EN , o ile N jest homogeni
znym termem pierwszego rz�du; xjest tutaj ±wie»¡ zmienn¡ pierwszego rz�du, EM = gener(M,Γ, 1 · ρ) a
EN = gener(N,Γ, 2 · ρ);



1114. gener(MN,Γ, ρ) = {αM,1·ρ
.
= αN,2·ρ → αMN,ρ}∪EM ∪EN , o ile N niejest homogeni
znym termem pierwszego rz�du; EM = gener(M,Γ, 1 ·

ρ), a EN = gener(N,Γ, 2 · ρ);5. niedeterministy
znie wybieramy (5a) lub (5b):(a) gener(λx.M,Γ, ρ) = {αλx.M,ρ
.
= αx,ρ → αM,1·ρ} ∪ EM , gdzie

EM = gener(M,Γ ∪ {x :αx,ρ}, 1 · ρ),(b) gener(λx.M,Γ, ρ) = {αλx.M,ρ
.
= (∀x : 0)αM,1·ρ}∪EM , gdzie EM =

gener(M,Γ ∪ {x : 0}, 1 · ρ).Obe
nie poka»emy dwie klu
zowe wªasno±
i tego algorytmu, które za-pewniaj¡, »e algorytm gener generuje równania, który
h rozwi¡zywalno±¢jest równowa»na istnieniu wyprowadzenia.Lemat 3.2.42 (od wyprowadzania typów do równa«)Nie
h ρ b�dzie ±
ie»k¡, Γ wzboga
onym kontekstem pierwszego rz�du, w któ-rym nie wyst�puj¡ zmienne typowe posta
i αN,ρ′·ρ, gdzie N jest λ-termem,a ρ′ ±
ie»k¡. Nie
h Γ0 b�dzie zbiorem {x | x : 0 ∈ Γ}, za± M b�dzie termemCurry'ego. Je±li istnieje typ τ (posta
i ró»nej od 0→ · · · → 0 i podstawienie
S0 : X ⇁ T e

Σ(Γ0, ∅), takie »e S0(Γ) ⊢ M : τ ma wyprowadzenie pierw-szego rz�du P, to istnieje bieg pro
edury gener(M,Γ, ρ), którego wynik marozwi¡zanie S : X ⇁ T e
Σ(Γ0, ∅) o wªasno±
ia
h:

• dla ka»dego N b�d¡
ego podtermem M wskazywanym przez ±
ie»k� ρ′mamy S(αN,ρ′·ρ)  
∗ τN , gdzie Γ′ ⊢ N : τN jest os¡dem wyst�puj¡
ymw P i odpowiadaj¡
ym ρ′;

• dla α ∈ Dom(S0) mamy S(α) = S0(α).Dowód:Dowód przeprowadzamy przez induk
j� ze wzgl�du na budow� termu M .Nie
h X = {αN,ρ′ | ρ
′ � ρ} (� ozna
za porz¡dek su�ksowy na ±
ie»ka
h).Bez utraty ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e Dom(S0) ∩ X = ∅. (Zauwa»my, »e

Dom(S0) = TV(Γ).)Przypadek M ≡ x. Przypu±¢my, »e S0(Γ) ⊢ x : τ ma wyprowadzeniepierwszego rz�du P. Wyprowadzenie w tej sytua
ji mo»e ko«
zy¢ si� tylkoreguª¡ (var). Bieg gener okre±lamy w tym przypadku jako skªadaj¡
y si�z jednego wykonania kroku (1) gener, który generuje zbiór {αx,ρ
.
= Γ(x)}.Okre±lamy S = S1◦S0, gdzie S1(αx,ρ) = NF (S0(Γ(x))). O
zywi±
ie dla α ∈

Dom(S0) mamy S(α) = S0(α). Aby zako«
zy¢ dowód obe
nego przypadku,wystar
zy pokaza¢, »ea. S(αx,ρ) ≃ S(Γ(x)), orazb. S(αx,ρ) 
∗ τ .



112Dla dowodu (a) post�pujemy w sposób nast�puj¡
y: S(αx,ρ)=S1◦S0(αx,ρ) =
S1(αx,ρ), gdy» Dom(S0) ∩ X = ∅, i dalej S1(αx,ρ) = NF (S0(Γ(x))) ≃
S0(Γ(x)) = S1 ◦ S0(Γ(x)) = S(Γ(x)), gdy» Dom(S1) ⊆ X , kontekst Γ niezawiera zmiennej typowej z X nie ma »adnej zmiennej typowej w typa
hobrazu S0.Dla dowodu (b) post�pujemy w sposób nast�puj¡
y: mamy

S(αx,ρ) = S1 ◦ S0(αx,ρ) = S1(αx,ρ) = NF (S0(Γ(x))).Poniewa» P mo»e ko«
zy¢ si� tylko reguª¡ (var), to S0(Γ) 
∗

⊢ x : τ i mamy
τ = NF (S0(Γ(x))).Przypadek M ≡ M1M2. Przypu±¢my, »e S0(Γ) ⊢ M1M2 : τ ma wypro-wadzenie pierwszego rz�du P. Wyprowadzenie to musi ko«
zy¢ si� reguª¡(app) � de
yduje o tym posta¢M . St¡d S0(Γ) ⊢M1 : (∀x :σ)τ i S0(Γ) ⊢
M2 :σ maj¡ wyprowadzenia pierwszego rz�du dla pewny
h typów σ oraz τ .Z zaªo»enia induk
yjnego dostajemy dwa podstawienia S1 oraz S2 rozwi¡zu-j¡
e wyniki pewny
h biegów gener(M1,Γ, 1·ρ) oraz gener(M2,Γ, 2·ρ) odpo-wiednio. Zbiór Dom(S1)∩Dom(S2) jest zawarty w TV(Γvar), poniewa»M1 i
M2 s¡ typowane we wspólnym kontek±
ie, a odpowiadaj¡
e im zbiory zmien-ny
h typowy
h nie maj¡ wspólny
h ±wie»y
h zmienny
h typowy
h (±wie»ezmienne maj¡ adnota
je odpowiednio 1 · ρ i 2 · ρ). Dla y ∈ Dom(Γvar) e-typy S1(Γ(y)) i S2(Γ(y)) s¡ równe. Wynika to st¡d, »e dla ka»dej zmiennej
y ∈ Dom(Γvar) mamy TV(Γ(y)) ⊆ Dom(S0) a dla α ∈ Dom(S0) za
hodzi
S1(α) = S0(α) = S2(α). To ozna
za, »e mo»emy okre±li¢ S′ = S1∪S2, którerozwi¡zuje wspólnie EM1

= gener(M1,Γ, 1·ρ) oraz EM2
= gener(M2,Γ, 2·ρ).Podstawienie S′ o
zywi±
ie ma wszystkie wymagane w naszej tezie wªasno±
idla ρ′ = 2 ·ρ′′ i ρ′ = 1 ·ρ′′ oraz α ∈ Dom(S0) � wynika to z zaªo»enia induk-
yjnego. Aby okre±li¢ wªa±
iwe S, wystar
zy S′ dookre±li¢ tak, by dodatkoworozwi¡zywaªoa. {αM1,1·ρ

.
= αM2,2·ρ → αM1M2,ρ}, gdy M2 nie jest homogeni
znym ter-mem pierwszego rz�du lubb. {αM1,1·ρ
.
= (∀x : 0)α0

M1M2,ρ, α
0
M1M2,ρ〈x := M2〉

.
= αM1M2,ρ}, gdy term

M2 jest homogeni
znym termem pierwszego rz�duW przypadku (a) wystar
zy okre±li¢ S = S′ ∪ {(αM1M2,ρ, 2(σ)}, gdzie σ sta-nowi  -normaln¡ posta¢ S′(αM1,1·ρ). Mo»na tak zrobi¢, poniewa»typ 2(σ) jest dobrze okre±lony. (3.4)Zdanie powy»sze wynika st¡d, »e os¡d S0(Γ) ⊢M1 : τ ′, który ma wªasno±¢,tak¡ »e S′(αM1,1·ρ) ≃ τ ′, jest lewym zaªo»eniem ostatniej reguªy (app) w P.(Zauwa»my, »e poniewa» P jest wyprowadzeniem pierwszego rz�du, τ ′ jestw rze
zywisto±
i typem strzaªkowym; typy kwanty�katorowe zgodnie z fak-tem 3.2.11 wyst�puj¡ tylko w sytua
ji, gdy M2 jest homogeni
znym ter-mem pierwszego rz�du.) Tak zde�niowane S jest o
zywi±
ie rozwi¡zaniem
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ze±niej wspomniany
h biegów gener(M1,Γ, 1 · ρ) i gener(M2,Γ, 2 · ρ).Aby udowodni¢ rozwi¡zywalno±¢ gener(M1M2,Γ, ρ) konie
zne jest dodat-kowe sprawdzenie, 
zy S(αM1,1·ρ) ≃ S(αM2,2·ρ → αM1M2,ρ). To za± jestprawd¡, gdy» posta¢ normalna S(αM1,1·ρ) ma, jak wynika z (3.4), posta¢
π → τ . Musimy jesz
ze sprawdzi¢, »e S(αM1M2,ρ)  

∗ τ . To za± za
hodzi,poniewa» posta
ie normalne s¡ jednozna
zne.W przypadku (b) wystar
zy przyj¡¢
S = S′ ∪ {(α0

M1M2,ρ, 2(σ)), (αM1M2,ρ, σ
′)},gdzie σ jest  -normaln¡ posta
i¡ S′(αM1,1·ρ), za± σ′ jest  -normaln¡ po-sta
i¡ r(σ)[x := M2]. To dokªadnie odpowiada rozwi¡zywalno±
i dodatkowowygenerowany
h równa«. Nale»y jesz
ze sprawdzi¢, »e S(αM1M2,ρ) 

∗ τ . Toza± jest prawd¡, poniewa» posta¢ normalna S(αM1,1·ρ) jest równa (∀x : 0)τ ′,gdzie τ ′[x := M2] = τ , 
o wynika z faktu, »e derywa
ja w λP ko«
zy si�reguª¡ (app) oraz z zaªo»enia induk
yjnego. To ko«
zy dowód pierwszegowarunku doty
z¡
ego ±
ie»ki ρ. Pierwszy warunek dla ρ′ ≻ ρ wynika z zaªo-»enia induk
yjnego dla M1 i M2.Pozostaje udowodni¢, »e dla α ∈ Dom(S0) mamy S(α) = S0(α). Waru-nek te za
hodzi dla S1 i S2, przy 
zym jedyne nowe w stosunku do S1 i S2zmienne w S to zmienne z adnota
j¡ ρ. Z zaªo»enia takie zmienne nie mog¡pojawi¢ si� w TV(Γ).Przypadek M ≡ λx.M ′. Przypu±¢my, »e S0(Γ) ⊢ λx.M ′ : τ ma wypro-wadzenie pierwszego rz�du. Ozna
za to, »e τ = (∀x : τ1)τ2. Os¡d S0(Γ) ∪
x : τ1 ⊢ M

′ : τ2 ma wyprowadzenie pierwszego rz�du P ′, które stanowi 
z�±¢wyprowadzenia P. Poniewa» τ1 nie ma wyst¡pie« zmienny
h typowy
h,dostajemy S0(Γ ∪ x : τ1)
 ⊢ M ′ : τ2 i mo»emy zastosowa¢ zaªo»enie induk-
yjne. W wyniku dostajemy, »e ukªad gener(M ′,Γ ∪ {x : σ}, 1 · ρ), gdzie

σ = 0 lub σ = αx,ρ, w zale»no±
i od tego, 
zy τ1 = 0 lub τ1 6= 0 odpo-wiednio, ma rozwi¡zanie S′, takie »e dla ka»dego podtermu N termu M ′wskazywanego przez ±
ie»k� ρ′ typ N w P ′ jest posta
i¡ -normaln¡ e-typu
S′(αN,ρ′·1·ρ). Okre±lamy S = S′ ∪ {(αλx.M ′,ρ, S

′(αx,ρ) → S′(αM ′,1·ρ))} (lub
S = S′∪{(αλx.M ′,ρ, (∀x : 0)S′(αM ′,1·ρ))}). Z zaªo»enia induk
yjnego uzysku-jemy, »e dla ka»dego podtermu N wskazywanego przez ±
ie»k� ρ′ typ N w P ′jest posta
i¡  -normaln¡ S′(αN,ρ′·1·ρ), a zatem S′(αM ′,1·ρ) 

∗ τ2. St¡d re-guªa (abs) daje nam wyprowadzenie P, a S(αλx.M ′,ρ)  
∗ (∀x : τ1)τ2 (lub

τ1 → τ2). W gener wybierana jest op
ja (5a), gdy τ1 jest ró»ny od 0, za±op
ja (5b) w prze
iwnym przypadku.Zaªo»enie induk
yjne oraz fakt, »e przy wykonywaniu kroku induk
yjnegonie zmieniali±my ni
 w 
z�±
i podstawienia doty
z¡
ej podtermów, implikuj¡,»e S jest równa S0 na zmienny
h z Dom(S0).Lemat 3.2.43 (od równa« do wyprowadzania typów)Nie
h Γ b�dzie wzboga
onym kontekstem pierwszego rz�du, a M termemCurry'ego. Je±li wynik pewnego biegu gener(M,Γ, ρ) ma rozwi¡zanie S, to



114istnieje wyprowadzenie pierwszego rz�du P os¡du S(Γ) ⊢M : τM , które dlaka»dego podtermu N wyst�puj¡
ego w M na ±
ie»
e ρ′ speªnia S(αN,ρ′·ρ) 
∗

τN , gdzie τN jest typem wyst¡pienia N w P.Dowód:Dowód przez induk
j� ze wzgl�du na budow� termu M .Przypadek M ≡ x. Sytua
ja taka, »e gener(x,Γ, ρ) = {c0
.
= c1} jest nie-mo»liwa, gdy» gener(x,Γ, ρ) ma rozwi¡zanie. St¡d gener(x,Γ, ρ) = {αx,ρ

.
=

Γ(x)}. Je±li ten zbiór ma rozwi¡zanie S, to S(αx,ρ) ≃ S(Γ(x)). Stosownewyprowadzenie skªada si� z reguªy (var), przed któr¡ znajduje si� wypro-wadzenie stwierdzaj¡
e, »e kontekst wzboga
ony o e-typ NF (S(αx,ρ)) jestpoprawny � wynika to z faktu 3.2.35.Przypadek M ≡ M1M2. Przypu±¢my, »e S jest rozwi¡zaniem pewnegowyniku gener(M1M2,Γ, ρ). Poniewa»
gener(M1,Γ, 1 · ρ) ∪ gener(M2,Γ, 2 · ρ) ⊆ gener(M1M2,Γ, ρ)w ka»dym ustalonym biegu, uzyskujemy, »e S jest rozwi¡zaniem ukªadurówna« gener(M1,Γ, 1 · ρ) oraz gener(M2,Γ, 2 · ρ). Z zaªo»enia induk
yj-nego uzyskujemy wyprowadzenia P1 oraz P2 os¡dów S(Γ) ⊢ M1 : τM1i S(Γ) ⊢ M2 : τM2

. Co wi�
ej, ka»dy wªa±
iwy podterm N termu M1M2na ±
ie»
e ρ′ ma typ τN , który jest posta
i¡  -normaln¡ S(αN,ρ′·d·ρ), gdzie
d = 1, 2. Zbiór gener(M1M2,Γ, ρ) zawiera nast�puj¡
e dodatkowe równania:a. {αM1,1·ρ

.
= αM2,2·ρ → αM1M2,ρ}, gdy M2 nie jest homogeni
znym ter-mem pierwszego rz�du, lubb. {αM1,1·ρ
.
= (∀x : 0)α0

M1M2,ρ, α
0
M1M2,ρ〈x := M2〉

.
= αM1M2,ρ, }, gdy term

M2 jest homogeni
znym termem pierwszego rz�du.W przypadku (a) wiemy na podstawie posta
i równania, »e typM1 w P1 maposta¢ σ1 → σ2, gdzie σ1 i σ2 s¡ posta
iami  -normalnymi S(αM2,2·ρ) oraz
S(αM1M2,ρ) odpowiednio. Mo»emy poª¡
zy¢ P1 i P2 w jedno wyprowadzenieprzy pomo
y reguªy (app), gdy» typy M1 i M2 w P1 oraz P2 s¡ z zaªo»eniainduk
yjnego równe odpowiednio σ1 → σ2 i σ1. Typ wynikowy dla M1M2jest posta
i¡  -normaln¡ S(αM1M2,ρ).W przypadku (b) wiemy na podstawie posta
i równania, »e typ M1 jesttypem kwanty�katorowym posta
i (∀x : 0)τ i, poniewa» M2 jest homoge-ni
zny, to jego typem jest 0. St¡d mo»emy poª¡
zy¢ P1 oraz P2 w jedn¡derywa
j� przy pomo
y reguªy (app). Wynikowy typ dla M1M2 jest równy
τ [x := M2], jednak posta¢ równa« implikuje, »e τ jest posta
i¡  -normaln¡
S(α0

M1M2,ρ) oraz, »e S(αM1M2,ρ) ≃ S(α0
M1M2,ρ〈x := M2〉). Ozna
za to, »e

S(αM1M2,ρ) ≃ S(α0
M1M2,ρ)[x := M2], a zatem S(αM1M2,ρ) ≃ τ [x := M2].Jednozna
zno±¢ posta
i  -normalny
h (fakty 3.2.25 oraz 3.2.30) implikuje,»e τ [x := M2] jest posta
i¡ normaln¡ S(αM1M2,ρ), a zatem S(αM1M2,ρ)  

∗

τ [x := M2].



115Przypadek M ≡ λx.M ′. Przypu±¢my, »e mamy rozwi¡zanie S pew-nego biegu gener(λx.M ′,Γ, ρ). Podstawienie S jest równie» rozwi¡zaniem
gener(M ′,Γ∪{x :αx,ρ}, 1·ρ) (je±li niedeterministy
znie zostaª wybrany przy-padek (5b), to jest rozwi¡zaniem gener(M ′,Γ ∪ {x : 0}, 1 · ρ)). St¡d z zaªo-»enia induk
yjnego mamy wyprowadzenie P ′ dla S(Γ ∪ x :αx,ρ)

 ⊢ M ′ :σ′(lub S(Γ ∪ x : 0) ⊢ M ′ : σ′). Dla ka»dego znajduj¡
ego si� na ±
ie»
e ρ′podtermu N termu M ′ mamy z zaªo»enia induk
yjnego, »e typ τN termu
N na ρ′ w wyprowadzeniu P ′ jest posta
i¡  -normaln¡ S(αN,ρ′·1·ρ). Mo-»emy teraz na ko«
u P ′ doda¢ reguª� (abs) i uzyska¢ wyprowadzenie Pdla S(Γ) ⊢ λx.M ′ : σ → σ′ (lub S(Γ) ⊢ λx.M ′ : (∀x : 0)σ′), gdzie σ =
NF (S(αx,ρ)) i σ′ = NF (S(αM ′,1·ρ)). Poniewa» S rozwi¡zuje równanie
[αx,ρ → αM ′,1·ρ

.
= αλx.M ′,ρ] (lub [(∀x : 0)αM ′,1·ρ

.
= αλx.M ′,ρ]), posta¢ nor-malna S(αλx.M ′,ρ) musi mie¢ ksztaªt σ1 → σ2 (lub (∀x : 0)σ2), gdzie σ1 jestposta
i¡ normaln¡ S(αx,ρ), a σ2 jest posta
i¡ normaln¡ S(αM ′,1·ρ). St¡dterm λx.M ′ ma typ NF (S(αλx.M ′,ρ)) w P.Twierdzenie 3.2.44 (równowa»no±¢ wyprowadzania typówi e-równa«)Istnieje niedeterministy
zny algorytm, dla którego przy dowolnym kontek-±
ie pierwszego rz�du Γ oraz termie Curry'ego M speªniona jest równowa»-no±¢ zda«:1. Istnieje typ τ , taki »e Γ ⊢M : τ ma wyprowadzenie pierwszego rz�du.2. Istnieje bieg algorytmu, który daje w wyniku rozwi¡zywalny zbiór e-równa« E .Dowód:Algorytm z tezy twierdzenia to gener. Pro
edura ta daje niedeterministy
z-nie w wyniku zbiór równa« E . Implika
j� (⇒) uzyskujemy jako naty
hmia-stow¡ konsekwen
j� lematu 3.2.42 zastosowan¡ do spe
jalnego przypadku,gdy ρ = ε (±
ie»ka pusta) oraz »adna zmienna z X nie wyst�puje w Γ. Im-plika
ja (⇐) wynika z lematu 3.2.43.Uprasz
zanie równa«W ogólno±
i e-typy w równania
h z poprzedniej sek
ji zawieraj¡ kwanty�ka-tory i typy strzaªkowe. Obe
nie pozb�dziemy si� strzaªek przy pomo
y pro-
edury podobnej do pro
edury stosowanej przy uni�ka
ji pierwszego rz�du.Wprowadzimy tutaj pewien skrót nota
yjny � b�dziemy pisali ∀

nτ naozna
zenie e-typu posta
i (∀x1 : 0) · · · (∀xn : 0)τ , gdzie n ≥ 0. Aby mó
 iden-ty�kowa¢ ró»ne ∀
n, b�dziemy 
zasami dodawali do tego symbolu odpowiednirozró»niaj¡
y indeks.Wprowadzimy teraz pewn¡ pomo
ni
z¡ de�ni
j�, która pozwoli nam zde-�niowa¢ algorytm uprasz
zania



116De�ni
ja 3.2.45 (graf zmienny
h)Dla danego zbioru równa« E , okre±lamy graf z wagami GE = 〈V,Es∪Ee, w〉,gdzie
• V = TV(E) oraz
• (α1, α2) ∈ Es, o ile istnieje takie równanie [τ1

.
= τ2] ∈ Q, »e α1 wyst�-puje na pewnej ±
ie»
e ρ w τ1 oraz α2 wyst�puje na ±
ie»
e ρ′ · ρ w τ2,gdzie |ρ′| > 0; okre±lamy tutaj w(α1, α2) = |ρ′| − k, gdzie k jest li
zb¡wyst¡pie« e-typu posta
i τ〈x := s〉 na ±
ie»
e ρ′ w e-typie ρ(τ2).

• (α1, α2) ∈ Ee, o ile istnieje równanie [τ1
.
= τ2] ∈ Q oraz ±
ie»ka ρ, któraw τ1 prowadzi do α1, a w τ2 do α2; okre±lamy tutaj w(α1, α2) = 0.Ka»dy 
i¡g wierz
hoªków grafu, w którym ka»de dwa s¡siednie wierz-
hoªki s¡ poª¡
zone kraw�dzi¡, nazywamy drog¡. Drogi b�dziemy ozna
zaliliterami ω, ω′ . . .Intui
yjnie, je±li istnieje rozwi¡zanie S ukªadu równa«, to zde�niowanypowy»ej graf zawiera informa
je o tym, 
zy dla danej zmiennej α term S(α)po wykonaniu ota
zaj¡
y
h α substytu
ji jest podtermem jakiego± innego

S(β) z wykonanymi substytu
jami. Opró
z tego zbierane s¡ tutaj informa
je,które pary S(α), S(β) maj¡ wspólne górne 
z�±
i (gdy termy zapiszemy jakodrzewa).Przedstawimy teraz wªa±
iw¡ pro
edur� uprasz
zaj¡
¡ ukªady równa«.Ogólna idea zwi¡zana z t¡ pro
edur¡ polega na uni�kowaniu równa« w spo-sób podobny do sposobu u»ywanego w uni�ka
ji Robinsona, przy 
zym wyko-nywana jest dodatkowa pra
a zwi¡zana z przenoszeniem ewentualny
h jaw-ny
h substytu
ji i kwanty�katorów w gª¡b termów.De�ni
ja 3.2.46 (pro
edura uprasz
zania)Pro
edura przetwarza krok za krokiem pary (Q, S), gdzie Q jest 
i¡giemrówna«, które maj¡ by¢ rozwi¡zane, za± S jest pewnym podstawieniem. Po-
z¡tkowe dane dla tej pro
edury stanowi para (Q0, ∅), gdzie Q0 jest 
i¡giemrówna« z zadanego zbioru e-równa« E .Inten
j¡ nasz¡ jest, by po ka»dym kroku pro
edury speªniony byª nast�-puj¡
y niezmiennik:je±li S′ jest rozwi¡zaniem Q, to S′ ◦ S jest rozwi¡zaniem Q0.Wykonujemy tutaj drobne nadu»y
ie nota
ji, gdy» traktujemy 
i¡g Q jakzbiór równa« z tego 
i¡gu.Pro
edura ko«
zy swoje dziaªanie albo gdy w sposób jawny zostanie ogªo-szona jej pora»ka, albo gdy 
i¡g Q skªada si� wyª¡
znie z par jednej z trze
hnast�puj¡
y
h posta
i:
∀

n
1α〈~x := ~t〉

.
= ∀

n
2α

′〈~y := ~s〉, (3.5)
∀

n
1α〈~x := ~t〉

.
= ∀

n
2P (s1, . . . , sm), (3.6)

∀
n
1P (t1, . . . , tn)

.
= ∀

n
2P (s1, . . . , sn), (3.7)



117gdzie ~x, ~y, ~t, ~s ozna
zaj¡ odpowiednie wektory zmienny
h lub termów,a n ≥ 0.Przy ka»dym kroku algorytmu wykonujemy opera
je odpowiadaj¡
e po-sz
zególnym przypadkom (omin�li±my sytua
je symetry
zne ze wzgl�du narela
j� .
=), po który
h wykonujemy normaliza
j� termów ze wzgl�du na re-la
j�  ∗. O
zywi±
ie normaliza
j� wykonujemy tak»e przed pierwszym roz-wa»aniem de�niowany
h tutaj przypadków.1. Nie
h Q = [∀n

1 (σ1 → σ2)
.
= ∀

n
2 (τ1 → τ2)] · Q

′. Dane wej±
iowe prze-ksztaª
ane s¡ na
([∀n

1σ1
.
= ∀

n
1τ1] · [∀

n
2σ2

.
= ∀

n
2τ2] · Q

′, S).2. Nie
h Q = [∀n
1α〈~x := ~t〉

.
= ∀

n
2 (τ1 → τ2)] · Q

′, gdzie ~x jest zbioremzmienny
h {x1, . . . , xm}, wektor ~t jest zbiorem termów {t1, . . . , tm},za± α jest zmienn¡ typow¡, tak¡ »e »aden 
ykl zawieraj¡
y α w gra�e
GQ nie ma kraw�dzi z Es. Dane wej±
iowe przeksztaª
ane s¡ na

([∀n
1 (α1 → α2)〈~x := ~t〉

.
= ∀

n
2τ1 → τ2] · Q

′[α := α1 → α2)],
[α := α1 → α2] ◦ S),gdzie α1, α2 s¡ ±wie»ymi zmiennymi.3. Let Q = [∀n

1α〈~x := ~t〉
.
= ∀

n
2 ((∀y : 0)τ)] ·Q′, gdzie ~x jest zbiorem zmien-ny
h {x1, . . . , xm}, wektor ~t jest zbiorem termów {t1, . . . , tm}, za± αjest zmienn¡ typow¡, dla której »aden 
ykl w gra�e GQ prze
hodz¡
yprzez α nie zawiera kraw�dzi z Es. Dane wej±
iowe przeksztaª
ane s¡na

([∀n
1 ((∀y′ : 0)α1)〈~x := ~t〉

.
= ∀

n
2 ((∀y : 0)τ)] · Q′[α := ((∀y′ : 0)α1)],

[α := ((∀y′ : 0)α1)] ◦ S),gdzie α1 jest ±wie»¡ zmienn¡ typow¡, za± y′ jest ±wie»¡ zmienn¡ pierw-szego rz�du.4. Nie
h Q = [σ
.
= τ ] · Q′ i nie
h σ

.
= τ b�dzie jednej z trze
h posta
i(3.5�3.7). Dane wej±
iowe przeksztaª
ane s¡ na

(Q′ · [σ
.
= τ ], S).5. We wszystki
h pozostaªy
h przypadka
h za
hodzi pora»ka.Przy dowodzie termina
ji potrzebna b�dzie nam de�ni
ja pewny
h sz
ze-gólny
h ±
ie»ek w gra�e GE :



118De�ni
ja 3.2.47 (droga termowa)Powiemy, »e droga ω w gra�e GE jest termowa, gdy
• ka»da kraw�d¹ ª¡
z¡
a wierz
hoªki ω wyst�puje na tej drodze najwy»ejraz oraz
• ω nie zawiera »adnego pod
i¡gu posta
i α ·α′ ·α, gdzie (α,α′) i (α′, α)nale»¡ do Ee.Lemat 3.2.48 (termina
ja)Pro
edura uprasz
zania z de�ni
ji 3.2.46 zatrzymuje si� dla ka»dy
h dany
hwej±
iowy
h.Dowód:Dla grafu GQ mo»na okre±li¢ zbiór

Ak = {α | nie ma kraw�dzi (α, β) ∈ Es}.Dla danej zmiennej α okre±limy Aα jako zbiór dróg termowy
h z α do jakiej±zmiennej z Ak. Wresz
ie dla danej drogi ω okre±limy wω jako sum� wag jejkraw�dzi.Okre±limy teraz pewn¡ funk
j� W jako
W (α) =

∑

ω∈Aα

wω.Funk
ja ta jest dobrze okre±lona, gdy» dróg termowy
h w danym gra�e jestsko«
zenie wiele.Okre±limy na 
i¡ga
h równa« funk
j� µ jako
µ(Q) = 〈nt, nQ, nf 〉 ∈ N

3,przy 
zym
• nt =

∑

α∈TV(Q)W (α), gdy GQ nie ma 
yklu zawieraj¡
ego kraw�d¹ zezbioru Es; oraz nt = 0 w prze
iwnym przypadku;
• nQ jest sum¡ rozmiarów wszystki
h typów w Q mierzon¡ li
zb¡ wy-st¡pie« strzaªek oraz symboli predykatów;
• nf jest li
zb¡ równa« posta
i (3.5�3.7) (def. 3.2.46), które znajduj¡si� w 
i¡gu Q przed jakim± równaniem, które nie jest »adnej z posta
i(3.5�3.7).Poka»emy, za pomo
¡ rutynowej analizy przypadków, »e warto±
i funk
ji

µ po wykonaniu dowolnego z kroków (1�4) maleje w porz¡dku leksykogra-�
znym na N
3.



119Dla przypadku (1) wielko±¢ nt si� nie zmienia, bo dla niej maj¡ zna
zenietylko ±
ie»ki, które s¡ przedªu»eniami ±
ie»ek prowadz¡
y
h do zmienny
h,a przy wykonywanym tutaj przeksztaª
eniu takie ±
ie»ki si� nie zmieniaj¡.Zmniejsza si� za to ostro wielko±¢ nQ, gdy» zmniejsza si� li
zba strzaªek w Q.Dla przypadku (2) zmniejsza si� warto±¢ nt, gdy» wszystkie ±
ie»ki, któredo tej pory za
zynaªy si� od α zostaj¡ rozdzielone na ±
ie»ki za
zynaj¡
e si�od α1 i α2 przy 
zym waga ka»dej takiej ±
ie»ki jest mniejsza o 1. Dodatkowowszystkie wω dla ±
ie»ek ω w GQ za
zynaj¡
y
h si� od jakiej± zmiennej
α0 6= α i przebiegaj¡
y
h przez α nie zmieniaj¡ si�, gdy» jedno±¢, którado tej pory znajdowaªa si� we fragmen
ie ±
ie»ki za
zynaj¡
ym si� od αprze
hodzi do kraw�dzi przed α1 lub α2, gdy» w stosownym typie α zostaªozast¡pione przez α1 → α2.Dla przypadku (3) dowód przebiega podobnie do poprzedniego przy-padku.Dla przypadku (4) ze zmiennymi i ±
ie»kami si� ni
 nie zmienia, wi�
warto±
i nt i nQ nie ulegaj¡ zmianie. Poniewa» pro
edura si� nie sko«
zyªa,to w Q musi si� znajdowa¢ równanie, które nie jest »adnej z posta
i (3.5�3.7).Zatem przeniesienie jednego równania takiej posta
i na konie
 Q zmniejszali
zb� ty
h równa« posta
i (3.5�3.7), które wyst�puj¡ przed jakim± równa-niem nie maj¡
ym takiej posta
i. St¡d nf si� zmniejsza.W zwi¡zku z tym, »e  -reduk
ja powoduje tylko zmian� poªo»enia sub-stytu
ji w e-typa
h, a nt, nQ oraz nf nie zale»¡ od i
h umiejs
owienia w e-typa
h, to wykonywanie normaliza
ji po ka»dym kroku algorytmu nie zmie-nia warto±
i funk
ji µ.Lemat 3.2.49 (poprawno±¢ jednego kroku)Nie
h (Q, S) b�dzie par¡, tak¡ »e Q jest 
i¡giem równa«, a S jest podstawie-niem. Je±li istnieje podstawienie T , takie »e T ◦ S rozwi¡zuje Q i jeden krokpro
edury uprasz
zania daje w wyniku (Q′, S′), to istnienie podstawienie T ′,takie »e T ′ ◦ S′ rozwi¡zuje Q′.Dowód:Podstawienie S zmienia si� tylko w przypadka
h (2) i (3) pro
edury uprasz-
zania. Co wi�
ej w przypadku (1) nast�puje tylko rozbi
ie dwó
h strzaªek,
o o
zywi±
ie nie zmienia faktu, »e S rozwi¡zuje ukªad równa«; w przypadku(4) za± nie sam ukªad nie zmienia si� w ogóle, 
o te» nie zmienia rozwi¡zy-walno±
i ukªadu przez S.W przypadku (2) mo»emy zaªo»y¢, »e T (α) = τ1 → τ2, gdy» pierwszerównanie w Q wymusza tak¡ posta¢. Okre±lamy T ′(β) = T (β) dla β 6=
α,α1, α2 oraz T ′(α1) = 1(T (α)), T ′(α2) = 2(T (α)). Tak okre±lone T ′ speªnianasz¡ tez� � dowód pozostawiamy Czytelnikowi.Dowód dla (3) jest podobny do poprzedniego przypadku � sz
zegóªypozostawiamy Czytelnikowi.



120Lemat 3.2.50 (rozwi¡zanie daje krok algorytmu)Nie
h (Q, S) b�dzie par¡, gdzie Q jest 
i¡giem równa«, a S podstawieniem.Je±li istnieje podstawienie T takie, »e T ◦ S rozwi¡zuje Q, to pro
edurauprasz
zania nie ponosi pora»ki.Dowód:Przypadki, kiedy »aden z punktów (1�4) nie mo»e zosta¢ zastosowany obej-muj¡ tylko:1. Q = [∀n
1 ((∀x : 0)σ)

.
= ∀

n
2τ ] · Q

′, gdzie τ nie za
zyna si� od (∀x : 0) i τnie jest posta
i α〈~x := ~t〉;2. Q = [∀n
1 (σ1 → σ2)

.
= ∀

n
2τ ] ·Q

′, gdzie τ nie ma posta
i τ1 → τ2 oraz niejest równe α〈~x := ~t〉;3. Q = [∀n1

1 P (t1, . . . , tm1
)
.
= ∀

n2

2 P ′(s1, . . . , sm2
)] · Q′, gdzie

∀
n1

1 P (t1, . . . , tm1
) 6≃ ∀

n2

2 P ′(s1, . . . , sm2
).4. Q = [∀n1

1 α〈~x := ~t〉
.
= ∀

n2

2 τ ] · Q′, gdzie τ jest albo σ1 → σ2, albo
(∀x : 0)σ, za± GQ zawiera 
ykl z α prze
hodz¡
y przez kraw�d¹ z Es.W przypadka
h (1�3), Q w sposób o
zywisty nie ma rozwi¡zania � kon�iktsymboli.Dowód w przypadku (4) wykonujemy przez induk
j� ze wzgl�du na dªu-go±¢ 
yklu.Je±li 
ykl ma dªugo±¢ zero (kraw�d¹ od α do α), to istnieje równanie

[∀nτ1
.
= ∀

nτ2], w którym τ1 zawiera α na pewnej ±
ie»
e ρ, a τ2 zawierazmienn¡ α na pewnej ±
ie»
e ρ′ · ρ, gdzie |ρ′| > 0. Takie równanie jest nie-rozwi¡zywalne, gdy» jego rozwi¡zanie wymagaªoby istnienia niesko«
zonej±
ie»ki w rozwi¡zaniu.Je±li dªugo±¢ jest wi�ksza od zera, to w 
yklu mamy równanie posta
i
[∀n1τ1

.
= ∀

n2τ2] z pewnym α1 w τ1 na ko«
u ±
ie»ki ρ oraz pewnym α2 w τ2na ±
ie»
e ρ′ · ρ. Usuwamy α1 podstawiaj¡
 na jego miejs
e term znajdu-j¡
y si� na ρ w τ2 (by¢ mo»e dokonuj¡
 jedno
ze±nie przemianowania od-powiedni
h zmienny
h pierwszego rz�du). W ten sposób eliminujemy jedn¡zmienn¡ z 
yklu i uzyskujemy zbiór równa«, którego rozwi¡zywalno±¢ jestrównowa»na rozwi¡zywalno±
i pierwotnego ukªadu. Z zaªo»enia induk
yj-nego uzyskany zbiór równa« nie ma rozwi¡zania, a zatem i pierwotny zestawrówna« tak»e go nie ma.Lemat 3.2.51 (peªno±¢ pojedyn
zego kroku)Nie
h (Q′, S′) b�dzie par¡ uzyskan¡ z (Q, S) w jednym kroku pro
eduryuprasz
zania. Je±li istnieje podstawienie T ′ takie, »e T ′ ◦ S′ rozwi¡zuje Q′,to istnieje podstawienie T , takie »e T ◦ S rozwi¡zuje Q.



121Dowód:Podstawienie T ′ nie musi by¢ zmieniane dla przypadków ró»ny
h od (2) i (3).W przypadku (2), przyjmujemy T (α) = T ′(α1)→ T ′(α2), za± w przypadku(3): T (α) = (∀y′ : 0)T ′(α1).Jest kwesti¡ rutynowego sprawdzenia, »e tak okre±lone T speªnia nasz¡tez�. Sz
zegóªy zostawiamy Czytelnikowi.Fakt 3.2.52 (zmienne w podstawieniu i 
i¡gu równa«)Nie
h (Q, S) b�dzie par¡, w której TV(Q) ∩Dom(S) = ∅. Je±li (Q′, S′) zo-staªo osi¡gni�te w n-tym kroku pro
edury uprasz
zania, to równie» TV(Q′)∩
Dom(S′) = ∅.Dowód:Rutynowa induk
ja ze wzgl�du na li
zb� kroków algorytmu.Twierdzenie 3.2.53 (poprawno±¢ pro
edury uprasz
zania)1. Pro
edura zatrzymuje si� dla wszystki
h dany
h wej±
iowy
h posta
i

(Q, ∅).2. Ukªad Q ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy wynik pro
eduryuprasz
zania zastosowanej do (Q, ∅) ma posta¢ (Q′, S), gdzie Q′ marozwi¡zanie i ka»de równanie Q′ ma któr¡± z posta
i (3.5�3.7) opisa-ny
h w de�ni
ji 3.2.46.Dowód:Lemat 3.2.48 implikuje termina
j� pro
edury uprasz
zania, 
o daje nampierwsz¡ 
z�±¢ naszego twierdzenia i mo»emy zakªada¢ w dalszym 
i¡gu do-wodu, »e pro
edura zatrzymuje si� po n kroka
h.Nie
h S0 b�dzie rozwi¡zaniem Q. Podstawienie S0◦∅ jest równie» rozwi¡-zaniem Q. Mo»emy teraz n razy zastosowa¢ lemat 3.2.49 oraz lemat 3.2.50i w wyniku uzyska¢ par� (Q′, S), dla której istnieje podstawienie T , takie »e
T ◦ S jest rozwi¡zaniem Q′.Analogi
znie, je±li pro
edura uprasz
zania ko«
zy dziaªanie i daje wynik
(Q′, S), taki »e Q′ ma rozwi¡zanie T , to poniewa» TV(Q′) ∩ Dom(S) = ∅(fakt 3.2.52), mamy, »e T ◦ S jest rozwi¡zaniem Q′. St¡d mo»emy tutajzastosowa¢ n razy lemat 3.2.51 i uzyska¢, »e Q ma równie» rozwi¡zanie.Usuwanie kwanty�katorówW tym momen
ie za pomo
¡ pro
edury uprasz
zania uzyskali±my zbiór e-równa« o spe
jalnej posta
i. Jednak równania te w
i¡» jesz
ze maj¡ w sobiekwanty�katory, które nie pozwalaj¡ na bezpo±redni¡ transla
j� do uni�ka
jidrugiego rz�du. Opiszemy tutaj pro
edur� usuwania ty
h kwanty�katorów.Pro
edura ta wykorzystuje pewn¡ po±redni¡ grafow¡ struktur� dany
h.



122De�ni
ja 3.2.54 (graf ustalania)Graf ustalania dla zbioru równa« E okre±lamy jako dowolny graf o wierz-
hoªka
h
VE = XE ×TV(E),gdzie XE jest zbiorem zmienny
h pierwszego rz�du, które znajduj¡ si� podkwanty�katorami w E , za± TV(E) to zbiór zmienny
h typowy
h w E .Powy»szy graf jest grafem nieskierowanym (kraw�dzie s¡ parami nieupo-rz¡dkowanymi).Intui
yjnie, pro
edur� usuwania kwanty�katorów pierwszego rz�du b�dziemyuru
hamia¢ z grafem ustalania, w którym kraw�d¹ mi�dzy (x, α) a (x′, α′)pojawia si�, gdy istnieje w ukªadzie równa« równanie, w którym wyst�pujezmienna α i α′, a x oraz x′ s¡ kwanty�kowane na tej samej pozy
ji. Nast�pnieb�dziemy przetwarza¢ grafy ustalania do
hodz¡
 stopniowo do sytua
ji, gdzieka»da kraw�d¹ mi�dzy (x, α) a (x′, α′) ozna
za, »e x i x′ powinny wyst�powa¢dokªadnie w ty
h samy
h miejs
a
h termów podstawiany
h na α i na α′odpowiednio.Pro
edura usuwania kwanty�katorów daje w wyniku nowy zbiór równa«� tym razem bez kwanty�katorów � oraz pewne dodatkowe wi�zy nega-tywne. Wi�zy te, intui
yjnie, mówi¡, »e pewien symbol nie mo»e wyst¡pi¢w typie odpowiadaj¡
ym danej zmiennej typowej. Te wi�zy wprowadzane s¡w wyniku pojawiania si� pewny
h nowy
h staªy
h pierwszego rz�du. Staªe,które znajdowaªy si� w oryginalnej sygnaturze, nie wyst�puj¡ w wygenero-wany
h wi�za
h.De�ni
ja 3.2.55 (e-równania z wi�zami)O parze 〈E , φ〉, gdzie E jest zbiorem e-równa«, a φ : TV(E)→ Const mówimy,»e jest ukªadem równa« z wi�zami negatywnymi φ. Mówimy, »e S : TV(E)→

T e
Σ(X,X ) jest rozwi¡zaniem takiego równania z wi�zami, gdy dla ka»dego
α ∈ TV(E) staªe z φ(α) nie wyst�puj¡ w S(α).O
zywi±
ie zakªadamy, »e w przedstawionej powy»ej pro
edurze usuwa-nia kwanty�katorów nie wykonywane s¡ »adne α-konwersje.Pro
edura usuwania kwanty�katorów skªada si� z dwó
h 
z�±
i: two-rzenia grafu ustalania dla wej±
iowego równania oraz wªa±
iwego usuwaniakwanty�katorów.De�ni
ja 3.2.56 (tworzenie grafu ustalania)Wej±
ie dla tej pro
edury stanowi¡ trójki (Σ,X, E), gdzie Σ jest sygnatur¡,
X jest zbiorem zmienny
h pierwszego rz�du, za± E jest zbiorem e-równa«zawartym w Ee

Σ(X,X ). Wynikiem jest graf ustalania GE oraz funk
ja okre-±laj¡
a wi�zy negatywne φE : TV(E)→ P (XE ). Obiekty te de�niujemy jako
Gn

E = 〈VE , En〉 oraz φn uzyskane w ostatnim kroku nast�puj¡
ej itera
ji:



1231. Za
zynamy od G0
E = 〈VE , E0〉 i φ0 : TV(E)→ P (XE ), gdzie

E0 = {((xi, α), (x′i, α
′)) |

[∀x1 . . . ∀xi . . . ∀xnα〈· · ·〉
.
= ∀x′1 . . . ∀x

′
i . . . ∀x

′
nα

′〈· · ·〉] ∈ E},
φ0(α) = ∅ dla ka»dego α.2. Przeksztaª
amy Gn

E w Gn+1
E pod warunkiem, »e istnieje droga ω w Gn

Eod (x1, α) do (x2, α), gdzie x1 6= x2. De�niujemy En+1 i φn+1 w sposóbnast�puj¡
y(a) we¹ kraw�d¹ ((y, β), (y′, β′)) mi�dzy s¡siednimi wierz
hoªkami ω,(b) usu« j¡ � wynikiem jest zbiór En+1,(
) φn+1(γ) = φn(γ) dla γ 6= β,
φn+1(β) = φn(β) ∪ {y}, gdy w E znajduje si� równanie

∀z1 . . . ∀zi . . . ∀zmβ〈~z
1 := ~t〉

.
= ∀z′1 . . . ∀z

′
i . . . ∀z

′
mβ

′〈· · ·〉,takie »e zi = y i z′i = y′ oraz y 6∈ ~z1,
φn+1(β) = φn(β), gdy takie równanie nie istnieje w E .Nast�puj¡
y fakt jest konie
zny dla ustalenia poprawno±
i pro
edury usu-wania kwanty�katorów.Fakt 3.2.57 (ró»ne skªadowe)Nie
h ∀z1 . . . ∀zi . . . ∀zmα〈~z1 := ~t1〉

.
= ∀z′1 . . . ∀z

′
i . . . ∀z

′
mβ〈~z

2 := ~t2〉 b�dzierównaniem nale»¡
ym do E. Je±li Gn
E nie zawiera kraw�dzi ((zi, α), (z′i, β)),to albo zi ∈ φn(α), albo z′i ∈ φn(β).Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na n � zostawiamy Czytelnikowi. Klu
zow¡ rol� gratutaj punkt (2
) de�ni
ji 3.2.56.Nast�puj¡
y fakt wyja±nia, dla
zego w punk
ie (2) de�ni
ji 3.2.56 po-winni±my przerywa¢ drogi mi�dzy (x1, α) a (x2, α). Istnienie takiej drogiinterpretujemy dalej w de�ni
ji 3.2.59 jako konie
zno±¢ przyj�
ia na x1 i x2tej samej staªej. Tym
zasem takie ustalenie w przypadka
h wyªapywany
hw punk
ie (2) prowadziªoby do sprze
zno±
i.Fakt 3.2.58 (kopiowanie)Nie
h ω b�dzie drog¡ w Gn

E dla pewnego n i nie
h S b�dzie rozwi¡zaniem E.Je±li dla ka»dej kraw�dzi ((zi, α), (z′i, β)), gdzie (zi, α) jest k. wierz
hoªkiemdrogi ω, a (z′i, β) jej wierz
hoªkiem k + 1., i dla ka»dego równania posta
i
∀z1 . . . ∀zi . . . ∀znα〈~z

1 := ~t1〉
.
= ∀z′1 . . . ∀z

′
i . . . ∀z

′
nβ〈· · ·〉mamy, »e zi 6∈ ~z1, to je±li dla pewnego wierz
hoªka (y, γ) drogi ω istnieje taka±
ie»ka ρ, »e ρ(S(γ)) = y, to dla dla ka»dego wierz
hoªka (y′, γ′) tej drogi

ρ(S(γ′)) = y′.



124Dowód:Induk
ja ze wzgl�du na dªugo±¢ drogi ω � zostawiamy j¡ Czytelnikowi.De�ni
ja 3.2.59 (wªa±
iwe usuwanie kwantyfikatorów)Wej±
ie dla tej pro
edury stanowi¡ pi¡tki (Σ,X, E , GE , φE), gdzie Σ jestsygnatur¡, X jest zbiorem zmienny
h pierwszego rz�du, E jest zbiorem e-równa« zawartym w Ee
Σ(X,X ), a GE , φE s¡ wynikiem tworzenia grafu ustala-nia. Wynikiem jest trójka (Σ′, E ′, φ), gdzie Σ′ jest sygnatur¡, E ′ jest zbioreme-równa« zawartym w Ee

Σ′(∅,X ), za± φ : TV(E ′)→ P (XE ).Korzystaj¡
 z GE i φE , tworzymy nowy zbiór równa« E ′, wykonuj¡
 na-st�puj¡
e dwa kroki:1. dla ka»dej spójnej skªadowej H w GE wybieramy now¡ staª¡ aH ;2. ka»de równanie:
∀z1 . . . ∀znα〈~z

1 := ~t1〉
.
= ∀z′1 . . . ∀z

′
nβ〈~z

2 := ~t2〉zast�pujemy równaniem
α〈~z1 := ~t1〉[z1 := a1, . . . , zn := an]

.
= β〈~z2 := ~t2〉[z′1 := a1, . . . , z

′
n := an]przy 
zym

• ai = aH , je±li (zi, α) oraz (z′i, β) s¡ w tej samej spójnej skªadowej
H;
• ai = aH , je±li (zi, α) oraz (z′i, β) s¡ w ró»ny
h spójny
h skªado-wy
h, (z′i, β) nale»y do spójnej skªadowej H i zi ∈ φ(α);
• ai = aH , je±li (zi, α) oraz (z′i, β) s¡ w ró»ny
h spójny
h skªa-dowy
h, (zi, α) nale»y do spójnej skªadowej H oraz zi 6∈ φ(α)i z′i ∈ φ(β)(fakt 3.2.57 implikuje, »e to ju» wszystkie przypadki) oraz
• {zi1 , . . . , zim} = {z1, . . . , zn}\~z

1;
• {z′j1 , . . . , z

′
jm
} = {z′1, . . . , z

′
n}\~z

2.Sygnatura, któr¡ otrzymujemy w wyniku dziaªania pro
edury zawiera:1. wszystkie symbole Σ,2. wszystkie symbole X,3. wszystkie staªe pierwszego rz�du wprowadzane w powy»szej pro
edu-rze.



125Fakt 3.2.60 (poprawno±¢ usuwania kwantyfikatorów)1. Pro
edura usuwania kwanty�katorów zatrzymuje si�,2. Ukªad E ma rozwi¡zanie T : X ⇁ T e
Σ(X, ∅) wtedy i tylko wtedy, gdypewien wynik E ′ pro
edury usuwania kwanty�katorów ma rozwi¡zanie

T ′ : X ⇁ T e
Σ′(X\(Σ ∪Dom(Γ)), ∅), które speªnia wi�zy φ.Co wi�
ej, »adna staªa z Σ nie wyst�puje w φ.Dowód:Wªasno±¢ (1) jest o
zywista. Dowód (2) skªada si� z dwó
h 
z�±
i.(⇒) Je±li E ma rozwi¡zanie T , to mo»emy skonstruowa¢ rozwi¡zanie T ′ukªadu E ′ kªad¡
:
T ′(α) = T (α)[zi1 := ai1, . . . , zim := aim ]
T ′(β) = T (β)[z′j1 := aj1, . . . , z

′
jm′

:= ajm′
],gdzie α, β, zi1 , . . . , zim , z′j1 , . . . , z′jm

, ai1 , . . . , aim , aj1, . . . , ajm s¡ okre±lone jakw punk
ie 2 de�ni
ji 3.2.59. Podstawienie T ′ jest rozwi¡zaniem, bo:
• w nowym ukªadzie równa« i rozwi¡zaniu nie zmieniaj¡ si� wyst¡pieniasymboli funk
yjny
h;
• podobnie nie zmieniaj¡ si� pozy
je staªy
h z sygnatury Σ;
• nowo wprowadzane staªe wprowadzane s¡, tak »e na i-t¡ zmienn¡w 
i¡gu kwanty�katorów po lewej i prawej stronie tra�a ta sama staªa.Tak okre±lone rozwi¡zanie T ′ speªnia wi�zy φ, 
o zapewnia fakt 3.2.57. Sz
ze-góªy pozostawiamy Czytelnikowi.(⇐) Je±li E ′ ma rozwi¡zanie T ′, to mo»emy odtworzy¢ T rozwi¡zuj¡
e E ,zast�puj¡
 po prostu ±wie»e staªe przez zmienne pierwszego rz�du, które onezast�powaªy. Przy takim post�powaniu mog¡ si� pojawi¢ pewne zmiennepoza zasi�giem kwanty�katorów. Takie wyst¡pienia zast�pujemy jedn¡ wy-ró»nion¡ staª¡ z wyj±
iowej sygnatury. Istnienie ω w punk
ie (2) de�ni-
ji 3.2.56 gwarantuje, »e tylko dla ustalonej zmiennej typowej α nowo wpro-wadzonej staªej znajduj¡
ej si� w T ′(α) odpowiada jedna zmienna pierwszegorz�du.W wyniku zastosowanej tutaj pro
edury dostajemy równania o jesz
zebardziej ograni
zonej posta
i:De�ni
ja 3.2.61 (posta¢ równa« bez kwantyfikatorów)Równania, które s¡ wynikiem pro
edury usuwania kwanty�katorów maj¡posta¢:

α〈~x := ~t〉
.
= α′〈~y := ~s〉, (3.8)

α〈~x := ~t〉
.
= P (s1, . . . , sm), (3.9)

P (t1, . . . , tn)
.
= P (s1, . . . , sn), (3.10)



126gdzie ~x, ~y, ~t, ~s ozna
zaj¡ odpowiednie wektory zmienny
h lub termów,a n ≥ 0.Od e-równa« do równa« drugiego rz�duUzyskali±my w ko«
u zbiór e-równa«, który mo»e zosta¢ przeksztaª
ony nazbiór równa« drugiego rz�du spe
jalnej posta
i.De�ni
ja 3.2.62 (unifika
ja z wi�zami)O parze 〈E,φ〉, gdzie E jest zbiorem równa« uni�ka
ji drugiego rz�du, a φ :
FV (E)→ Const mówimy, »e jest ukªadem równa« drugiego rz�du z wi�zaminegatywnymi φ.Mówimy, »e S : FV (E) → TermyCh(λ→ n) jest rozwi¡zaniem takiegorównania z wi�zami, gdy dla ka»dego F ∈ FV (E) mamy, »e staªe z φ(F ) niewyst�puj¡ w S(F ).Wprowadzimy teraz pewn¡ rela
j� równowa»no±
i ≡ pomi�dzy typami wy-st�puj¡
ymi w równania
h.De�ni
ja 3.2.63 (rela
ja ≡)Dla ukªadu E okre±lamy

τ1 ≡ τ2 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w E równanie τ1 .
= τ2lub τ1 = α〈~x := ~t〉 i τ2 = α〈~y :=

~s〉.Transla
ja do uni�ka
ji drugiego rz�du z wi�zami de�niujemy jak nast�puje:De�ni
ja 3.2.64 (transla
ja do drugiego rz�du)Nie
h b�dzie dany ukªad e-równa« z wi�zami negatywnymi 〈E , φ〉, przy
zym posta¢ ty
h równa« jest zgodna z de�ni
j¡ 3.2.61. Zde�niujemy ukªadrówna« drugiego rz�du 〈E,φ′〉. Transla
ja skªada si� z dwó
h kroków1. Najpierw usuwamy równania τ .
= τ ′ o tej wªasno±
i, »e klasa abstrak-
ji rela
ji ≡ wyzna
zona przez τ (i τ ′) skªada si� wyª¡
znie z typówza
zynaj¡
y
h si� od zmiennej typowej.2. Dla ka»dej zmiennej typowej α nie
h Aα b�dzie zbiorem wszystki
hzmienny
h pierwszego rz�du x, które wyst�puj¡ w jakim± równaniuz E w kontek±
ie α〈~y := ~t〉〈x := s〉〈~z := ~u〉. Nie
h Aα = {x1, . . . , xn}.Dla ka»dego α〈~y := ~t〉, zakªadaj¡
, »e ~t = {t1, . . . , tm}, zast�pujemy

α〈~y := ~t〉 przez Fα(t′1, . . . , t
′
n), gdzie

• t′i = tj[yj+1 := tj+1] · · · [ym := tn], o ile xi = yj oraz
• t′i = xi, o ile w±ród zmienny
h ~y nie ma yj = xi.Funk
j� φ′ okre±lamy za± jako φ′(Fα) = φ(α).



127Naty
hmiast uzyskujemy nast�puj¡
y fakt:Fakt 3.2.65 (uprosz
zone równania i unifika
ja drugiego rz�du)Dla danego zbioru E równa« posta
i (3.8�3.10) z de�ni
ji 3.2.61 wraz z wi�-zami φ istnieje zbiór E równa« uni�ka
ji drugiego rz�du oraz wi�zy φ′, takie»e E jest rozwi¡zywalne z wi�zami φ wtedy i tylko wtedy, gdy E jest rozwi¡-zywalne z wi�zami φ′.Co wi�
ej, transla
ja 〈E , φ〉 na 〈E ′, φ′〉 jest efektywna, a zbiór staªy
h w φnie zmienia si� przy przej±
iu do φ′.Dowód:Transla
ja z de�ni
ji 3.2.64 jest bez w¡tpienia efektywna i nie zmienia zbiorustaªy
h w wi�za
h.Pierwszy krok transla
ji, usuni�
ie pewny
h klas abstrak
ji rela
ji ≡, niewpªywa na rozwi¡zywalno±¢, gdy» okre±lony w ten sposób podzbiór równa«ma zawsze rozwi¡zanie i w dodatku rozwi¡zanie to jest niezale»ne od resztypo
z¡tkowego ukªadu równa«.Równowa»no±¢ za
hodzi, gdy» drugi krok przedstawionej tutaj transla
jisprowadza si� do przemianowania zmienny
h α na Fα oraz ustalenia od-powiednio±
i mi�dzy zmiennymi z lewy
h stron znaku := w jawny
h sub-stytu
ja
h a argumentami zmiennej drugiego rz�du. Odpowiednio±¢ ta jestwyzna
zona przez arbitralne okre±lenie z góry kolejno±
i ty
h zmienny
h. Towystar
zy, gdy» na dan¡ zmienn¡ α wsz�dzie podstawiany jest ten sam e-typ, wi�
 dana zmienna pierwszego rz�du x mo»e by¢ zast¡piona po prostuprzez ustalony (dla wszystki
h wyst¡pie« α taki sam) argument.Zauwa»my, »e uzyskujemy tutaj równania ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªo-wy
h (zob. de�ni
ja 1.4.6).Musimy jesz
ze poradzi¢ sobie z wprowadzonymi wi�zami. Transforma
japozwalaj¡
a pozby¢ si� wi�zów wygl¡da w sposób nast�puj¡
y:De�ni
ja 3.2.66 (usuwanie wi�zów)Nie
h E b�dzie zbiorem równa« drugiego rz�du z wi�zami φ. Dla ka»dejstaªej c ∈ Σ wprowadzamy dwie nowe staªe c1 oraz c2. Dla ka»dej zmiennejdrugiego rz�du F o arno±
i n wprowadzamy dwie zmienne F1 oraz F2 obie oarno±
i n+ k, gdzie k jest li
zb¡ staªy
h w Σ. Okre±lamy dwie opera
je | · |1oraz | · |2 jak nast�puje:
• |c|i = ci,
• |f(t1, . . . , tn)|i = f(|t1|i, . . . , |tn|i),
• |F (t1, . . . , tn)|i = Fi(|t1|i, . . . , |tn|i, c

1
i , . . . , c

k
i ), gdzie {c1, . . . , ck} jestzbiorem wszystki
h staªy
h w Σ.Ka»de równanie t1 .

= t2 w E jest zast�powane przez par� równa«
|t1|1

.
= |t2|1oraz

|t1|2
.
= |t2|2.

(3.11)



128Dla ka»dej zmiennej F w E dokªadamy jesz
ze równania
F1(a1, . . . , ak, c

1
1, . . . , c

k
1)

.
= F2(a1, . . . , ak, c

1
1, . . . , c

k
1)oraz

F1(a1, . . . , ak, c
1
2, . . . , c

k
2)

.
= F2(a1, . . . , ak, c

1
2, . . . , c

k
2),

(3.12)gdzie a1, . . . , ak s¡ ±wie»ymi staªymi. W ko«
u dla ka»dego wi�zu φ(F )dodajemy równanie
F1(a1, . . . , a1, c

1
1, . . . , c

k
1)

.
= F2(a1, . . . , a1, d

1, . . . , dk), (3.13)gdzie di = ci1, je±li ci 6∈ φ(F ) oraz di = ci2, je±li ci ∈ φ(F ).Naty
hmiast uzyskujemy nast�puj¡
y fakt:Fakt 3.2.67 (unifika
ja drugiego rz�du bez wi�zów)Nie
h a0 b�dzie staª¡, która nie pojawia si� w wi�za
h φ. Dla danego zbioru Erówna« z wi�zami φ istnieje zbiór E′ równa« uni�ka
ji drugiego rz�du, taki»e E jest rozwi¡zywalne z wi�zami φ wtedy i tylko wtedy, gdy E′ jest rozwi¡-zywalne.Transla
ja przeksztaª
aj¡
a 〈E,φ〉 na E′ jest efektywna i daje w wynikutylko równania posta
i (1.1�1.3) z de�ni
ji 1.4.6.Dowód:(⇒) Przypu±¢my, »e E jest rozwi¡zywalne przez S speªniaj¡
e wi�zy φ.Konstruujemy podstawienie S′, które jest rozwi¡zaniem E′, kªad¡

S′(Fi) = λx1 . . . xkxk+1 . . . xk+m.|S(F )x1 . . . xk|0dla i = 1, 2, gdzie | · |0 jest okre±lone jako opera
ja, która zast�puje ka»d¡staª¡ cj (ozna
zenie jak w de�ni
ji 3.2.66) przez xj+k, przy 
zym k jest arno-±
i¡ F , a m li
zb¡ staªy
h w sygnaturze. Tak okre±lone S′ jest rozwi¡zaniem,gdy»

• w równania
h posta
i 3.11 za
hodzi dokªadne na±ladowanie równa« z Etyle, »e staªe z sygnatury s¡ zast¡pione przez odpowiednie argumentyod k + 1 do k +m; ka»da staªa jest potem w równaniu wstawiana naodpowiedni argument, wi�
 w wyniku podstawienia tra�a dokªadniew to samo miejs
e, w którym byªa w rozwi¡zaniu dla E;
• w równania
h posta
i 3.12 za
hodzi równo±¢, bo F1 i F2 s¡ zde�niowanedokªadnie tak samo;
• w równania
h posta
i 3.13 za
hodzi równo±¢, bo dla staªy
h, któremog¡ wyst¡pi¢ w F odpowiednie argumenty s¡ dla F1 i F2 równe.



129(⇐) Przypu±¢my, »e E′ jest rozwi¡zywalne za pomo
¡ pewnego podstawie-nia S′. Okre±lamy podstawienie S jako S(F ) = |S(F1)|−1, gdzie | · |−1 dziaªaw ten sposób, »e j + k-ty argument S(F1), gdzie k jest arno±
i¡ F , jest za-st�powany przez cj (nota
ja jak w de�ni
ji 3.2.66), za± ka»de wyst¡pieniestaªej clm jest zast�powane przez staª¡ a0. Tak okre±lone podstawienie jestrozwi¡zaniem E, gdy» S′ uni�kuje równania 3.11.Rozwi¡zanie S speªnia dodatkowo wi�zy φ. Wynika to z tego, »e roz-wi¡zanie S′ musiaªo uni�kowa¢ równanie posta
i 3.13. W zwi¡zku z tym, »ew takim równaniu w argumenta
h odpowiadaj¡
y
h staªym z sygnatury (ar-gumenty k+ 1�k+m, gdzie m jest li
zb¡ staªy
h w sygnaturze) dla staªy
hz φ(F ) po lewej i po prawej stronie równania mamy ró»ne symbole, a to ozna-
za, »e stosowny argument S′(F1) = λx1 . . . xk+m.M nie mo»e wyst�powa¢w M .Kontekstowe wyprowadzanie typów w logi
e pierwszego rz�duMo»emy teraz wykonan¡ przez nas w tym rozdziale pra
� podsumowa¢ twier-dzeniem:Twierdzenie 3.2.68 (rozstrzygalno±¢ kontekstowegowyprowadzania typów w logi
e pierwszegorz�du)Problem kontekstowego wyprowadzania typów w logi
e pierwszego rz�du jestrozstrzygalny.Dowód:Twierdzenia 3.2.44 i 3.2.53 oraz fakty 3.2.60 i 3.2.67 daj¡ reduk
j� problemukontekstowego wyprowadzania typów w logi
e pierwszego rz�du do problemurozwi¡zywania równa« ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªowy
h. Ten ostatniproblem za± na mo
y twierdzenia 2.2.1 jest rozstrzygalny.
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Rozdziaª 4PodsumowanieW niniejszej pra
y przedstawione zostaªy nast�puj¡
e nowe wyniki:
• W dziedzinie uni�ka
ji wy»szego rz�du:� Zamiesz
zony zostaª istotnie nowy dowód nierozstrzygalno±
i pro-blemu uni�ka
ji drugiego rz�du. Uzyskany dowód nie odwoªujesi� do 10. problemu Hilberta, 
o stanowi istotne kon
ep
yjneuprosz
zenie dowodu uni�ka
ji 2. rz�du (rezultaty te znajduj¡ si�w podrozdziale 2.1).� Dowód ten jedno
ze±nie obejmuje 
iekawy podproblem uni�ka
jidrugiego rz�du � problem uni�ka
ji z prostymi instan
jami, gdziew argumenta
h niewiadomy
h mog¡ wyst�powa¢ tylko termy bezniewiadomy
h.� Pokazane zostaªy 
iekawe zwi¡zki mi�dzy uni�ka
j¡ a przepisywa-niem termów (sek
ja 2.1.2).� Przedstawiony zostaª 
iekawy rozstrzygalny podproblem uni�ka-
ji drugiego rz�du � uni�ka
j� ze zmiennymi w pozy
ja
h 
zoªo-wy
h. W uni�ka
ji tej je±li w termie równania wyst�puje niewia-doma, to jest ona pierwszym jego symbolem (podrozdziaª 2.2).
• W dziedzinie wyprowadzania typów� Przedstawiony zostaª dowód nierozstrzygalno±
i problemu wypro-wadzania typów dla λ2-Chur
h (podrozdziaª 3.1).� Pokazany zostaª dowód rozstrzygalno±
i problemu kontekstowegowyprowadzania typów dla zanurzenia logiki 1. rz�du w λP (pod-rozdziaª 3.2).Powy»sze w peªni oryginalne wyniki zostaªy jesz
ze uzupeªnione dla peªno±
iprzedstawienia o dowody oparte na konstruk
ji Doweka z pra
y [Dow93℄.Mamy tutaj 131
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• nierozstrzygalno±¢ uni�ka
ji ze zmiennymi 3. rz�du w pozy
ja
h 
zo-ªowy
h (podrozdziaª 2.3) oraz
• nierozstrzygalno±¢ pewnej odmiany wyprowadzania typów dla zanu-rzenia logiki pierwszego rz�du w λP ; przy tego rodzaju wyprowadza-niu konie
zne jest, aby w dany
h wej±
iowy
h podawane byªy konteksti term logiki pierwszego rz�du, natomiast nie nakªada si� warunku, aby
aªe wyprowadzenie byªo pierwszego rz�du � wystar
zy, »eby mie±
iªosi� ono w λP (sek
ja 3.2.2).Dalsze badania Dalsze badania zwi¡zane z zaprezentowanymi tutaj sys-temami powinny obejmowa¢ okre±lenie zªo»ono±
i problemu kontekstowegowyprowadzania typów dla naszego zanurzenia logiki pierwszego rz�du w λP .Równie» interesuj¡
ym problemem jest pytanie, 
zy system ten ma wªasno±¢typów gªówny
h (
zyli 
zy dla ka»dego termu istnieje typ, z którego mo»nauzyska¢ dowolny inny typ przez zastosowanie odpowiedniego podstawienia).Przykªad 1 wskazuje, »e system ten nie ma wªasno±
i typów gªówny
h w tra-dy
yjnym zna
zeniu. Jednak by¢ mo»e da si� uzyska¢ jakie± zadowalaj¡
euogólnienie poj�
ia typu gªównego tak, »eby system miaª wªasno±¢ typówgªówny
h takiego nowego rodzaju.
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