
Egzamin z Grup Algebraicznych

Obowi ↪azuj ↪acy zakres materia lu:

Grupy algebraiczne (liniowe): podstawowe w lasności grup, homomorfizmów,
przyk lady różnych grup algebraicznych i rzeczywistych grup Liego, dzia lania
grup na rozmaitościach, lemat o domkni ↪etej orbicie (z dowodem).

Różniczkowania, różne interpretacje algebry Liego, homomorfizm algebr Liego
stowarzyszony z homomorfizmem grup.

Tw. Chevalleya z dowodem i jego zastosowanie do konstrukcji ilorazu grup
algebraicznych, iloraz przez podrup ↪e normaln ↪a, rozmaitości jednorodne.

Reprezentacje grup algebraicznych tj. G-moduly, iloczyny tensorowe, pot ↪egi
symetryczne G-modulow, reprezentacja do l ↪aczona grupy Ad i algebry Liego ad,
odwzorowanie exp, liczenie algebr Liego grup macierzowych.

Tw. Borela o punkcie sta lym z dowodem i tw. Lie-Kolchina z dowodem,
Podgrupy Borela i paraboliczne i ich wlasności.
Rozk lad Jordana: multyplikatywny i addytywny (z dowodami przynajmniej

dla GL(V ) i ogólna idea sprowadzenia do tego przypadku).
Grupy diagonalizowalne i ich reprezentacje (z dowodem, że rozk ladaj ↪a si ↪e na

sum ↪e jednowymiarowych). Grupy unipotentne, reduktywne, pó lproste (defini-
cje).

Odpowiedniość mi ↪edzy grupami i algebrami Liego nad C .
Zespolone grupy reduktywne z trikiem Weyla (dowód rozk ladalności repre-

zentacji, zak ladaj ↪ac, że grupa jest kompleksyfikacj ↪a zwartej grupy Liego).
Reprezentacje SU(2) i SL(2,C) z dowodem.
Struktura grup reduktywnych: torus maksymalny, rozk lad Cartana, pier-

wiastki, kopierwiastki. Umiej ↪etność policzenia diagramu Dynkina w najprost-
szych przyk ladach.

Reprezentacje: istnienie najwyższej wagi i podstawowe fakty o reprezenta-
cjach.

Zalecana lektura:

1. T. A. Springer, Linear algebraic groups, Progress in Mathematics 9

2. J. Humphreys, Linear algebraic groups, Graduate Texts in Mathematics
21

Przyk ladowe zadania na egzamin (b ↪edzie par ↪e zadań typu napisać coś z
teorii; tu s ↪a tylko zadania praktyczne):

Zad. 1.
Pokazać, że grupa Sp(n, k) jest spójna nad dowolnym cia lem k.

Zad. 2.
Pokazać, że jeśli H jest podgrup ↪a algebraiczn ↪a grupy G, to jej algebra Liego

sk lada si ↪e z tych X ∈ g, które zachowuj ↪a idea l H w G.
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Zad. 3.
Pokazać, że jeśli H jest normaln ↪a podgrup ↪a algebraiczn ↪a grupy G, to jej

algebra Liego spe lnia [h, g] ⊂ h.

Zad. 4.
Znaleźć grup ↪e charakterów SO(4, k) i grup ↪e charakterów torusa maksymal-

nego w SO(4, k).

Zad. 5.
Pokazać, że iloczyn tensorowy cz ↪eści unipotentnych rozk ladów Jordana 2

elementów x ∈ GL(V ) i y ∈ GL(W ) jest cz ↪eścia unipotentn ↪a iloczynu x ⊗ y ∈
GL(V ⊗W ).

Zad. 6.
Pokazać, że każda jednowymiarowa podgrupa zespolonej grupy liniowejG za-

wieraj ↪aca nietrywialny element unipotentny u jest izomorficzna zGa (wskazówka:
pokazać, że jest to domkni ↪ecie podgrupy generowanej przez u).

Zad. 7.
Znaleźć rozk lad reprezentacji do l ↪aczonej dla SL(2,C) na sum ↪e prost ↪a repre-

zentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 8.
Niech G → GL(V ) b ↪edzie nieprzywiedln ↪a reprezentacj ↪a. Znaleźć wszystkie

G-niezmiennicze podprzestrzenie w V ⊕ V .

Zad. 9.
Opisać rozk lad Cartana i diagram Dynkina dla PGL(n,C).

Zad. 10.
Pokazać, że odwzorowanie exp dla U(n) jest surjekcj ↪a. Użyć tego do po-

kazania, że każdy element U(n) jest zawarty w pewnym rzeczywistym torusie
(oczywíscie można inaczej ale ten argument dzia la cz ↪eściej...). Czy każdy ele-
ment kompleksyfikacji SU(n) leży w pewnym algebraicznym podtorusie?

Zad. 11.
Zalóżmy, że G ⊂ GL(V ) jest nieprzywiedln ↪a reprezentac”j ↪a. Pokazać, że G

nie ma nietrywialnych normalnych podgrup unipotentnych.

Zad. 12.
Znaleźć algebr ↪e Liego macierzy górnotrójk ↪atnych w SL(n).

Zad. 13.
Niech G ⊂ GL(V ). Pokazać, że podgrupy Borela grupy G s ↪a podgrupami,

które ustalaj ↪a pewn ↪a flag ↪e 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vs = V , tak ↪a, że dimVi = i
(wskazówka: można użyć dzia lania G na Ps−1).

2


