Egzamin z Grup Algebraicznych

Obowiazujacy zakres materiatu:

Grupy algebraiczne (liniowe): podstawowe wlasnosci grup, homomorfizméw,
przyktady réznych grup algebraicznych i rzeczywistych grup Liego, dziatania
grup na rozmaitosciach, lemat o domknietej orbicie (z dowodem).

Rézniczkowania, rézne interpretacje algebry Liego, homomorfizm algebr Liego
stowarzyszony z homomorfizmem grup.

Tw. Chevalleya z dowodem i jego zastosowanie do konstrukeji ilorazu grup
algebraicznych, iloraz przez podrupe normalna, rozmaitosci jednorodne.

Reprezentacje grup algebraicznych tj. G-moduly, iloczyny tensorowe, potegi
symetryczne G-modulow, reprezentacja dotaczona grupy Ad i algebry Liego ad,
odwzorowanie exp, liczenie algebr Liego grup macierzowych.

Tw. Borela o punkcie stalym z dowodem i tw. Lie-Kolchina z dowodem,

Podgrupy Borela i paraboliczne i ich wlasnosci.

Rozklad Jordana: multyplikatywny i addytywny (z dowodami przynajmniej
dla GL(V) i ogdlna idea sprowadzenia do tego przypadku).

Grupy diagonalizowalne i ich reprezentacje (z dowodem, ze rozkladaja sie na
sume jednowymiarowych). Grupy unipotentne, reduktywne, pélproste (defini-
cje).

Odpowiednio$¢ miedzy grupami i algebrami Liego nad C .

Zespolone grupy reduktywne z trikiem Weyla (dowéd rozktadalnosci repre-
zentacji, zakltadajac, ze grupa jest kompleksyfikacja zwartej grupy Liego).

Reprezentacje SU(2) i SL(2,C) z dowodem.

Struktura grup reduktywnych: torus maksymalny, rozktad Cartana, pier-
wiastki, kopierwiastki. Umiejetnosé policzenia diagramu Dynkina w najprost-
szych przyktadach.

Reprezentacje: istnienie najwyzszej wagi i podstawowe fakty o reprezenta-
cjach.

Zalecana lektura:

1. T. A. Springer, Linear algebraic groups, Progress in Mathematics 9

2. J. Humphreys, Linear algebraic groups, Graduate Texts in Mathematics
21

Przyktadowe zadania na egzamin (bedzie pare zadan typu napisaé cos z
teorii; tu sa tylko zadania praktyczne):

Zad. 1.
Pokazaé, ze grupa Sp(n, k) jest sp6jna nad dowolnym cialem k.

Zad. 2.
Pokazaé, ze jesli H jest podgrupa algebraiczna grupy G, to jej algebra Liego
sklada sie z tych X € g, ktére zachowuja ideat H w G.



Zad. 3.
Pokazaé, ze jesli H jest normalng podgrupa algebraiczng grupy G, to jej
algebra Liego spemia [h, g] C b.

Zad. 4.
Znalez¢é grupe charakteréw SO(4, k) i grupe charakteréw torusa maksymal-
nego w SO(4, k).

Zad. 5.

Pokazaé, ze iloczyn tensorowy cze$ci unipotentnych rozktadéw Jordana 2
elementéw x € GL(V) iy € GL(W) jest czeScia unipotentna iloczynu ¢ @ y €
GL(V@W).

Zad. 6.

Pokazaé, ze kazda jednowymiarowa podgrupa zespolonej grupy liniowej G za-
wierajaca nietrywialny element unipotentny w jest izomorficzna z G, (wskazéwka:
pokazaé, ze jest to domkniecie podgrupy generowanej przez u).

Zad. 7.
ZnaleZ¢ rozklad reprezentacji dolaczonej dla SL(2,C) na sume prosta repre-
zentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 8.
Niech G — GL(V) bedzie nieprzywiedlna reprezentacja. Znalezé wszystkie
G-niezmiennicze podprzestrzenie w V @ V.

Zad. 9.
Opisaé rozklad Cartana i diagram Dynkina dla PGL(n,C).

Zad. 10.

Pokazaé, ze odwzorowanie exp dla U(n) jest surjekcja. Uzy¢ tego do po-
kazania, ze kazdy element U(n) jest zawarty w pewnym rzeczywistym torusie
(oczywiscie mozna inaczej ale ten argument dziala czesciej...). Czy kazdy ele-
ment kompleksyfikacji SU(n) lezy w pewnym algebraicznym podtorusie?

Zad. 11.
Zalézmy, ze G C GL(V) jest nieprzywiedlna reprezentac”ja. Pokazaé, ze G
nie ma nietrywialnych normalnych podgrup unipotentnych.

Zad. 12.
Znalez¢ algebre Liego macierzy gérnotrdjkatnych w SL(n).

Zad. 13.

Niech G € GL(V). Pokazaé, ze podgrupy Borela grupy G sa podgrupami,
ktére ustalaja pewna flage 0 C V3 C -+ C Vy = V, taka, ze dimV; = 1
(wskazéwka: mozna uzyé dziatania G na P$1).



