
GAL Zadania przygotowawcze do kolokwium

Kolokwium b ↪edzie 6 maja od 8.30 do 10.05 zamiast (i w czasie) wyk ladu. Na
kolokwium b ↪edzie 5 zadań z czego 3 b ↪edzie rachunkowe. Poprawne i pe lne
rozwi ↪azanie zadań rachunkowych wystarczy do zaliczenia kolokwium.

Zadania teoretyczne s ↪a mniej przewidywalne, ale oczywíscie b ↪ed ↪a dotyczy ly
przerobionego materia lu. Jedno b ↪edzie nieprzewidywalne ale ciekawe, a drugie
b ↪edzie dotyczy lo pewnego wariantu twierdzenia z wyk ladu dotycz ↪acego twierdzeń
klasyfikacyjnych różnych form dwuliniowych.

Poniżej podaj ↪e przyk lady zadań rachunkowych.

Postać Jordana:

Zad. 1.
Niech k b ↪edzie cia lem algebraicznie domkni ↪etym. Znaleźć w zależności od

charakterystyki k baz ↪e i postać Jordana dla nast ↪epuj ↪acej macierzy o wspó lczynnikach
z k:

A =

 5 4 3
−1 0 −3
1 −2 1

 .

Znaleźć również multyplikatywny rozk lad Jordana.

Zad. 2.
Obliczyć A5, gdzie A jest macierz ↪a z poprzedniego zadania.

Zad. 3.
Niech A b ↪edzie jak wyżej. Znaleźć rozwi ↪azania równania

X4 = A.

Które spośród rozwi ↪azań s ↪a wielomianami A?

Wielomiany Legendre’a:
Zad. 4.

Znaleźć odleg lość xk od przestrzeni lin {1, x, ..., xk−1} w przestrzeni wielo-
mianów stopnia ≤ k z iloczynem skalarnym (f, g) =

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx.

Zad. 5.
Pokazać, że

inf
{∫ 1

−1

(xn + f(x))2dx : f(x) wielomian stopnia < n

}
=

22n+1

(2n + 1)
(
2n
n

)2 .

Operatory samosprz ↪eżone, unitarne, hermitowskie, normalne:

Zad. 6.
Niech V b ↪edzie 2-wymiarow ↪a przestrzeni ↪a unitarn ↪a z baz ↪a ortonormaln ↪a

{e1, e2}. Pokazać, że operator f : V → V zadany w tej bazie macierz ↪a[
3 2− i

2 + i 7

]
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jest hermitowski. Znaleźć widmo f i baz ↪e ortonormaln ↪a w której macierz f jest
diagonalna.

Zad. 7.
Pokazać, że operator zadany w pewnej bazie ortonormalnej macierz ↪a

1
2

 1 −
√

2 −1
1

√
2 −1√

2 0
√

2


jest ortogonalny. Znaleźć postać i baz ↪e kanoniczn ↪a dla tego operatora.

Zad. 8.
Pokazać, że operator zadany w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni uni-

tarnej macierz ↪a  1 1 0
0 1 1
1 0 1


jest normalny. Znaleźć rozk lad spektralny dla tego operatora.

Zad. 9.
Znaleźć rozk lad biegunowy operatora o macierzy z zadania 1. czy ten oper-

ator jest normalny?

Formy kwadratowe:

Zad. 10.
Wyznaczyć odwzorowanie ortogonalne sprowadzaj ↪ace form ↪e kwadratow ↪a

9x2
1 + 5x2

2 + 5x2
3 + 8x2

4 + 8x2x3 − 4x2x4 + 4x3x4

do osi g lównych.

Bazy ortonormalne, ortogonalizacja Grama–Schmidta, odleg lość od podprzestrzeni.

Zad. 11.
Znaleźć w (standardowej) afinicznej przestrzeni euklidesowej Rn odleg lość

punktu x = (2, 4, 0,−1) od podprzestrzni afinicznej V zadanej uk ladem równań

2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 6, 2x1 + 5x2 + 3x3 + 4x4 = 4.

Zad. 12.
W notacji poprzedniego zadania znaleźć barycentryczny uk lad wspó lrz ↪ednych

p laszczyzny przechodz ↪acej przez x, prostopad lej do V i przecinaj ↪acej j ↪a w dok ladnie
jednym punkcie.
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