
Analiza* Seria 6

Zadania 1− 5 s ↪a po 10 punktów.

Zad. 1.
Niech Tn oznacza n-ty wielomian Czebyszewa. Obliczyć ca lk ↪e∫ 1

−1

(Tn(x))2√
1− x2

dx,

Zad. 2.
Obliczyć

∫ 2

−2 f dα dla f(x) = x2 oraz

α(x) =

 x+ 2 dla x ∈ [−2,−1],
2 dla x ∈ (−1, 0),
x2 + 3 dla x ∈ [0, 2].

Zad. 3.
Niech {x} oznacza cz ↪eść u lamkow ↪a liczby rzeczywistej x. Pokazać, że funkcja

f(x) =

∞∑
n=1

{nx}
n2

jest ca lkowalna w sensie Riemanna na przedziale [0, 7] i znaleźć wszystkie jej
punkty nieci ↪ag lości.

Zad. 4.
Za lóżmy, że funkcja f : [a, b] → R jest różniczkowalna, a jej pochodna jest

funkcj ↪a ograniczon ↪a i ca lkowaln ↪a w sensie Riemanna. Niech

an =

∫ b

a

f(x) dx− b− a
n

n∑
i=1

f

(
a+ i

b− a
n

)
.

Pokazać, że granica limn→∞ nan istnieje i obliczyć j ↪a.

Zad. 5.
Niech f : [0, 1] → R b ↪edzie tak ↪a funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a, że dla każdego x ∈ [0, 1]

spe lnione s ↪a nierówności f(x) ≥ 0 oraz

f(x)2 ≤ 1 + 2

∫ x

0

f(t) dt.

Pokazać, że f(x) ≤ x+ 1 dla x ∈ [0, 1].
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