
Analiza* Seria 5

Zadania 1− 5 s ↪a po 10 punktów.

Zad. 1.
Za lóżmy, że szeregi

∑∞
n=0 anz

n i
∑∞

n=0 bnz
n maj ↪a promienie zbieżności R1

i R2, odpowiednio. Pokazać, że promień zbieżności R szeregu
∑∞

n=0 anbnz
n

spe lnia nierówność
R ≥ R1R2.

Czy istnieje przyk lad w którym R1 = R2 = 0, ale R =∞?

Zad. 2.
Za lóżmy, że ci ↪ag {an} liczb rzeczywistych przyjmuje tylko skończenie wiele

wartości. Za lóżmy, że szereg f(x) =
∑∞

n=0 anx
n nie jest wielomianem.

1. Pokazać, że ten szereg ma promień zbieżności równy 1.

2. Za lóżmy, że wszystkie an s ↪a liczbami wymiernymi. Czy funkcja f(x) jest
funkcj ↪a wymiern ↪a (tj. ilorazem dwóch wielomianów)?

Zad. 3.
Niech

f(x) =

∞∑
n=0

(−1)nxn2

.

Obliczyć limx→1− f(x).

Zad. 4.

Niech {fn} b ↪edzie ci ↪agiem funkcji dwukrotnie różniczkowalnych na [0, 1].
Za lóżmy, że dla każdego n mamy: fn(0) = f ′n(0) = 0 oraz |f ′′n (x)| ≤ 1 dla
x ∈ [0, 1]. Pokazać, że ci ↪ag {fn} zawiera podci ↪ag zbieżny jednostajnie na [0, 1].
Zad. 5.

Niech

L(x) =

{
x log(1/x)

1−x dla x ∈ (0, 1),

1 dla x = 1.

Pokazać, że jeśli
∑∞

n=0 an = s, to

lim
x→1−

∞∑
n=0

anL(xn) = s.

1


