
Analiza* Seria 2

Zadania 1− 4 s ↪a po 10 punktów. Zadanie 5 jest za 15 punktów.

Zad. 1.
Zbadać zbieżność punktow ↪a i jednostajn ↪a szeregu funkcyjnego

f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n

n
· xn

1 + xn
.

Pokazać, że

lim
x→1−

f(x) = −1

2
log 2.

Zad. 2. Pokazać, że

f(x) =

∞∑
n=1

1

n2
log(1 + n2x2)

jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a na R. Pokazać, że f jest różniczkowalna dla x 6= 0, ale nie
jest różniczkowalna dla x = 0.

Zad. 3.
Pokazać, że

f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n− x

jest funkcj ↪a klasy C∞ na R− N i spe lnia równanie f(x)− f(x− 1) = 1
1−x .

Zad. 4.
Niech f i fn, n ∈ N b ↪ed ↪a funkcjami z R w R. Za lóżmy, że dla każdego ci ↪agu

{xn} zbieżnego do x mamy

lim
n→∞

fn(xn) = f(x).

Pokazać, że f jest funkcj ↪a ci ↪ag la (uwaga: nie zak ladamy, że fn s ↪a ci ↪ag le).

Zad. 5.
Udowodnić lub podać kontrprzyk lad: jeśli f : [0, 1] → R jest niemalej ↪aca

to istnieje ci ↪ag funkcji ci ↪ag lych {fn} na [0, 1] taki, że dla dowolnego x ∈ [0, 1]
mamy

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

1


